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Os sistemas sujeitos a atraso de transporte se apresentam em diversos setores
produtivos que, combinados com as tendeéncias de conectividade 4.0, impoem de-
safios de controle significativos para seu desempenho robusto devido ao efeito do
atraso variavel que se apresenta nas malhas de controle. No presente trabalho, sao
propostos critérios simplificados de garantia da estabilidade robusta em sistemas
sujeitos a atraso variavel controlados por preditores através da abordagem baseada
na resposta em frequéncia usando o teorema do pequeno ganho. Baseados no teo-
rema do pequeno ganho, parte dos critérios sao obtidos com uso de preditores para
compensagao de parte minima e constante do atraso variavel. Outros critério sao
definidos aplicando diretamente em sistemas de segunda ordem descritos por meio
de receptancias. A descricao de incertezas nao estruturadas é considerada como
forma de simplificar a andlise robusta e os critérios sao ilustrados por meio de si-
mulagoes e de um caso experimental. Os novos critérios permitem determinar um
valor maximo robusto para o atraso varidavel baseado em informacoes do modelo
e limitantes de incerteza. Com utilizacao do filtro de robustez, a estabilidade ro-
busta pode ser recuperada durante a operacao por meio da redefinicao da sintonia
do filtro. As condigoes apresentadas podem ser verificadas diretamente por meio de
ferramentas de matematica computacional bem estabelecidas. Nao h& necessidade
de supor qualquer informacao acerca da taxa de variacao do atraso. Os resultados
de simulacao e experimental ilustram a utilidade dos critérios como alternativa aos
métodos ja estabelecidos, os quais usualmente desconsideram a utilizagao de pre-
ditores e seu consequente impacto nas margens de robustez na presenca de atraso

varidvel.
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Time-delay systems are found in several industrial control problems such that,
combined with 4.0 connectivity trends, impose relevant control challenges in order
to achieve robust performance with time-varying delays. This work proposes new
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Capitulo 1
Introducao

O atraso de transporte, também conhecido como tempo morto ou atraso entrada-
saida, estd presente em muitos sistemas de engenharia reais, podendo aparecer tanto
na entrada de sistemas, quanto nas medigoes. A sua origem pode ser atribuida a (i)
transporte de massa de um local a outro, (ii) transferéncia de energia ou informagao,
(iii) processamento computacional, (iv) redes de comunicagdo, (v) representagao
simplificada de sistemas, (vi) sistema formado por diversos modelos simples em
cascata (NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2007).

O tempo morto torna o controle do sistema mais dificil quando comparado ao
caso sem atraso, pois o sinal de controle atual s6 tera acao efetiva apds o transcorrer
do atraso o que reduz a margem de fase. O efeito imediato causado por este atraso
nos sistemas de controle sao os seguintes (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007,
2009; PALMORI, 1996):

e perturbagoes sao percebidas somente apds transcorrido o tempo do atraso;
e a acao de controle nao é percebida de imediato na variavel controlada;
e a acao de controle atua para corrigir um efeito que ja passou.

Os sistemas com tempo morto maior do que a constante de tempo sao ditos
de atraso dominante (NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2007). Quando o atraso é
dominante, seu efeito é mais notorio, dificultando em muitos casos, um desempe-
nho adequado _com a utilizacao de controladores convencionais (NORMEY-RICO e
CAMACHO, 2007). As estratégias baseadas em preditores sao empregadas para mi-
tigar os efeitos nocivos do atraso (DfAZ, 2018). A utilizacao de sistemas de predigao
para compensacao de atraso deu origem aos CTMs - compensadores de tempo morto
(NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; [SMITH, |1957).

O primeiro CTM foi apresentado por Smith [SMITH (1957) tendo como principal
vantagem a eliminacao do atraso da equacao caracteristica nominal do sistema em

malha fechada. Esta propriedade permite projetar o controlador considerando que



o sistema nao possui atraso. Apesar das vantagens, é conhecimento comum que o
preditor de Smith (PS) apresenta problemas ao lidar com plantas instaveis e integra-
doras (NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2008; PALMOR|, [1996) ou com plantas que
apresentam erros de modelagem significativos na estimacao do atraso (MICHIELS
e NICULESCU, 2003).

Diante das limitagoes do PS, diversas iniciativas surgiram com vistas a esten-
der sua aplicacao a plantas instaveis e integradoras, a melhorar o seu desempenho
regulatorio na presenca de perturbagoes, melhorar a robustez e a oferta de proce-
dimentos sistematicos de sintonia em aplicacoes na industria (LECHAPPE et_all,
2015; NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2008; SANTOS et _all, 2018b; TORRICO
et al., 2013).

O desempenho regulatério é de importancia crucial em processos industriais
para garantir as especificagoes dos produtos, a seguranca operacional e o avango
dos processos produtivos. Essa necessidade fez emergir propostas de estruturas
de predicao modificadas com o intuito de melhorar o desempenho de rejeicao de
perturbacio (MATAUSEK e RIBIC, 2009; NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2008;
SANTOS et all, 2017).

Nao se pode deixar de considerar o interesse por propostas simplificadas para
alcancar o objetivo de controle. Cabe ressaltar que esta é uma demanda pratica
com o intuito de reduzir o tempo de ajuste e comissionamento de malhas, bem

como reduzir o potencial de falha humana

1.1 Motivacao

As tendéncias trazidas pela industria 4.0 e [oT estao impulsionando a implantagao
de redes ethernet industriais (principalmente Ethernet/IP, EtherCAT e PROFINET
IRT) associadas a malhas de controle de processos. As diferentes formas de empaco-
tamento, esquemas de acesso ao meio entre outros, fazem com que estes protocolos
apresentem comportamentos de tempo real deteriorados, que podem afetar o de-
sempenho dos sistemas de controle (WU e XIE, 2019). O desempenho de um NCS
(Networked Control System) pode ser medido pelo QoC (Quality of Control) que é
afetado significativamente pelo QoS da rede.

Diferentemente das redes de comunicagao convencionais, nos NCSs (Fig. [LT]) ha
uma ligacao em rede a um processo fisico que precisa ser controlado em tempo real,
exigindo assim, um alto grau de determinismo, consisténcia temporal e transferéncia
de dados em tempo real (GALLOWAY e HANCKE, 2013). A escolha do protocolo
de comunicacao adequado pode evitar retrabalho a nivel de sistema ao se verificar
que os requisitos de controle nao foram atendidos devido a atraso ponta-a-ponta,

principalmente em sistemas de grande porte.



Processo Fisico

Sensor 1 [~ Sensor n Atuador 1| Atuador n

Rede em tempo real

i licaco Estagoes/computadores
Demais aplicagoes Controlador /

Figura 1.1: Sistema controlado via rede - NCS.

Em seu recente trabalho, WU e XIE (2019) fornecem um guia bésico de escolha
desses protocolos. As redes industriais precisam garantir a troca de informagao
entre sensor-controlador-atuador com consisténcia temporal. Além disso, verifica-
se através de exemplos simulados que o protocolo Ethernet/IP, apesar de exigir um
custo menor com implantagao equipamentos, pode ser utilizado satisfatoriamente em
processos com dinamica lenta. Ja os protocolos ethernet modificados, EtherCAT e
PROFINET IRT, conseguem estabelecer comunicacao nao sé rapida, mas também
deterministica. EtherCAT demonstra ser ideal para comunicacao em tempo real
principamente em controle de movimentos.

As redes industriais combinam o tréfego de dados de monitoramento de variaveis
que apresentam menor requisito de tempo real com sinais necessarios a manutengao
das malhas de controle. Ou seja, as redes industriais compartilham sinais com prio-
ridades diferentes em relacao a consisténcia temporal com excecao das informagoes
de seguranca dos processos que precisam trafegar em uma rede separada.

Diferentemente dos sistemas tradicionais onde cada sensor/atuador possui um
cabo dedicado, nos NCSs as informacgoes entre os elementos sao trocadas através
de uma rede de comunicacao que esta sujeita a uma série de problemas. A seguir
alguns dos problemas envolvidos em NCSs (FRIDMAN, 2014h):

e intervalos de amostragem variaveis;
e atrasos de comunicagao fixos ou varidveis;

e perdas de pacote;
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Figura 1.2: Tanque aquecido e com tubulacao longa. Fonte: NORMEY-RICO e
CAMACHO (2007).

e crros de quantizacao nos sinais transmitidos;

e restricoes impostas pela rede em funcao do compartilhamento de recursos com

diversos outros elementos da rede;

e perda de sincronismo.

Em um tipico NCS existe o atraso de comunicacao do controlador para o atuador
e um outro do sensor com o controlador. Podendo ocorrer também atraso no pro-
cessamento (algoritmo) da agao de controle, durante amostragem do sinal medido e
o atraso intrinseco do processo a ser controlado. A soma de todos esses atrasos gera
o atraso ponta-a-ponta que ird afetar a malha de controle.

Um exemplo que ilustra o atraso causado por transporte de massa e energia pode
ser verificado em um sistema de controle de temperatura na saida de uma tubulacao
longa conectada a um tanque de aquecimento conforme Fig. Neste sistema,
as alteracoes na variavel de controle W levam tempo para serem percebidas pelo
transmissor de temperatura (TT) ao final da tubulagao e isto se deve ao atraso na
propagacao do calor e da massa até o final da tubulagao.

Em[FRIDMAN (2014h), sao relacionados outros exemplos de sistemas com atraso
juntamente com a sua modelagem: i) Gerenciamento ativo de filas (AQM - Active
Queue Management); ii) fluxo de trafego de veiculos; iii) processamento em redes
neurais; iv) dinamica de crescimento populacional em funcao da comida disponivel
e v) dinamica de propagagao e eliminagao de epidemias.

Embora a suposicao de atraso fixo seja geralmente vélida em muitas aplicagoes,
cada vez mais problemas surgem em razao da variacao do atraso. A andlise e o pro-
jeto de CTMs, em muitos casos, considera apenas o atraso fixo, mesmo admitindo
alguma incerteza na estimacgao do atraso. Entretanto, algumas malhas de controle,
como aquelas que fazem uso de controladores via rede, exibem atraso variavel, au-
mentando ainda mais a complexidade da andlise (NORMEY-RICO et all, 2012a).



Além disso, a dificuldade de projeto aumenta significativamente a medida que o
atraso se torna mais longo (YUE e HAN, [2005).

Com o atraso variavel, a garantia de estabilidade robusta convencional se torna
insuficiente, uma vez que o sistema deixa de ser invariante no tempo e o conceito de
autovalores nao pode ser utilizado.

Em virtude da relevancia de sistemas com atraso variavel no contexto dos pro-
blemas de controle atuais e tendo em vista a limitacao das abordagens baseadas em
preditores para este tipo de aplicacgao, este trabalho é dedicado ao estudo de critérios
de estabilidade simplificados para o controle de sistemas com atraso varidvel baseado

em preditores.

1.2 Justificativa

Para compensar o atraso fixo na entrada é necessario que a predicao seja calculada
considerando uma janela de tempo com o tamanho do atraso. Ja para o caso variavel,
essa janela é indefinida e seria necessario prever o valor futuro do atraso. Em alguns
casos, esta previsao pode acontecer quando se dispoe do comportamento temporal do
atraso, entretanto, existem problemas nos quais essa variacao nao é deterministica
e, nestes casos, a analise de robustez convencional tem alcance limitado devido a
variacao do atraso no tempo (DfAZ, 2018; FRIDMAN, 2014b; RICHARD, 2003).

Tal dificuldade conduziu a propostas de critérios de estabilidade baseados no
método direto de Lyapunov e evoluindo em seguida para Lyapunov-Krasovskii (L-
K) para sistemas de tempo continuo (CHEN et al., 2018: IDING et al., 2017; LEE
et al.,2018; [LEE e PARK, 2018; PARK et al., 2018; ZHANG et all, 2015) e também
para sistemas de tempo discreto (GONZALEZ et_all, 12013; WU et al., 2017; ZUO
et al.,2013). Basicamente a andlise de estabilidade na presenca de atraso variavel
possui intimeras condicoes de estabilidade disponiveis e o foco atual é reduzir o
conservadorismo dessas condicoes utilizando os métodos diretos de Lyapunov (LI e
GAO, 2011).

Muitos trabalhos utilizam os métodos baseados no Teorema de L-K e a solucao
de LMIs para obter condi¢oes com garantia de estabilidade. Em NORMEY-RICO
et al. (20124), é apresentada uma condigao de estabilidade robusta baseada em L-K
para o preditor de Smith, porém assume-se que o atraso varia de forma discreta. Este
é um dos principais motivadores do presente trabalho, na medida em que o atraso
provocado por uma rede de comunicacao dificilmente serda multiplo do periodo de
amostragem. Em INORMEY-RICO et all (2012a), toda andlise de estabilidade é
realizada em tempo-discreto, o que limita o universo de possibilidades de atraso
variavel. Nao obstante, este é um dos poucos trabalhos que consideram o efeito do

preditor na estabilidade robusta da malha com atraso variavel.



Nesse campo é que reside uma das principais contribuicoes deste trabalho, pois
notou-se uma caréncia de resultados que combinem CTMs com garantia de estabi-
lidade na presenca de atraso variavel.

Em particular, observou-se a auseéncia de trabalhos que permitissem concluir a
respeito da robustez de sistemas controlados por compensadores baseados no PS na
presenca de atrasos varidveis limitados e com variagao arbitraria, a exemplo de valo-
res nao multiplos do periodo de amostragem. Além do exposto, pretende-se explorar
a abordagem frequencial baseada em incertezas nao estruturadas pela conveniéncia
de utilizacao em problemas especificos, além da relevancia dessa ferramenta analitica

no contexto de compensadores sem atraso.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um conjunto de critérios de estabilidade
robusta com formulacao frequencial, baseados no Teorema do Pequeno Ganho, para

sistemas com atraso variavel baseados em preditores.

1.3.2 Objetivos especificos

Dentre os objetivos especificos consideram-se:

e propor critérios de estabilidade simplificados baseados no teorema do pequeno
ganho para sistemas lineares com atraso variavel utilizando os preditores de
Smith e Artstein;

e estender os resultados do preditor de Smith para o caso multivaridvel;
e estender os critérios contemplando incertezas de modelagem;
e propor regras de sintonia direta baseadas no teorema do pequeno ganho;

e estender os resultados para sistemas vibratorios baseados em modelos de se-

gunda ordem pelo método das receptancias.

1.4 Revisao Bibliografica

Desde o primeiro C'TM de Smith o controle de sistemas com atraso conseguiu avangos
relevantes nas areas da industria de processos, robética e controle de congestao em
internet (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008).



Na década de 1980, a atribuicao de espectro finito (FSA - Finite Spectrum As-

signment ) (KWON e PEARSON, |L9_8d) e o método de reducao de modelo conhecido

como reducao de Artstein , |L9ﬁj) estendeu o uso de preditores para sis-

temas MIMO e instaveis em malha aberta.
O interesse por preditores e seus efeitos em malha fechada pode ser observado
em ILECHAPPE et al. 121!15]), trabalho no qual é proposto um novo esquema de

predicao baseado no preditor de Artstein para atenuar o efeito de perturbacoes

desconhecidas.

Para melhorar a rejeicao de perturbacoes mensuraveis e nao mensuraveis SAN-
TOS et al. (IZD_]_&H) propoem uma lei de controle para preditores de Artstein, usando
estratégia feedfoward com resultados superiores quando comparado ao esquema apre-
sentado em MM (|24)L5|) na rejeicao de perturbacoes casadas ou nao.
ITLQBBIM (IZD_]_d) propoe um PSF baseado no FSA e demonstra a equivaléncia

entre os dois preditores.

Para permitir o ajuste da rejeicao de perturbacao e sem esquecer da sintonia do
CTM voltada para o desempenho ao seguir sinais de referéncia, NORMEY-RICO e
CAMACHO (lZDﬂé) propoem um CTM baseado no PS com dois graus de liberdade,

um deles foca na sintonia do controlador primario para rejeicao de perturbacao e o

outro utiliza um filtro de referéncia para melhorar o desempenho de seguimento de
referéncia em malha fechada.

CTMs voltados para o controle de plantas instaveis e integradoras tém sido ana-
lisados em diversos trabalhos. Para plantas integradoras, [ASTROM et al. M)
propoem um PS modificado e em IM.AIAI.ISEK_G_MIQ]Q (|l9_9d, |l9_9_d) é apresen-
tada uma simples proposta com poucos parametros de sintonia. Estratégias de
controle com dois graus de liberdade sao descritas em NORMEY-RICO e CAMA-

CHO (IZOﬂd) para o controle de plantas estaveis e integradoras. O preditor de Smith

filtrado proposto em - ) possui dois graus de
liberdade com um filtro de robustez para atenuar incertezas de modelagem. Sua

versao em tempo discreto unificada é proposta em NORMEY-RICO e CAMAC( }Hd

) para permitir implementacao no controle de plantas integradoras e instaveis

em malha aberta mantendo a estabilidade interna. Outras abordagens baseadas
em observadores de perturbacao estao presentes em [ZHONG e R EE§ 2004]), SANZ
et al. MId),[ZHQNQ] dZDDj),hHQNQ_QNQBMELBICQ 2002). Outros trabalhos
voltados para plantas instaveis seguem tratamento semelhante em |CLABQIA_€I_@L|
(2006): ILIU et all (2014); SANTOS et al} (2010); TORRICO et al. (2013).
Discussoes que tratam do caso de sistemas multivaridaveis podem ser verificadas

em JEROME e RAY (1979): OGUNNAIKE e RAY (1979): RAO ¢ CHIDAMBA-
RAM (2006): SANTOS ef all (2017)
I
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(2!!1&) novas regras de sintonia para ajuste simultaneo



de robustez e atenuagao de ruido sao propostas para plantas com atraso estaveis,
instaveis e integradoras voltadas para o ambiente industrial. Regras simples de
sintonia de um CTM com dois graus de liberdade baseado no PS aplicado a uma
planta piloto de aquecimento com dois tanques e atraso longo sao apresentados em
KIRTANIA e CHOUDHURY! (2012).

O problema de controle considerando atraso fixo presente em sistemas de se-
gunda ordem ¢ apresentado em ARAUJO ¢ SANTOS (2018). Neste caso utiliza-se
a abordagem de receptancia para obter o modelo utilizado no preditor de Smith
para compensar o atraso fixo. A filtragem do erro de predicao é utilizada para ajus-
tar desempenho e robustez. Em [SANTOS et all (2018b), considerando sistemas de
segunda ordem, propoem-se condicoes de estabilidade robusta na presenca de atraso
variavel.

A industrializagao moderna aliada as tendéncias 4.0 e IoT tem requerido sistemas
cada vez mais complexos e conectados. Quando se propoe uma malha de controle
estabelecida por meio de uma rede de comunicacao em tempo real, conforme ilus-
trado na Fig. [LIl estd posto um dos principais desafios de sistemas de controle
da atualidade. As principais vantagens de um NCS é o cabeamento reduzido ou
até mesmo a auséncia de cabeamento, facilidade na manutencao, diagnodstico e uma
capacidade de ampliacao mais rapida. Estas vantagens fazem os NCSs se destaca-
rem em aplicacoes nas plantas de manufatura, veiculos, avices e espaconaves (QIU
et al., 2016; WALSH et al., 2002; ZHANG et all, 2001). O problema de controle
via redes tem motivado o desenvolvimento de diversos trabalhos voltados para o
controle de sistemas com atraso variavel e tem recebido muita atencao nos tltimos
anos (ZHANG et all, 2001).

Sistemas controlados através de uma rede de comunicacao de dados convivem
com imperfeicoes induzidas pela rede, como por exemplo: atrasos induzidos tanto
na medigdo quanto na atuagao e perda de pacotes (ZHANG et all, 2001). Uma
aplicacao em controle a distancia de robos moveis usando o preditor de Smith filtrado
foi discutida em ISANTOS et all (2018a). Em |ZHANG et all (2005), é proposto um
novo método para estabilizar sistemas controlados via rede com atrasos aleatdrios
do sensor para o controlador e do controlador para o sensor, de tal maneira que o
sistema em malha fechada pode ser caracterizado por duas cadeias de Markov.

Em BRESCH-PIETRI et all (2018), é proposto um compensador que estima
de maneira aproximada a variacao do atraso, testando seu resultado a um sistema
sujeito a saltos no valor do atraso, algo muito comum em redes e protocolos de
comunicagcao.

Quando se conhece o modelo do atraso é possivel prever o valor futuro do atraso
como em BEKIARIS-LIBERIS e KRSTIC (2011). Entretanto, em muitos casos, o

modelo do atraso nao esta disponivel e nem ¢é possivel prever o seu valor futuro.



O NPC - Networked Predictive Control (Controle Preditivo em rede) possui re-
sultados efetivos na compensacao do atraso na transmissao e perda de pacotes em
NCSs (SUN et all, 2014). Ainda em ISUN et all (2014), é apresentada uma condicao
de estabilidade limitada pela maior taxa de amostragem admissivel, utilizando a
teoria de sistemas chaveados e o teorema do pequeno ganho.

Quando se trata de andlise de estabilidade robusta na presenca de atraso variavel

a maioria dos trabalhos recorrem a uma das duas solugoes baseadas no método direto
de Lyapunov (FRIDMAN, 2014b):

e Lyapunov - Razumikhin;
e Lyapunov - Krasovskii.

Além da formulacao dos funcionais de Lyapunov, esses métodos exigem solucao de
um problema de otimizacao baseado em LMIs para verificar a estabilidade ( GONZALEZ
et al., 2013; KARAFYLLIS e KRSTIC, 2013; [KRSTIC, 2010, 2008; NORMEY-
RICO et al., 2012a; [YUE e HAN, 2005).

Por outro lado, tipicamente estes trabalhos ou assumem atraso fixo ou utilizam
abordagens robustas para atraso variavel baseadas em estratégias de controle sem
compensagcao de atraso. Neste trabalho, o preditor é utilizado com vistas a melhorar
o comportamento robusto de sistemas com atraso variavel usando o teorema do
pequeno ganho como proposto em [KAO e LINCOLN (2004). Para tanto, deve-se
generalizar o resultado considerando o efeito dos preditores, estender para o caso de
multiplas entradas e incorporar na analise os erros de modelagem. O caminho a ser
investigado esta ilustrado na Fig. [.3 com destaque em cinza para as areas de maior

estudo.

1.5 Organizacao do documento

O restante do documento esta dividido em 7 capitulos. No Capitulo[2] apresentam-se
os problemas de estabilidade gerais para os sistemas com atraso destacando as prin-
cipais diferencas na representacao matematica em relagao aos sistemas sem atraso.
Apresentam-se também algumas nocoes de estabilidade assintética para sistemas
com atraso dando énfase ao critério de L-K e teorema do pequeno ganho. O Capitulo
aborda os métodos de compensacao de atraso baseados em preditores destacando
o preditor de Smith, a sua versao filtrada e o preditor de Artstein. Baseado no teo-
rema do pequeno ganho, o Capitulo [ apresenta critérios de garantia de estabilidade
na presenca do atraso variavel utilizando compensagao de atraso fixo e também os
critérios para sistemas de segunda ordem. Os critérios de estabilidade apresenta-

dos no Capitulo M sao generalizados no Capitulo Bl com a inclusao de incertezas de
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Figura 1.3: Escopo de estudo (cinza escuro).

modelo. O controle robusto de sistemas de segunda ordem com atraso variavel é
apresentado no 6l No Capitulo [ alguns exemplos de simulacao e um caso experi-
mental sdo discutidos para ilustrar a viabilidade das propostas. No Capitulo [8 sao

apresentadas as potenciais contribuicoes deste trabalho.

10



Capitulo 2

Estabilidade de sistemas com

atraso

Neste capitulo, é apresentado o problema de estabilidade no contexto de sistemas

sem atraso, atraso fixo e atraso variavel.

2.1 Estabilidade em sistemas sem atraso

A Estabilidade possui um papel fundamental na teoria de sistemas e na engenharia.

Diferentes tipos podem surgir, todavia dois sao mais comuns:

e Estabilidade a estado zero - Em condigoes iniciais nulas entradas limitadas
levam a saidas limitadas. Conhecida também como BIBO (Bounded input

bounded output) ou como estabilidade entrada-saida.

e Estabilidade a entrada zero (estabilidade interna) - Todo sistema sem agao de
entrada possui um transitorio que desaparece com o tempo qualquer que seja
a condigao inicial que o originou (TROFINO et al), 2003). Ou também, um
ponto de equilibrio ¢é dito estavel se todas as solucoes iniciando na vizinhanga
dele retornam a ele (KHALIL, 2001)

2.1.1 Teorema de Lyapunov

Grande parte das formulagoes de estabilidade para sistemas com atraso baseia-se no
conceito de estabilidade segundo Lyapunov.
Inicialmente, considera-se o sistema sem atraso a seguir
= f(t,z), f(t,0)=0, Vte][0,00). (2.1)

Sabendo-se que z(t) = 0 garante existéncia da solugao trivial, considera-se portanto,

o estudo da estabilidade em torno desse ponto. Se houver necessidade de analisar em
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torno de uma solugao nao-trivial é suficiente aplicar uma mudanga de coordenada.
Partindo de determinada condigao inicial o sistema ira perder energia e retornar para
o estado x(t)=0. Este decaimento de retorno a origem pode ser descrito por diversas
funcoes e o sistema que se comporta desta forma é dito estavel. A estabilidade
exponencial é um caso especial de estabilidade assintética. A origem (ponto de
equilibrio) é exponencialmente estével, partindo de uma condigao inicial x(ty), se

existirem constantes positivas, ¢, k e A tais que:
()] < Ellz(to)][e 7)) Va(ty) < (2.2)

e é globalmente exponencialmente estavel se (2.2)) valer para qualquer z(ty).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Lyapunov - Estabilidade Exponencial). Considerando-
se o sistema descrito pela Eq. (1)) e que haja uma fung¢ao V : [0,00) x X — R

continuamente diferencidvel tal que

killz||* <V (t 2) < kallz]]*, (2.3)
ov oV

- - < — a . .
5 + e f(t,z) < —ksllz||*, VX €[0,00) (2.4)

com a, ki, koeks sendo constantes positivas e X uma vizinhanca da solucao trivial.
Entao o equilibrio v = 0 da Eq. (21)) € exponencialmente estivel. E € globalmente

estavel caso X = R"

A anélise de estabilidade segundo Lyapunov utiliza fungdes com propriedades

importantes:

e V(x) é definida positiva se V(0) = 0 e V(x) > 0 para x # 0. Se V(z) > 0

para x # 0 ela é dita semidefinida negativa;

e V(x) é definida negativa se —V (x) for definida positiva ou semidefinida nega-

tiva se —V/(x) for semidefinida positiva;
e se nao se enquadrar em nenhum dos casos anteriores ela é dita indefinida.

Para aplicacao do Teorema 2.I.1] deve haver uma fungao V crescente e limi-
tada por cima e por baixo por duas fungoes crescentes dependentes da exponencial

positiva da norma dos estados (positividade).

e V(t,x) é conhecida como fungao de Lyapunov e precisa ser determinada.

e Conforme Eq. 24), se V(t,z) < 0, o equilibrio é estdvel. Se houver uma
funcao semidefinida negativa sempre maior ou igual a V(t,az), o sistema é

estavel.

12



e Se V(t, x) < 0, o equilibrio é assintoticamente estdvel. Se houver uma fungao
dependente dos estados definida negativa sempre maior que V(t, x) o sistema

é estavel.

As formas quadraticas para descrever as funcoes de Lyapunov permitem a veri-
ficagao da positividade de forma simples como descrito a seguir.
Toda fungao do tipo V' : R* — R:

V(z) =2"Pr = i i QiTiT; G

i=1 j=1
com P real e simétrica podera ter sua positividade verificada através do célculo
dos autovalores de P. V(x) é definida positiva (semidefinida positiva) se todos os
autovalores sdo positivos (ndo negativos). Se os menores principais lideres de P
sao positivos, pode-se dizer também que P ¢é definida positiva ou P > 0 (KHALIL,
2001)).
Considera-se o exemplo a seguir retirado de KHALIL (2001).

Exemplo 2.1.1. Seja V(z) dada por:

V(z) = ax? + 21103 + axy + daoxs + axl

Os menores principais de P sio a, a* e a(a*> —5). Se a > V5 os determinantes

menores principais de P sao positivos, logo P > 0 se a > V5.

e V(z)>0 sea> b
o V(z)<0se—P >0, ouseja, a < —/5.

Exemplo 2.1.2. Estabilidade de um sistema Linear.
Analisando-se a condicao de estabilidade sequndo Lyapunov de um sistema des-

crito por

(t) = Az(t), (2.5)

tem-se uma fungao candidata de Lyapunov quadrdtica V(z(t)) = x7(t)Px(t). A
primeira condicao de Lyapunov é atendida com V' quadrdtica se P > 0. Calculando
sua derivada ao longo da Eq. (2.5])
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V(x(t)) = 27 (t) Px(t) + 27 (t) Pi(t)
= [Az(t)]" Px(t) + 27 (t) PAx(t) (2.6)
= 2T ()[ATP + PAJx(t),

possibilita verificar a sequnda condi¢ao reescrevendo como seque:

V(z(t)) = 2T ()[ATP + PAx(t) = —2't)TQux(t) (2.7)

sendo ) € uma matriz simétrica positiva definida e descrita como seque:

ATP + PA=-Q. (2.8)

Pelo teorema, se existir uma matriz Q definida positiva de acordo com (2.8),
entao a origem € assintoticamente estdvel. A Eq. [2.8]) € conhecida como equagio

de Lyapunov. A condi¢do de estabilidade entao se resume a garantir que

P >0, (2.9)
ATP+ PA<O. (2.10)

A existéncia de P simétrica e definida positiva garante a estabilidade assintotica.
Trata-se de uma desigualdade matricial linear (LMI) que pode ser tratada por meio

de algoritmos de otimizagcao convexa bastante eficientes.

2.2 Estabilidade de Sistemas com atraso

Atualmente a maioria dos sistemas de controle empregam solucoes digitais para
sua implementagao. Neste contexto, os sistemas amostrados que envolvem tanto
dinamicas de tempo continuo quanto discretas se fazem presentes em sua grande
maioria e podem ser representados como na Fig. 21l Sendo P(s) a representagao do
processo continuo, S, o amostrador, C'(z) o controlador discreto e ZOH o retentor
de ordem zero.

Uma possivel representacao para este sistema pode ser feita da seguinte forma:

u(t) = K;U(tk>, tr <t <tpyr, (211)
l’(t) = A.Z‘(t) + BK.Z‘(tk), te [tk, tk+1), ke Z+. (212)
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Durante a amostragem, os sistemas de controle amostrados sofrem com perdas
de informacao entre amostras durante a discretizacao. Este problema permitiu que
a abordagem com atraso variavel ganhasse atencao e fosse considerada em NCSs.

Neste caso, o sistema pode ser substituido por um sistema continuo com atraso
(FRIDMAN, 2014Db) e a Eq. (212]) pode ser reescrita como:

#(t) = Ax(t) + BKx(t — 6(t), 0(t) =t —ti,t € [ tpn).  (2.13)

Nesse caso, o atraso definido por §(¢) > 0 é continuo por partes sendo que b=1
para t # t;. Posteriormente o produto BK podera ser definido como A; para

desenvolvimento das condicoes de estabilidade.

2.2.1 Equacoes diferenciais funcionais

Diferentemente dos sistemas descritos através de equacoes diferenciais ordinérias
(EDO), os sistemas com atraso fazem parte de uma classe de equagoes diferenciais
de dimensao infinita. Apesar de possuirem uma estrutura linear, eles apresentam
infinitos polos tornando dificil a andlise de estabilidade.

Um sistema genérico com atraso pode ser descrito da seguinte forma:

#(t) = Az(t) + Ayt — L), t>0, (2.14)

sendo L, , um valor constante de atraso, r € R" e A, A; € R™"™ sao matrizes
constantes. E no céleulo da solucao da Eq. (2I4) que reside uma diferenga funda-
mental em relagao as EDOs, pois, ao invés de exigir uma condigao inicial (0) fixa a
Eq. (2.14) requer uma funcao z(#) como valor inicial e definida no intervalo [—L, 0]
, ou seja, x(0) = ¢(0),V0 € [—L,0] para calcular a solugao da Eq. (214 dentro de
0, L].

Percebe-se que esse calculo, esta definido de [0, L] porque assume-se um atraso
constante. Em sistemas com atraso variavel, este intervalo é indefinido e em alguns
casos especiais pode até ser estimado conhecendo-se previamente a dinamica de

variacao do atraso com o tempo, mas em outros casos essa estimacao nao é possivel

u(t) = u(ty) o(t)
_ > P(s)
u(ty) = Ka(ty,) (1)
Z0H ———— C(2) 1 5

Figura 2.1: Sistema de controle amostrado.
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e serd necessario recorrer a uma outra abordagem.

O estado de um sistema com atraso pode entao ser escrito como

x(t) : [-L,0] = R":  x(t)(0) = x(t+0),V¥0 € [-L,0].

Esta condicao evidencia a dimensao infinita dos sistemas com atraso. Percebe-se
que, em sistemas sem atraso, z(t) é necessdrio para obter a evolugao de = com o
tempo. Em sistemas com atraso o estado necessario é z(t) no intervalo [t — L, t], ou
seja z(t) (GU et all, 2003).

Esta classe de sistemas pertence ao grupo de EDF's - Equagoes Diferenciais Fun-
cionais (RICHARD, 2003). A solucao da Eq. (2I4)) no intervalo [0, L] é obtida com
zo(0) = ¢(0) e em seguida sdo obtidas as solugbes para os intervalos subsequentes
t € [L,2L],t € [2L,3L], seguindo o mesmo processo (conhecido como método do
passo) (DIAZ, 2018; FRIDMAN, 12014b).

Para exemplificar, considera-se o seguinte sistema:

#(t) = —a(t— L), z(t)€R, L>0,t>0. (2.15)

Sistemas nos quais o atraso ocorre nos estados sao conhecidos como EDR (Equagao
Diferencial Retardada) e aqueles nos quais o atraso ocorre na derivada dos estados
de maior ordem sdo chamados de EDN (Equacao Diferencial Neutra). A maioria
dos sistemas fisicos de interesse ¢ do tipo EDR (FRIDMAN, [2014b).

O atraso pode estar presente tanto na atuagao quanto na medicao, aparecendo
na entrada ou na saida. Uma representacao em espaco de estados com atraso na

entrada é descrita normalmente da seguinte forma:

sendo A,B e C matrizes constantes. Uma representagao considerando-se o atraso na

medicao é representada da seguinte forma

#(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.18)
Cx(t— L). (2.19)

<

—~
~+

~—
Il

Os dois sistemas descritos pelas equagoes (2.16])-(2.19) sao equivalentes da en-
trada para a saida. Este trabalho foca nos sistemas descritos com atraso na entrada

por descrever o sistema tipico de controle via redes, pois considera-se o ponto de vista
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do processo (rede mais planta), ou seja, que o controlador digital nao faz distin¢ao
de que o atraso é constituido de um atraso de envio mais o de recepcao dos dados
da rede de comunicacao, mas sem perda de generalidade com relacao a descrigao
com atraso na saida. O mesmo sistema pode ser descrito através da Transformada

de Laplace, como:

Y(s) = G(s)e U (s), (2.20)

sendo G(s) = C(sI — A)™'B a parte do sistema sem atraso.

2.2.2 Analise de Estabilidade

Uma equacao diferencial retardada pode ser escrita como:

#(t) = f(t,2(t),Vt > to, (2.21)

sendo f : R x C[—L,0] — R" continua nos dois argumentos, localmente Lipschitz no
segundo argumento e C[—L, 0] representa o espago de Banach de todas as fungoes

continuas pertencentes ao dominio que possuem a norma

lz()lle = o () (¢ + 0)]. (2.22)

Para garantir a existéncia de solucdo trivial da Eq. (2.21)) (z(¢) = 0), assume-se
que f(t,0) = 0 (existéncia de solugao trivial). Tal solucao ¢ (FRIDMAN, 2014h)

e uniformemente estdvel se ¥Vt € R e Ve > 0, existir um 6 = d(e) > 0 tal que
l|z(t)||lc < d(e) implica que |z(t)] < € para todo t > tp; Ou seja, se existir
uma vizinhanca da solucao trivial limitada por §, de modo que o maior valor
das possiveis fungoes de condicao inicial x(t) possa estar restrito ao interior
dessa vizinhanca, significa que a norma dos estados, com o passar do tempo,

permanecera dentro dessa vizinhanca garantindo a estabilidade.

e uniformemente assintoticamente estdvel se for uniformemente estavel e existir
um 9, > 0 tal que para qualquer 1 > 0 exista um 7'(d,,7) tal que ||z, ||c < dq
implica em |z(t)| < n para todo t > tg+ T'(04,7n) € to € R;

e globalmente uniformemente assintoticamente estdvel se é, puder ser um nimero

finito arbitrariamente grande.

Para sistemas autoénomos, o termo uniformemente pode ser removido. Apesar do
atraso potencialmente afetar de forma negativa a estabilidade do sistema, existem

casos nos quais o seu efeito é estabilizante. Um exemplo bastante conhecido é
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representado por §(t) +y(t) —y(t — L) = 0. Este sistema ¢ considerado instavel para
L = 0 e assintoticamente estdvel para L = 1 (RICHARD, 2003).

Uma maior dificuldade de se verificar as condicoes de estabilidade através de
autovalores nas EDFs do que nas EDOs levou a investigacao de intimeras abordagens
para analisar estabilidade. FEsta dificuldade aumenta ainda mais se o atraso for
variavel e apresentar equacoes nao lineares ou incertezas.

As condigoes de estabilidade podem ser independentes ou dependentes do atraso.
Os critérios de estabilidade dependentes do atraso fornecem resultados melhores e
menos conservadores, apesar de exigirem algum conhecimento a respeito das taxas
e intervalos de variacao do atraso. De certa forma, em problemas de engenharia,
dispoe-se do intervalo de variac¢ao do atraso (RICHARD, [2003). A andlise no dominio
do tempo generalizando o método direto de Lyapunov para sistemas com atraso é
conhecido como Teorema de Lyapunov-Krasovskii. Como este método apresenta
as condicoes de estabilidade em termos de LMIs, cabe ao usuario encontrar tais
desigualdades e tratar o problema de otimizagao convexo para analisar a estabilidade
do sistema (DIAZ, 2018).

Os métodos de Lyapunov podem ser aplicados a uma grande variedade de si-
tuacoes. Este trabalho esta voltado ao estudo para o caso de sistemas lineares com
atraso. Assim os métodos de L-K e Lyapunov-Razumikhin (L-R) sdo poderosos para
esta categoria de sistemas, entretanto os métodos baseados em L-K podem ser apli-
cados a um numero maior de problemas, além de oferecer condicoes de estabilidade
menos conservadoras (DfAZ, 2018; [FRIDMAN, 2014b).

2.2.3 Meétodo de Lyapunov-Krasovskii
A condicao de estabilidade da solucao trivial é obtida a partir do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (L-K). Supondo-se que u,v,w : Ry — R, sdo fungdes continuas e
nao decrescentes, u(f) e v(6) sao positivas para 6 >0 e u(0) = v(0) = 0. A solugao
trivial da Eq. 2.21)) serd uniformemente estdvel se ezistir um funcional continuo

VR x C[—L,0] — Ry que seja definido positivo, ou seja
u(lz(t)]) < V(t, x(t) < v(llz()]le), (2.23)

com ||¢llc = maxge|-1.0) |(0)].
Vale lembrar que |x(t)| representa a norma vetorial ou mddulo de x. A derivada
de V(t,z(t)) ao longo da Eq. 2.21)) € nao positiva no sentido que

V(t,z(t)) < —w(|z(t)]). (2.24)

Se w(f) > 0 para 6 > 0, entao a solugdo trivial € uniformemente assintotica-
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mente estdvel. Além de que, se limy_,o, u(f) = oo, entao serd globalmente unifor-

memente assintoticamente estdvel.

E importante notar que, diferentemente dos casos de aplicacao do teorema de
Lyapunov para sistemas sem atraso, V' depende de x e nos sistemas com atraso, V'
depende de z(t). Para incluir a derivada de x(t), considera-se o espago de Banach

W|[—L,0] de fungoes absolutamente continuas com a norma

0
| = |[]lc + / 12(6)|2d5,

-L
para que o Teorema [Z.2.1] possa ser extendido para funcionais continuos V' : R x
WI[—L,0] x Ly(—L,0) — R da seguinte forma:

Teorema 2.2.2. Supondo que u,v,w : R, — R, sdo fungoes continuas e nao
decrescentes, u(f) e v(6) sdo positivas para 6 > 0 e u(0) = v(0) = 0. A solugdo
trivial da Eq. 221 serd uniformemente estdvel se ezistir um funcional continuo
VR x W[-L,0] x Ly(—L,0) = R, que seja definido positivo, ou seja

u(lz(t)]) < V(E, x(t), 2(2) < o([|z(t)||lw) (2.25)
tal que sua derivada ao longo da Eq. (2.21)) € nao positiva no sentido que

V(t,z(t), z(t)) < —w(|z(t)]). (2.26)

Se w(f) > 0 para 0 > 0, entdo a solugdo trivial é uniformemente assintotica-
mente estavel. Além de que, se limy_,o u(f) = 0o, entdo serd globalmente unifor-

memente assintoticamente estdvel.

Os Teoremas de L-K nao orientam quanto a determinacao das fungoes candi-
datas, entretanto, para a classe de sistemas lineares muitas maneiras de se obter

funcionais eficientes sao conhecidas.

Condicoes de estabilidade como LMIs

A primeira desigualdade matricial linear (LMI) conhecida foi apresentada quando
Lyapunov desenvolveu sua teoria para garantir a estabilidade da seguinte equagao
diferencial (BOYD, 1994):

(t) = Ax(t). (2.27)

Ele mostra que todas as trajetorias convergem para a origem se e somente se

existir uma matriz definida positiva P tal que

ATP4+ PA <0, P>0. (2.28)
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A condicao ATP + PA < 0 é conhecida como desigualdade de Lyapunov em P.
Esta condig¢ao é um exemplo de LMI.

O sinal “<”significa que a matriz do lado esquerdo deve ser simétrica definida
negativa se < 0.

As condigoes de estabilidade obtidas através dos métodos de L-K geralmente
sao verificadas utilizando LMIs. E comum o uso de ferramentas computacionais
e algoritmos para o tratamento de problemas de otimizacao convexa. Atualmente
diversos algoritmos estao disponiveis para o tratamento dos problemas descritos na
forma de LMIs, os exemplos utilizados neste trabalho foram executados usando o
YALMIP [LOFBERG (2004) em conjunto com SEDUMI STURM (1999).

Em sistemas de controle as condigoes de estabilidade podem ser descritas na
forma de um problema de otimizacao convexo, fazendo com que sejam facilmente
tratadas através de métodos computacionais utilizando LMIs (BOYD, 1994)

A forma geral de uma LMI é descrita como:

F(z)=F+ Y ;F;>0 (2.29)

em que z; sao as varidveis escalares de decisao a serem determinadas (se possivel) e
F,=Fl' e R™" { =0,--- ,m, sdo matrizes simétricas conhecidas. Quando existe
uma soluc¢ao F'(z) > 0 afirma-se que a LMI é factivel.

A LMI Eq. (Z29) é considerada estrita e pode ser tratada como uma restri¢ao
convexa em z, ou seja, o conjunto definido por {z|F(x) > 0} é convexo.

Uma outra possibilidade é que um conjunto de LMIs dé origem a uma LMI
extendida na forma bloco diagonal. Quando as matrizes F; sao diagonais, a LMI
F(z) > 0 é também um conjunto de desigualdades lineares.

As principais vantagens da abordagem via LMI em sistemas de controle podem
ser resumidas a seguir (DUAN e YU, 2013):

e 530 convexas, logo possuem solugoes 6timas globais;
e podem ser resolvidas numericamente de maneira eficiente;

e quase sempre podem ser solucionadas mesmo quando possuem tamanhos muito

grandes;

atendem de forma muito conveniente projetos de controle multiobjetivos;

dispoe de pacotes de software bastante maduros como por exemplo: YALMIP,
CVX e o toolbox de LMI do MATLAB®.
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Complemento de Schur

Certas desigualdades nao lineares podem ser convertidas para forma de LMI através

dos complementos de Schur.

Lema 2.2.1. Sendo M wma matriz particionada com A = AT, B e C' = CT matrizes

de dimensoes apropriadas, a sequinte relagao € valida:

A
= >0 <= C>0 & A-BC'B">0. (2.30)
BT
Demonstracao. Este resultado pode ser mostrado através da transformacao de con-
gruéencia
I —BC! 1 0 [A- BC—'BT 0
0 I —C'BT I| 0 cl’

]

Exemplo 2.2.1. Uma aplicagcao do complemento de Schur pode ser verificada para
a sequinte desiqualdade nao linear ATP + PA+ PBR™'BTP + Q < 0, quadrdtica

em P, que € equivalente a sequinte LMI:

~ATP-PA-Q PB

> 0.
BTpP R

S-procedure

Em alguns casos podem ser encontradas restricoes com alguma funcao quadratica
negativa ou até com todas as funcoes negativas. Incertezas limitadas em norma sao

exemplos tipicos destes casos (DIAZ, 2018).
Lema 2.2.2. (YAKUBOVICH, 1977) Considerando-se um Fy € R™"™ e matrizes

My, ..., M, € R"™". Se existirem escalares reais \; > 0, tais que

p
Fy =Y \M; >0,
i=0
entio T Fyx > 0 para todo 0 # x € R"™ o que satisfaz ¥ Mz > 0 para todo
1=1,...,p.

Exemplo 2.2.2. Considera-se o sistema @(t) = Ax(t)+g(x) onde |g(x)|* < 2T Mzx.
A andlise de Lyapunov com V = xTPx mostra que a estabilidade assintética é
garantida se houver uma matriz P tal que
[ } ATP+ PA PB
x
1 BP0

xZ

g
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no qual g satisfaz g*g < x¥'Mx. Com a aplicagdo do S-procedure esta iltima é

equivalente a existéncia de um A > 0 tal que

ATP+PA+\M PB
BTP -\

Estabilidade de sistemas lineares com atrasos discretos

Diversos tipos de funcionais tém sido estudados baseados nas fung¢oes quadraticas de
Lyapunov. Esta escolha é fundamental para obtencao das condigoes de estabilidade.
Outros funcionais especiais (com mais informagoes) permitem obter condigoes que
dependem ou nao do atraso. Para descrever o procedimento seré obtida a LMI como
condicao de estabilidade independente e dependente do atraso, como mostrado em
(FRIDMAN, 20144)).

Condigao de estabilidade independente do atraso

Considera-se o sistema descrito na forma
i(t) = Ax(t) + Ayx(t — 6(¢)), t > to, (2.31)

com A e A; sendo matrizes n x n e 6(t) € [0, L] e o funcional (funcao candidata
de Lyapunov) a seguir:

t

V(t,x(t)) = 2(t)" Px(t) + /t—a(t) z(0)' Qx(0)do, (2.32)

sendo P, () matrizes definidas positivas (P, @ > 0). Assume-se também que o atraso
varia lentamente, ou seja, é diferencidvel em ¢ com § < d < 1. Percebe-se que V
atende a condigao de positividade 8|z (¢)|* < V (¢, z(t)) (para algum 3 > 0).

analisando-se a derivada de V' ao longo da Eq. (2.31)), encontra-se

V(t,z(t) = 22T () Pi(t) + 2T (£)Qu(t) — (1 — 6(1))zT (t — 6(1))Qz(t — d(t)).

Inserindo-se a Eq. (231) no lado direito da equagao anterior chega-se a

V(t.2(t)) < T (Ba(t = o)W L@x_“(g(t))] < ela(0)

para algum € > 0 se

ATP+PA+Q PA,

W =
ATP —(1-d)Q

<0. (2.33)
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Lembrando-se que d representa a taxa de variacao do atraso. A factibilidade da
LMI (Z33) implica em A e A £ A; sendo Hurwitz o que ja impediria a prova de
estabilidade para o caso de uma planta instavel em malha aberta com atraso na rea-
limentacdo e, além disto, A™'A;/v/1 — d é uma matriz de Schur, consequentemente

com todos os autovalores no interior do circulo unitario (FRIDMAN, 20144).

Condigao de estabilidade dependente do atraso

Inicialmente as condicoes de estabilidade que dependem do atraso reescrevem o

termo atrasado da Eq. ([231]) utilizando-se a seguinte relagao:

o(t — 8(t)) = x(t) — /t i (6)do.

Com isso o modelo da Eq. (Z31)) é transformado de um sistema com atraso

discreto para um sistema com atraso distribuido como segue.

t

#(t) = (A+ A)z(t) — A /t . #(6)do. (2.34)

Com a substitui¢ao do termo #(t) na Eq. (Z34]) obtém-se a amplamente utilizada
Primeira Transformagao de Modelo (DfAZ, 2018; FRIDMAN, 2014a)

#(t) = [A+ Ada(t) — A, /t tém [Az(0) + Az(6 — 5(6))]d6. (2.35)

Em termos de estabilidade, o sistema descrito pela Eqs. (235) e (Z31)) sao di-
ferentes, resultando em uma condicao conservadora. As primeiras condi¢oes depen-
dentes do atraso tratavam apenas de sistemas com atraso variando lentamente e
somente com a introducao da abordagem do descritor foi possivel analisar sistemas

sujeitos a variagoes rapidas do atraso com o método de Krasovskii (FRIDMAN,
2014a; FRIDMAN e SHAKED, 2003).

A abordagem do descritor

Descritores sao sistemas descritos através de equagoes diferenciais e equagoes algébricas.
A transformagao proposta pela Eq. (234]) é feita considerando-se que %(t) = y(t),

resultando em ,

y() = (A+ ADz(t) — A, /t PGS (2.36)

O sistema descritor da Eq. (2.30) é equivalente a Eq. (2Z31]) em termos de esta-
bilidade. Desta vez, no célculo da derivada do funcional de L-K, o termo @(t) nao é
substituido pelo lado direito da Eq. (Z31l), pois agora é considerado um novo estado

do descritor. A novidade da abordagem do descritor nao ocorre em V mas em V.
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O funcional proposto em [FRIDMAN (2014a) é dado por:

V(z(t),2(t)) = 27 (t)Px(t) + /_OL /t; T (AR (N)dAdf, R > 0. (2.37)

J/

Va(i(1)

Neste ponto, vale destacar que V(#(t)) representa um dos mais importantes ter-
mos que compoem funcionais de L-K, pois sua derivada fornece condicoes de estabili-
dade que dependem de forma explicita do L (SEURET et al.,2013). Reescrevendo-se
Vo(a(t)) de forma alternativa como

Va(i(t)) = / (L h— DT () RE)AA.

—L

Derivando-se, tem-se

Va(i(t)) = LT (t)Ri(t) — /tLj;(A)TRa‘;(,\)dA (2.38)
t #(A\)TRE(N)dX — / ti(s(t):t()\)TR:k()\)d)\ (2.39)

t—L

= Li" (t)Ra(t) — /

t—48(t)

Vo
Termo que sera ignorado

Considera-se a desigualdade de Jensen representada por:

0 0 0

/ AT (M) Rp(N)dN > / ng()\)d/\R/ d(N)dN, Vo € Ly|—L,0],VR > 0. (2.40)
L L L

Aplicando-se a desigualdade de Jensen para 6 > 0 na Eq. (2.38)), obtém-se:

o _L t " t .
_ /t_é(t)x()\) RiO) <~ 508 /H(t) (\AAR /H(t) (\)dA

t t
1 / " (\)dAR / @(N)dA (2.41)
L Jise) t-5(t)

IA

—o(t

E considerando-se que:

d. r T .
e (8P (t)] = 207 (1) Pi(t)

t
+2[2" () PF + 2T () PL] | —a(t) + (A+ Apa(t) — Al/ x’(@)d&] . (2.42)
t—58(t)
O segundo termo pode ser adicionado uma vez que ele tem valor nulo, assim
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obtém-se V(x(t), #(t)) adicionando-se o resultado obtido na Eq. (Z40) como:

V(t,x(t), i(t)) =227 (t) Pi(t)

+2[z" ()P + 2T (t) P {—i(t) + (A+ Ayz(t) — A /t o a’c()\)d/\]
1

t t
+LiT (t)Ri(t) — — / 7T (A\)dAR / Z(N)dA, (2.43)
L Ji_s@) t—5(t)
em que P, e P3 € R™" e sao consideradas “variaveis de folga” (FRIDMAN,
2014h). A consequéncia da Eq. Z43) é que V < —e(|z(t)]? + |£(2)]?), € > 0.

Definindo-se um novo vetor coluna
1 t
) = colfa(0) a0 [ #NN)
L Ji—sw

permite escrever

V(t,x(t), (1) < n' () ¥an(t) < —alz(t)?

para algum « > 0 se (FRIDMAN, 2014h)

PI(A+A)+ (A+A)TP, P—PF+(A+ AP, —LPTA
U, = (%) —Py— P+ LR —LPIA;| <0.
(%) (%) —LR

(2.44)
Esta condicao conduz a resultados menos conservadores em sistemas incertos
mesmo na auséncia de atraso. O fato da matriz P nao multiplicar a matriz do
sistema permite a utilizacao de incertezas politopicas (DfAZ, 2018). O sistema
&(t) = —x(t — §(t)) possui atraso méximo obtido de forma analitica igual a 1,5 mas

a condicao anterior nao garante estabilidade para L > 1.

Condigoes melhoradas

As condigoes para o atraso variavel devem considerar as diferencas entre x(t — 0(t))
e z(t— L) e o funcional de Lyapunov-Krasovskii amplamente utilizado é dependente

da derivada dos estados e é dada por:

Vit (1), #(t)) = () Pa(t) + /:La:T()\)Sx()\)d)mLL /_ OL /t; T (\) Rir(\)dAdo

+ /t e T (N)Qz(N\)d. (2.45)

25



em que P> 0,9 >0,R>0e@ > 0. Com Q = 0, obtém-se uma condicao
de estabilidade dependente do atraso com variacao rapida. R = S = 0 leva ao
critério independente do atraso com variacao lenta coincidindo com a Eq. (2.32)
(FRIDMAN, 2014b).

A derivada da Eq. (2Z43]) é dada por

—V <22"(t)Pi(t) + L*a" (t) Ri(t)

L/ FTOVREN)IA + 27 (1)][S + Qla(t) (2.46)
— 2T (t - L)Sx(t— L) — (1 —d)z" (t — 6(1))Qu(t — 6(t))

Decompondo-se o terceiro termo da Eq. (2.40)

t t—5(t) t
— L/ tT (AR (\)d\ = —L/ #T (AR (N)dX — L/ #T (AR (\)dA
t—L t—L t—6(t)
(2.47)
e fazendo uso da desigualdade de Jensen definida na Eq. (2:40) nos dois termos,

resulta em:
t 1 t t
/ iT (N R2(N)d\ > — / #T(\)dAR / #(N\)dA (2.48)
t—6(t) L 5(t)
t—4(t) 1 t— 6(t t 5
/ g" (N Rz(N)d\ > — / NdAR / (2.49)
t—L L t—L

O resultado da Eq. (2.47) reescrito na forma da Eqs. (248) e (Z49) podem entao
ser aplicados na Eq. (2.46]) como segue:

%V <2z (t)Pi(t) + L*3" (t) Ri(t)
1 t t 1 t—
— —/ T (N)d\R (N)d\ — —/ d)\R/
L Ji—s) t—5(t) LJip
(2.50)

2" (1)[S + Qla(t) — 2T (t — L)Sx(t — L) — (1 — d)a™ (t — 6(1))Qu(t — 5(t)).
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Com a solugao dos termos com integral tem-se

%V <227 (t)Pa(t) + L*aT () Ri(t) — [2(t) — x(t — 5(t)]" Rl (t) — x(t — 5(t)]
— [w(t = 8(t) — a(t — L))" R[x(t — 6(t) — x(t — L)] (2.51)
+ 2T ®)[S + Qlx(t) — 2T (t — L)Sx(t — L) — (1 — d)x™ (t — 5(1))Qx(t — 4(¢))

Inserindo-se a equagao dinamica do sistema descrito pela Eq. (2.31)) na Eq. (Z51]).

%V < 227 (t) P[Ax(t) + Ayx(t — 6(t))]
+ L*[Ax(t) + Ayx(t — 5()]" R[Az(t) + Arz(t — 6(1))]
— () — x(t — ()] Rz (t) — 2(t — 5(1)] (2.52)
—[2(t = 6(t) — x(t — L))" Rlz(t — §(t) — (t — L)
+ 2T (1)[S + Qla(t) — 2T (t — L)Sx(t — L) — (1 — )™ (t — §(t))Qz(t — (1))
Com algumas manipulacdes, o segundo termo da Eq. [Z52) pode ser reescrito

CO1mo:

[LAz(t) + LA z(t — (5(t))]TRR*1R[LAx(t) + LAjz(t — 6(t))]
[LRAx(t) + LRAz(t — 6(t))]" R LRAx(t) + LRA2(t — 6(t))]

conduzindo-se ao seguinte resultado:

dy < 22T (t)PAz(t) + 22T (1) PAx(t — 6(t))

: + L?[Az(t) + Az (t — 6(t)]  R[Az(t) + Ay (t — 6(1))]
— [x(t) —a(t = ()] Rla(t) — a(t = 5(t)]
— Jw(t = 8(t) — a(t — )T Rlx(t — §(t) — x(t — L)] (2.53)
+ 2 (®)[S + Qla(t) — ' (t — L)Sx(t — L) — (1 — d)x™ (t — §(t))Qx(t — 4(t))
— T () Pn(t) + (1) [LRA 0 LRAl] R [LRA 0 LRAl] 0
sendo

n(t) = col{x(t),z(t — L), x(t — i(t))}
e considerando-se

W= [LRA 0 LRAl]
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é possivel escrever a condicao em uma forma mais compacta como sendo:

d
ZV< n’ ([ + WRWTn(t). (2.54)
Entretanto, ainda é necesséario aplicar o complemento de Schur para obter uma

condicao na forma de LMI, ou seja:

o wT

PG (2.55)

que permite escrever que 4V < —alz(t)|* para algum « > 0 se a seguinte LMI for
factivel (FRIDMAN, 2014a):

ATPLPA+S+Q—R 0 PA,+R  LATR
-S—R R 0
: <0.  (2.56)
* * —(1—-d)Q —2R LATR
* * * —R

Esta LMI é dependente do atraso e, além disto, é importante destacar que se
ela for factivel com () = 0 ou com d = 1, ela garante estabilidade assintdtica em
sistemas com atrasos de variagao répida contidos no intervalo [0, L] (FRIDMAN,
2014h). Ainda é possivel reduzir o conservadorismo das condigoes apresentadas na
LMI (2.56) usando a abordagem reciprocamente convexa apresentada em PARK
et al. (2011).

Um aspecto limitante dessas condicoes é que consideram apenas atrasos pequenos
d(t) € [0, L] enquanto em muitas aplicagbes o atraso é maior e pode variar dentro
de um intervalo §(¢) € [Lo, L1] com Ly > 0. A solugao, neste caso, de acordo com
FRIDMAN (2014b) é utilizar um funcional composto de duas partes um para o
sistema considerando atraso fixo [0, Lg] e outro que considera o efeito variavel de L
até L; semelhante a Eq. (2.45]).

As abordagens de L-K sao gerais e valem para sistemas nao lineares e variantes
no tempo. Apesar da analise de estabilidade assintética envolvendo LMI e funcionais
de L-K ser poderosa a busca por condi¢goes menos conservadoras por meio da escolha
de funcionais mais elaboradas e com mais informacoes vem acompanhada de uma
maior complexidade na descricao via LMI e consequente aumento do nimero de
variaveis de decisao [DE OLIVEIRA e SOUZA (2020). Particularizar a andlise para
sistemas lineares invariantes usando o teorema do pequeno ganho permite atender
a um grande nuimero de problemas consolidados cuja modelagem é feita por meio

da resposta em frequéncia como por exemplo os sistemas descritos por meio das
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receptancias e conversores eletronicos de poténcia.

2.2.4 Teorema do Pequeno Ganho

Nesta secao, é apresentado brevemente o teorema do pequeno ganho que permite
estudar, de forma alternativa, a estabilidade por meio da resposta em frequéncia.
Os critérios definidos por [KAO e LINCOLN (2004), que serao utilizados para obter
as condicoes de estabilidade na presenca de atraso variavel e compensacao de parte
do atraso fixo através do preditor de Artstein e PSF serao apresentados.

O estudo de sistemas dinamicos envolve a conexoes de pelo menos dois subsis-
temas. Além disyo, na maioria das vezes a descri¢ao de incertezas é feita com base
em um modelo (subsistema) nominal conectado a um subsistema que representa
a incerteza como uma perturbacao. Esta interpretacao é importante por descre-
ver de maneira formal a estabilidade entrada-saida de dois subsistemas conectados
considerando-se seus ganhos ou atenuagoes aos sinais aplicados (KHALIL, 2001)).

Nesta segao, ¢ apresentada a versao Ly do teorema do pequeno ganho (KHALIL,
2001, Capitulo 5). O objetivo desta abordagem é obter uma anélise robusta da
interconexao de dois subsistemas considerando-se o pior caso de seus respectivos
ganhos em malha fechada.

A norma Ly de um sinal w(t) é definida como:

w(®)]], = \//t:w(t)Tw(t)dt- (2.57)

Em um sistema linear estével representado por P(s) sendo Z(s) = P(s)U(s), o
ganho Ly é definido pela seguinte relacao (KHALIL, 2001, Capitulo 5):

2
01, < (supllPGell) o). (2.58)
E este ganho L, pode também ser descrito como:
sup || P(jw)l|2 = supa (P(jw)) , (2.59)
weR weR

em que 7 (P(jw)) corresponde ao méximo valor singular da matriz P(jw) (KHALIL,
2001, Capitulo 5). Este ganho Ls é também conhecido como a norma H,, de um
sistema linear invariante no tempo, ou seja, sup g o (P(jw)) = || P(jw)||so-
Considera-se a conexao em realimentagao dos dois subsistemas como mostra a
Fig.22lem que A, é um sistema desconhecido e H,,(s) é um sistema linear invariante
no tempo. Portanto, assume-se que A, e H,(s) sdo sistemas cujas relagoes entrada-

saida apresentam estabilidade e possuem os respectivos ganhos Lo dados por ya e
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wy Y1
> A, >
Yo Wa
< H, (5)

Figura 2.2: Conexao em malha fechada para anélise de estabilidade através do
Teorema do Pequeno Ganho.

vr- O sistema global representado na Fig. é estavel da entrada para saida se
Yavu < 1, que é conhecido como Teorema do Pequeno Ganho. Este resultado é
importante porque ya nao precisa ser conhecido, mas seu valor precisa ser limitado
por ya < 1/vg para garantir a estabilidade robusta da entrada para saida.

A prova é direta, pois o ganho global em malha fechada é menor que um em
qualquer frequéncia. Este teorema fornece uma interpretacao particular para muitos
resultados de robustez de sistemas dinamicos realimentados obtidos a partir da teoria
de Lyapunov. A prova detalhada pode ser encontrada em KHALIL (2001).

Critério de KAO, C.-Y., LINCOLN, B.(2004)

O critério de estabilidade baseado no teorema do pequeno ganho presente em KAO
e LINCOLN (2004) ¢ utilizado neste trabalho.

Considera-se o sistema mostrado nas Figs. 2.3al e sendo C' o controlador,
P o processo e A representa o atraso variavel e os argumentos sao omitidos para

simplificar a apresentacao. Assume-se que:

i) as raizes de 1 + P(s)C/(s) estao estritamente dentro do semiplano esquerdo ou
,para o caso discreto, as raizes de 1 + P(z)C(z) estao estritamente dentro do

ciclo unitario;

ii) ndo hé cancelamento de polo instavel com zero em malha aberta (devido a

necessidade de garantir estabilidade interna).

Considerando-se as Figs. 2.3al e 2.30] aplica-se o desacoplamento da parcela va-
riante no tempo da parcela invariante transformando o efeito do atraso variavel em
uma perturbacao aditiva resultando nas Figs. 2.4] e 2.6l Deseja-se encontrar
os ganhos 1.2 dos dois subsistemas Ar e Gy, (fungao de transferéncia de w para v
conforme indicado nas Figs. 2420 e[2.0l) para cada caso. O ganho de A presente
em [KAO e LINCOLN (2004) é apresentado a seguir.

Definindo-se os operadores A e Ar da seguinte forma:
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A(v) = v(t — (1)), (2.60)

Ap(v) = /t—&(t) v(0)do, (2.61)

sendo §(t) uma fun¢do que representa o atraso variante no tempo, 0 € [0, dpax] €
Para obtengdo da norma induzida de w(t) é necessario desenvolver o seguinte

produto:

2

w(t)? = [— /t:(t)v(e)de} : (2.62)

Através da desigualdade de Jensen é possivel escrever:

w(t)? <5(t) [ /t t U2<9)d91 | (2.63)

—5(t)

t
<brmaz / v(6)2d6. (2.64)
t

- 61\’1&){

E em seguida substitui-se o resultado anterior na Eq. (2.57)) para obter o maximo
ganho Ly de w(t) et < 0:

[e'e) t
w(®)|2, < / S / o(6)2d6dt
0 t—O0max

00 0
= 6max/ / v(t + s)*dsdt
0 J bmax
0 o)
= (5max/ / v(t + s)*dtds
—Omax 0

0 o

— S / / o(t)2dtds (2.65)
—dmax 40
0

= | l0(0) s

0

= SoallO DI, / ds

76max

= Ommae V(D[ L,

Assim, conclui-se que o ganho A é limitado por d,,.« € a condicao de estabilidade
passa a depender da topologia que resulta em G, pois pelo teorema do pequeno

ganho, se as suposicoes iniciais apresentadas no inicio da se¢ao forem atendidas a
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QD%_)_D e 4@—> P(s)

A A

L ¢ ZLZOH<}— C(z) & Sh <

(a) Sistema linear invariante no
tempo com atraso. (b) Sistema linear invariante no tempo com atraso -
Discreto/Continuo.

Figura 2.3: Malhas com atraso varidvel.

interconexao dos sistemas das Figs. 2.3al (continuo e discreto) e [2.3D) serdao estéveis

se
|G (D 22| G (D], < 1,

‘|Gwv<t)’|L2HAFHL2 <1,
||G1U’U(t)||L25maX < ]_

Assim como na maioria dos compensadores de tempo morto (DTC), a principal
vantagem desta abordagem advém da utilizagao de métodos baseados em frequéncia
na andlise de robustez. Sua interpretacdo é direta e simples (NORMEY-RICO e
CAMACHO, 2007). Em [KAO e LINCOLN (2004), sao apresentados trés teoremas
para a andlise de estabilidade robusta em malha fechada de sistemas com atraso
variavel: i) caso de tempo continuo, ii) caso de tempo discreto, e iii) caso amostrado

(misto continuo-discreto). Estes teoremas sao apresentados brevemente.

Teorema 2.2.3. Para o caso continuo, considerando que C' = C(s) e P = P(s), o

sistema mostrado na Fig. [2.3d é estdvel para qualquer atraso varidvel definido por
Aw) =v(t —0(t)) com 0 < (t) < Opaz Se€

P(jw)C(jw)
1+ P(jw)C(jw) OmazW

, Yw € [0, 00). (2.66)

Teorema 2.2.4. Para o caso discreto, considerando que C' = C(z), P = P(z)
e um periodo de amostragem h , o sistema mostrado na Fig. [2.3d € estdvel para
qualque atraso varidvel multiplo do periodo de amostragem limitado (considerando-

se um numero de intervalos de amostragem mdzimo inteiro N ) definido por A(v) =

v(k —d(k)) com 0 <6(k) < Nh se

P(e3*)C () 1
1+ P(ei)C(eiw)| ~ Nlew —1|

, Yw € [0, 7). (2.67)

Apesar de z = ¢/ com w € [0,7/h], cabe destacar que ao longo desta tese as

funcoes de tempo discreto no dominio da frequéncia utilizarao o argumento ¢’* ao
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A—1 — > P(s)

’M’

Gwv

Figura 2.4: Sistema linear invariante no tempo com atraso - Equivalente.

Ap L da i
ol |
A—1H——=>(®* Pi)
1

= |
z—1 : i
i i

= |

v E z;l C(z) :

I !

Figura 2.5: Sistema linear invariante no tempo com atraso (discreto) - Equivalente.

invés de e/“" uma vez que serd adotado w € [0, 7].

Teorema 2.2.5. Para o caso de tempo continuo e tempo discreto (CT-DT ), P =
P(s) € uma planta de tempo continuo, estritamente propria e estdvel, considerando-
se C' = C(z), tempo de amostragem h, o sistema mostrado na Fig. € estdvel
para qualquer atraso varidvel definido por A(v) = v(t — (t)) com 0 < 6(t) < Nh

para algum inteiro N se

Palias(w)c(ejw)
1+ PZOH(ejw)C’(ejw)

1

. ¥ ) 2.
Vo1 Y € 0.00) (2.68)

Neste caso, Pzon(z) € a versdo discretizada de P(s) usando um ZOH enquanto

Afp d
A—1 w _%’})» P(s)
= b
ZOH ZOH
AF A
zZ —
1 < v zoH A4 O(2)
G’LU’U

Figura 2.6: Sistema linear invariante no tempo com atraso (Amostrado) - Equiva-
lente.
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Piias(w) € uma versao aproximada de P(s) dada por:

2

Pam(@) = | 3 ’p (j(w+27rk)%> | (2.69)

k=—00

O cdlculo do ganho do subsistema Ap (Fig. [2.6) é mais complicado do que para o
caso continuo e o caso discreto devido a presenca de subsistemas continuos e discre-
tos simultaneamente, portanto, é recomenddvel utilizar o resultado de YAMAMOTO
e ARAKI (1994) para obté-lo conforme descrito em KAQO e LINCOLN (2004).

O Teorema [2.2.5] serve para encontrar um dado valor de N inteiro que limita
o maximo valor em Nh segundos para o atraso variavel maximo com garantia de
estabilidade. O corolario a seguir relaxa o valor de N possibilitando que este seja

real.

Corolario 2.2.1. Seja N um niumero real e considera-se o sistema misto CT-DT
descrito no Teorema [2.2.0. Entao o sistema de controle é estdvel para todos os
atrasos 0 < 6(t) < Nh se a sequinte desigualdade

' Palias(w)c(ejw) 1 , Yw € [O7 00]7 (270)

1+ Pyonu(el*)C(elv) ]\7|€jw —1

¢ satisfeita send N=/|[N]2—=2g|[N]+geg=N—|N]|.

Perceba que N < N e que N = N quando N é um inteiro. Com relacio ao
Teorema e Corolario [2.2.1l vale ressaltar que, conforme apontado em KAO e
LINCOLN (2004), Pajias(w) ~ P(e’*) com um perfodo de amostragem adequado
(suficientemente pequeno).

Além disso, nota-se que o Teorema apresenta um critério de estabilidade
simplificado para o problema de tempo continuo. O Teorema 2.2.4] é o equivalente
de tempo discreto, e o Teorema é aplicado ao problema CT-DT visto que
o comportamento entre os instantes de amostragem devem ser considerados. O
Corolério 2221 estende o resultado do Teorema a fim de considerar um limite
maximo para o atraso que nao seja miltiplo do periodo de amostragem. De fato, o
Teorema 2.2.4] poderia ser aplicado ao caso misto CT-DT se a estabilidade robusta
fosse verificada apenas nos instantes de amostragem (comportamento entre amostras
desconsiderado) e se for admitido que o atraso é miltiplo do periodo de amostragem.
Entretanto, este tipo de suposicao para atraso variavel é muito restritiva para a
maioria dos problemas praticos com atraso variavel.

Para ilustrar a aplicacdo do critério, considera-se o exemplo retirado de (NORMEY-
RICO e CAMACHO, 2007, Exemplo 4.1) onde é representado um sistema de controle

LA operagdo |z] denota o maior inteiro menor que z.
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Figura 2.7: Resposta ao degrau do sistema de tanque de aquecimento para diferentes
valores de atraso.

da temperatura de saida de um tanque de aquecimento que pode ser medida em di-
ferentes pontos da tubulacao. Considera-se o sistema representado pelo seguinte

modelo:

1
G(s) = m,
sujeito a uma entrada u(t — L(t)) com 0 < L(t) < dmar € controlador PI C(s) =
Kc(1+ﬁ), com K,=25eT;,=1,5.

Embora o sistema seja estavel para alguns valores de § entre 1 e 0,4, = 0,6
a garantia de estabilidade s6 obtida para valores menores que 9,,,, para atender
o critério apresentado no Teorema 2.2.3. A Fig. 2.7 apresenta diversas curvas de
resposta ao degrau do sistema para diferentes valores de atraso. Nota-se que, ao
desrespeitar a condi¢ao de estabilidade robusta (0 = 1) o sistema entra na regiao
instavel. Além disso, este exemplo ilustra a degradagao no desempenho causada
pelo atraso.

O desenvolvimento dos critérios de estabilidade por meio da analise frequencial
traz vantagens em problemas que ja sao naturalmente identificados por meio da
resposta em frequéncia como por exemplo os sistemas vibracionais baseados em re-
ceptancias de segunda ordem. A abordagem frequencial também é bastante utilizada
no controle linear de conversores eletronicos de poténcia chaveados. Além disso, por
mais que o modelo nao esteja disponivel é possivel arbitrar uma faixa de seguranca
estavel por meio da andlise via resposta em frequéncia

Deve-se destacar que a condicao de estabilidade robusta com atraso é necessari-
amente mais conservadora do que a margem de atraso obtida com um atraso fixo,

pois o atraso variavel induz um comportamento dinamico arbitrario para o atraso.
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Ou seja, o atraso variavel pode modificar o sinal de controle efetivo de forma ar-
bitraria dentro do universo de valores definidos pelo intervalo maximo do atraso
variavel. Este comportamento é particularmente visivel em redes de computadores
cujo sinal de controle pode ser roteado em caminhos diversos, invertendo-se a ordem
de entrega ou até descartando-se pacotes.

No presente trabalho sao propostos critérios que permitem avaliar o papel de
preditores e dos erros de modelagem no maximo atraso variavel por meio da gene-
ralizacao do critério de KAO e LINCOLN (2004).
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Capitulo 3

Estratégias de compensacao do

atraso

Os sistemas com atraso atrairam o interesse de pesquisadores de sistemas de controle
nas ultimas décadas e diversas contribuicoes de impacto foram alcancadas, de modo
que o_inicio do século 21 pode ser caracterizado como “time-delay boom” (FRID-
MAN, 2014b). Neste capitulo, sao discutidas estratégias para minimizar os efeitos
negativos do atraso com o uso dos preditores de Smith e Artstein no contexto de

atraso fixo.

3.1 Sistemas com atraso

A abordagem para compensagao de atraso baseada na utilizagao do modelo (controle
preditivo) desponta com resultados relevantes, fazendo deste, um dos focos principais
deste trabalho. As estruturas dos preditores compensam o tempo morto de maneira
que o controlador possa ser sintonizado considerando-se o sistema livre de atraso.
A equacao de sintese do controlador pressupoe a necessidade de se obter um
controlador a partir de uma resposta em malha fechada desejada para um dado
sistema. Em algumas estratégias de sintese direta, a exemplo da técnica de Dahlin
(NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2007), a relacao referéncia saida é dada por:

Vi) CEG
R(s) 14C(s)G(s)’

ao reescrever para obter a féormula de sintese do controlador resulta em:

Gd(S) =

1 Gd(S)
G(s)1—Gy(s)

Vale destacar que se trata de uma técnica limitada e que s6 funciona em ca-

C(s) =

sos especificos (nao vale para sistemas instaveis em malha aberta) pois envolve o
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cancelamento de polos e zeros. A titulo de exemplo considera-se:

1
T.s+ 1

garantindo o ajuste da sintonia a partir de 7. (CORRIPIO e SMITH, 1997). Porém,

os sistemas com atraso necessitam que a resposta de malha fechada possua um termo

Gd<8) =

referente ao atraso, ou seja,

e—Ls

7.5+ 1

Gd<8) =

que, ao ser substituido na férmula de sintese, resulta no seguinte controlador:

—Ls

C(g)_TS—l-l el Ts+1 e ls
Kels1 _f;is1 Ke lsts+1—els
s+1 1
O(s) = -

K 71.5+1—e1Ls

Ls inviabiliza a implementacao

O termo transcendental referente ao atraso e~
analogica desse controlador, contudo, a sua implementacao discreta é possivel através
de sistemas computacionais. Os controladores capazes de implementar este termo
sao conhecidos como compensadores de tempo morto ou preditores (CORRIPIO e
SMITH, 11997).

De forma geral, o sistema de controle com preditor possui um estagio de predicao
que utiliza o0 modelo do processo para estimar o comportamento futuro do sistema.
E a saida do preditor é combinada com a saida real da planta, para entao, calcular
a agao de controle (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; PALMOR| [1996).

A estrutura cldssica para sistemas de controle realimentados com atraso da

Fig. Bl permite extrair as seguintes fungoes de transferéncia:

Figura 3.1: Sistema de controle com atraso.
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A presenca do atraso reduz a margem de fase do sistema e consequentemente
a possibilidade de um desempenho melhor. Lembrando que nao é suficiente que
o sistema seja apenas estavel, é importante que apresente margens de estabilidade
consistentes. As margens de ganho e de fase sao indicadores classicos de robustez.
Particularmente, a margem de fase tem efeito no desempenho transitério de sistemas.
Tipicamente é recomendavel adotar, para grande parte dos sistemas industriais,
margem de fase > 45° e margem de ganho > 2 dB (CORRIPIO e SMITH, 1997).

Para ilustrar o efeito do atraso na estabilidade, o exemplo 2.8 estudado em
NORMEY-RICO e CAMACHQO (2007) é revisitado. Trata-se de um sistema de
aquecimento de tanque abastecido por uma longa tubulacao. Este sistema pode ser

modelado pela seguinte equacao:

1
P — —Ls
&)= i n0ms1D°

e controlado por um PI dado por:
C(s) = kLD
sT;

Considerando-se que o sistema nao possui atraso, propoe-se k. = 1eT; = 1,2
resultando em uma margem de fase M F' = 70° e uma frequéncia de cruzamento de
ganho w., = 0,7 rad/s. Entretanto, a partir do momento que o sistema apresenta
um atraso L = 1,5 esta margem de fase cai para MF = 5° resultando em um
coeficiente de amortecimento ruim. Tal efeito pode ser percebido na Fig. [3.2], pois
apresenta o comportamento do sistema para diferentes valores de atraso conside-
rando o controlador PI com dois valores de k..

Para alcancar um desempenho em malha fechada adequado reduziu-se o valor de
k. até alcancar margem de fase de 60°. Essa reducao do ganho provocou uma redugao
na frequéncia de cruzamento do ganho para w, = 0,25 rad/s e, consequentemente,
tornou a resposta significativamente mais lenta.

O efeito no dominio do tempo, para este exemplo, estd ilustrado na Fig. B.3]
demonstrando uma reducao no amortecimento da resposta com aproximacao da
regiao instavel. Além disso, observa-se que a andlise frequencial guarda uma corres-
pondéncia com a resposta temporal.

Em sistemas com atraso é til definir a margem de atraso como o méximo valor
de atraso admissivel em um sistema para que ele nao instabilize. Considerando-se
que o diagrama de Nyquist de um sistema possui margens de fase ¢; associada a

frequéncias w; correspondentes para diferentes valores de atraso, define-se a margem

D,, = min {@] .

7 Wi

de atraso como:
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Do ponto de vista tedrico é insuficiente considerar apenas as margens de estabilidade
de ganho e fase pois dependendo da constante de tempo alguns sistemas podem se
instabilizar com margem de ganho e fase suficientemente adequadas quando sub-
metidos a um valor de atraso pequeno (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007). O
exemplo seguinte discutido em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007) ilustra este

problema. Considera-se a seguinte funcao de transferéncia com n=1,2:

K,
P,(s) = ——.
)= S+
Deseja-se obter na frequéncia w,, = 1/7,, uma margem de fase 45°(7/4) e margem
de ganho oo através da sintonia do K,,. O ganho adequado é obtido como segue
. | K, K, K,
| P (jon)| = — : = —— = =1.
T Tt Tl Sl ] 2

Este ganho é definido por:

K, = wn\/g.

Partindo da suposicao de que se trata de dois sistemas com indice n = 1,2.
Sabe-se que ambos possuem as mesmas margens de fase e ganho. Adicionalmente
supoe-se que ha um atraso nestes sistemas que nao foi considerado. Aplicando-se a

definicao de margem de atraso chega-se ao seguinte resultado:

s
Analisando-se esta margem de atraso percebe-se que os sistemas com constante
de tempo pequenas (ou larguras de banda altas) estao muito mais vulneraveis ao

efeito do atraso mesmo possuindo uma margem de atraso razoavel.

3.2 Preditor de Smith

Para aplicagao de controladores PID em sistemas com atraso a literatura disponi-
biliza regras de sintonia (Ziegler-Nichols, Cohen-Coon, IAE, ITAE, IMC, S-IMC)
para diversos casos e apresenta suas respectivas limitagoes principalmente para sis-
temas com atraso dominante. Ainda assim, é possivel alcancar uma resposta de
malha fechada satisfatoria se o atraso for o dobro da constante de tempo do pro-
cesso (L = 213) com a sintonia do PID obtida adequadamente (NORMEY-RICO e
CAMACHO, 2007).

O preditor de Smith representado na Fig. [3.4D] foi apresentado inicialmente na
década de 1950 (SMITH, [1957). E composto do controlador primério C(s) e da

estrutura de predicao que inclui o modelo nominal da planta. Sistemas com atraso
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do tipo SISO (Single-Input Single-Output) sao representados por P(s) = G(s)e %,
e o modelo nominal é descrito por Py,(s) = G, (s)e™t"* como consequéncia.
G, (s) é conhecido como modelo do sistema sem atraso (ou modelo rapido). O

Lns Qe for considerada a auséncia de erros

atraso nominal é representado por e~
de modelagem e de perturbagao, o erro (e,(s)) entre a saida e o modelo da planta
sera nulo. Desta forma, na condicao nominal, a equacao caracteristica que descreve
o denominador da funcdo de transferéncia de malha fechada Y'(s)/R(s) nao serd
afetada pelo atraso, fazendo com que o uso do preditor se aproxime da solugao
ideal.

Uma das grandes vantagens desta formulacao é permitir que a sintonia do contro-
lador seja feita utilizando o modelo sem atraso, pois ele elimina o atraso da equagao
caracteristica. Este é considerado o primeiro CTM e é muito utilizado para melhorar
o desempenho de controladores classicos PI e PID. A simplicidade e facilidade de
sintonia fizeram com que o preditor de Smith e suas derivacoes estejam presentes
em grande parte dos sistemas de controle industriais no que se refere a problemas
com atraso (DA SILVA et all, 2020; NORMEY-RICO e CAMACHQ, 2007, 2008).

A funcao de transferéncia do PS da entrada para saida (Y (s)/R(s)) é dada por:

Y COPR)
R(s) 1+ C(s)Gu(s)

(3.1)

v C(s)P,(s)
_ 1+ C()(Gals) — Pals))
= P,(s) { 14+ C(s)Gn(s) 1 |

(3.2)

Nesta estrutura, os polos de malha aberta estao presentes na resposta a per-
turbacao (H,(s)) em malha fechada, o que pode ser observado na Eq. ([B.2)) por
conta da presenca de P,(s) fora do colchetes. Devido a essa caracteristica, o com-
portamento da rejeicao de perturbacao tera que lidar com os efeitos dos polos de
malha aberta, implicando em uma resposta a pertubagao em malha fechada que nao
pode ser mais rapida que a de malha aberta.

Infelizmente, sintonizar C'(s) para definir a dindmica da rejeigao de perturbagao
nao garante liberdade para obter uma resposta a referéncia desejada. Isto nao é
um problema exclusivo do PS, pois trata-se de um problema tipico de sistemas com
apenas um grau de liberdade. Definir C(s) para uma rapida rejeicao de perturbacao
implica em uma resposta a referéncia comprometida pela presenca de zeros em H,.(s).
Um filtro de referéncia F(s) (de modo a adicionar mais um grau de liberdade ao

CTM) pode ser utilizado para atenuar o efeito desses zeros pois eles nao aparecem
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Figura 3.4: Preditor de Smith.

em H,(s) (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008).

O preditor de Smith possui as seguintes propriedades fundamentais:

i) Compensacgao do atraso - O atraso nao aparece na equagao caracteristica de

malha fechada 1 + C(s)G(s) = 0. Desta forma nao hé interferéncia na margem
de fase;

ii) Predigao - Analisando-se as Figs. B.4al e B.4D percebe-se que y,(t) ¢ uma
estimativa de y(t + L);

Figura 3.5: Preditor de Smith - Estrutura Equivalente.
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iii) Compensagao dinamica ideal - considerando-se que o controlador ideal seja

C(s)
14 C(s)Gn(s)

= Gn(s)_la

verifica-se que a saida é dada por

resultando-se em uma resposta a perturbacao com um atraso de 2L. Esta
propriedade é 1til para estabelecer um limite tedrico de desempenho mesmo

adotando um preditor e um controlador ideais.

Como apresentado anteriormente, observa-se que a Eq. ([BJ) nao tem o efeito
do atraso na equagao caracteristica. Entretanto, na Eq. (B:2]), nota-se que os polos
instaveis de P,(s) (caso existam) ndo podem ser removidos de H,(s), de maneira que
a formulagao original do PS nao pode ser usada para controle de plantas instaveis
pois esta caracteristica faz com que o sistema seja internamente instavel, por con-
sequéncia da lei de controle que estabelece uma estratégia por cancelamento.

Por outro lado, se o polo estiver na origem (sistema integrador), ou seja, P,(s)
tiver um polo em zero, significa que o termo P,(s)[1 — e~ %»*] nao o terd, uma vez
que [1 — e~L"%] é zero para s = 0, o que cancelaria o polo de P,(s). A conclusao
é que os polos instaveis ndo podem ser removidos de H,(s) mas o polo integrador
s = 0 pode ser retirado. Apesar de permitir o controle de plantas integradoras, este
cancelamento ird impor dificuldades na rejeicao de perturbacao.

Para compreender a limitacao do PS para rejeitar perturbagoes em relacao a
plantas integradoras é necesséario analisar a estrutura equivalente obtida da Fig. [3.4h]

e representada pela Fig. que apresenta um controlador equivalente dado por:

_ C(s)
1+ C(s)(Gn(s) — Pa(s))

O problema existe porque mesmo que C(s) possua uma acao integral, esta é

Ceq(s)

incapaz de rejeitar perturbages constantes, pois o controlador equivalente Cp,(s)
nao possui esta acao integral.

Apesar de poder ser aplicado em muitas situagoes reais, as desvantagens da
formulagao original do preditor de Smith limitam sua aplicagao mais ampla servindo

de estimulo a modificacoes em sua estrutura que visam basicamente (NORMEY-

RICO e CAMACHO, 2007):
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Yp (y)

Figura 3.6: Preditor de Smith Filtrado.

a) melhorar o desempenho regulatério na presenca de perturbagoes;
b) utiliza-lo no controle de plantas instaveis;

¢) melhorar seu desempenho robusto;

d) facilitar a sintonia em estruturas com dois graus de liberdade.

Muitas dessas estruturas propostas sao complexas ou sao voltadas para casos
mais particulares como FOPDT - First order plus deadtime (primeira ordem mais
atraso) ou SOPDT - Second order plus deadtime (segunda ordem mais atraso) ou
plantas integradoras ou plantas instaveis.

A modificagao no PS proposta na secao seguinte permite minimizar os efeitos dos
erros de modelagem e controlar plantas instdveis/integradoras (em malha aberta)

desde que utilize a abordagem discreta unificada.

3.3 Preditor de Smith filtrado

Uma das modificagdes propostas em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007) estd
representada na Fig. contando com a presenca de dois elementos adicionais: um
filtro de robustez F,.(s) e um filtro de referéncia F(s). Este é conhecido como PSF
- Preditor de Smith Filtrado. Esta versao do PS é discutida em maiores detalhes
nesta secao pois tera papel fundamental no desenvolvimento dos resultados deste
trabalho.

E na presenca de incertezas de modelagem que o filtro de robustez (F,(s)) se
faz importante, pois age para atenuar os efeitos do erro de predi¢ao, melhorando
o desempenho global. Esta robustez alcancada via F,.(s) é benéfica ao sistema,
porém pode tornar a resposta mais lenta, cabendo ao projetista buscar a melhor
relagdo de compromisso entre robustez e desempenho através da sintonia do F.(s)
(NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009, 2008). O filtro de referéncia F'(s) é utilizado

para conferir mais um grau de liberdade ao PSF para melhorar o desempenho servo.
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No caso continuo, a eliminacdo dos polos indesejaveis de H,(s) pode nao ser
efetiva, de modo que a aplicacao do PSF somente é possivel em uma estrutura de
controle discreta que sera apresentada adiante. Portanto, a estrutura representada
na Fig. s6 pode ser utilizada para plantas estaveis (NORMEY-RICO et all,
2012a). No caso discreto, o controle de plantas instaveis é possivel desde que o o
filtro de robustez seja sintonizado de maneira a eliminar o polo instavel na funcao
de transferéncia da perturbacao para a saida. Neste caso, o controlador deve ser
projetado para atender as especificacoes do seguimento de referéncia.

Além das propriedades intrinsecas do PS que ja foram mencionadas, duas pro-

priedades importantes do PSF merecem destaque:

i) a relagdo de compromisso entre robustez e desempenho na rejeigdo de per-
turbagao pode ser definida pelo filtro F.(s) sem afetar a resposta nominal de

seguimento de referéncia;

ii) este filtro pode ser aplicado para garantir a estabilidade interna de plantas

integradoras ou instaveis na presenca de atraso, quando adotada a formulagao
discreta (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009).

A estrutura de andalise do PSF é apresentada na Fig. B.6l, sua versao amostrada
esta representada na Fig. [3.7al e a estrutura de implementacao pratica é exibida na
Fig B.7hl A versao amostrada exibida na Fig. [B.7al possui elementos similares ao
caso continuo e a interconexao entre a parte continua e discreta é feita através de
um ZOH.

Com base na estrutura de andlise de tempo discreto da Fig. B.7al as seguintes

relacoes sao validas no caso nominal (P(z) = P,(2)):

Y(z) C(2)Pu(2)

e P eme.m (3:3)
Ol o] e
Y(z) . s C(z)P.(2)

O A T PN (8:5)

em que P, (z) = P(z) e N(z) é a transformada Z de n(t). Assim como no caso
continuo, o filtro de robustez modifica a resposta de rejeicao de perturbagao, mas nao
afeta a resposta nominal a referéncia. Esta propriedade é interessante e pode ser uti-
lizada para lidar com atrasos variaveis discretos conforme verificado em NORMEY-
RICO et al. (2012D).

Como na pratica apenas os CTMs de tempo discretos sao utilizados, a estrutura
unificada proposta em INORMEY-RICO e CAMACHO (2009) e representada na

Fig. 3.7l é recomendada pois é necessaria no controle de plantas instéveis.
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A estrutura de implementagao discreta unificada é utilizada para garantir a
estabilidade interna caso o sistema seja integrador ou instavel em malha aberta.
Esta estabilidade interna é obtida se o filtro de robustez garantir que S(z) =
[1— 27 F.(2)]Gn(2) seja um filtro estdvel (NORMEY-RICO e CAMACHQO, 2009).
Em resumo, F,(z) deve ser definido de modo que os polos instaveis de G, (z) sejam
eliminados de S(z).

Considerando-se que:

6= iy = By
S(z) pode ser escrita como
5(:) = Al (D) = N2
5(2) = ol D) M)

O projeto de N,.(z) é feito para garantir

[Dp(2) — Nu(2)27%] =0, Vz*:D,(z") =0,|z%] > 1,

sendo z* utilizado para representar polos de malha aberta localizados fora do circulo
unitario.

O cancelamento de polos com zeros ¢é resolvido através da divisao de polindmios
[D,(2) — N.(2)z=%] e D,(z). Além disto, para rejeitar perturbacao em degrau é
necessario que o quociente tenha uma raiz em z = 1, ja para rejeitar perturbacao em
rampa ¢ necessario que tenha duas raizes em z = 1 (NORMEY-RICO e CAMACHO,
2009).

3.3.1 Analise de Robustez

A presenca de incertezas de modelagem faz com que o erro de predi¢ao decorrente
de incerteza de atraso seja realimentado para o controlador de forma periédica. E a
acao de controle para uma mudanca de referéncia aplicada em ¢t = ¢ resultarda em um
erro nulo até t = tg + x sendo x = min(L,, L). Este sinal de erro serd realimentado
e seu efeito somente sera percebido apds x segundos. Apesar da necessidade de
realimentacao deste erro atrasado para garantir a rejeicao de perturbacao ele pode
causar instabilidade em malha fechada.

Importante notar que o erro de modelagem do atraso pode ser assumido como
uma perturbagao periddica com periodo aproximadamente igual a x = min(L,, L).

A filtragem deste erro fornece uma forma de ampliar a faixa de atraso fixo toleravel
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Figura 3.7: Preditor de Smith Filtrado Discreto - Forma Unificada.
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pelo sistema (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009).

Para iniciar a analise de robustez é necessario compreender que a funcao que
descreve o processo contém incertezas. Uma ferramenta poderosa e elegante de se
verificar os efeitos dessas incertezas é o diagrama de Nyquist. De modo que P(s)

pertence a uma familia de fungoes descritas como segue:
P(s) = Pu(s) + Au(s) = Pu(s)(1 4+ Ap(s)).
As seguintes suposigoes sao assumidas:

i) Todas as plantas possuem o mesmo nimero de polos no semi plano direito;

ii) Ap(s) e A,(s) definem o limitante de incerteza multiplicativa e aditiva, res-

pectivamente.

Sabe-se que o controlador C(s) estabiliza P,(s) de modo que a curva (nominal)
C(jw)P,(jw) nao envolve o circulo unitario no diagrama de Nyquist, desta forma
a distancia da curva de C'(jw)P,(jw) para o ponto —1 estabelece uma margem de
robustez. Assumindo que A,(jw) também é conhecido, uma curva semelhante (real)
pode ser obtida para C(jw)(P,(jw) + Ay(jw)) conforme Fig. B8 A distancia entre
a curva nominal e a curva real representada pelo segmento AB é obtida conforme a

seguir:
|Cjw)(Fa(jw) + Aq(jw)) = C(jw) P(jw)| = [C(jw)Ag(jw))]-

Além disto sabe-se que para cada frequéncia a distancia entre a curva nominal e o

ponto -1 é dada por:

(=1 = Cw)(Pu(jw))| = [(1+ C(jw) P(w))l;

de modo que a seguinte condi¢ao pode ser escrita

[CGw)Aa(jw))] < [(1 + C(jw) Pu(jw))l,  Yw > 0.

definindo-se assim, o maior valor de incerteza (maior distancia A,(jw) entre a

curva real e nominal) que garante a estabilidade robusta como sendo

(1 + Cw)Pu(5w))|

A < g, v >
ou também (1 + Cw)Pie)
. jw) P, (jw
|Ap(jw))| < CUoP ) Vw > 0.
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Figura 3.8: Diagrama de Nyquist - C(jw)P,(jw) (linha cheia), C(jw)(P,(jw) +
A,(jw)) (linha tracejada) e C(jw)A,(jw) (segmento cinza - A e B sao pontos de
mesma frequéncia) (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007).

Lembrando-se que isso precisa ser respeitado para toda a familia de curvas

possiveis, ou seja,

(1 + C(jw)Pu(jw))|

[Aq(jw))| < COw)| Y > 0. (3.6)
Al (1 + C(jw) Pu(jw))|
|Ap(jw))] < COP o) Yw > 0. (3.7)

Neste caso, o filtro de robustez F,(s) com ganho estético unitario, passa-baixas,
é uma solucao simples, pois pode atenuar as oscilacoes naquelas frequéncias onde a
incerteza é mais significativa e ainda atenuar ruidos causados pela medicao.

Adota-se dPps(w) e dPpsp(w), respectivamente, como sendo os indices de ro-
bustez do PS e do PSF. A condicao de estabilidade robusta para o PS é dada por:

o _ 1+ C3w)Ga(jw)|
Ap(w) < dPpg(w) = |IC(jw)Gn(jw)|

Para a nova estrutura, considerando-se o PSF, a condicao se torna:

Yw > 0. (3.8)

o _ 1+ C(w)Ga(jw)]
Ap(w) < dPpsp(w) = |C(jw)Gr(jw)F,(jw)|’

Comparando-se as Egs.([3.8) e ([8:9), nota-se que:

Vw > 0, (3.9)

dPpgs(w)

dPpsp(w) = TF.Gw)|
de tal maneira que F).(jw), sendo passa-baixas e com ganho estético unitdrio, pode
atenuar o indice de robustez em frequéncias especificas. De forma alternativa a
Eq. (B9) pode ser reescrita para mostrar de forma explicita o papel do F,.(s) em

termos de robustez da seguinte forma:
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Figura 3.9: Incerteza no valor do atraso L = 15 e L,, = 10: Comparacao entre PS e
PSF na capacidade de atenuar o efeito da incerteza.

. 1 14 C(jw)G,(jw)| Ol
|Fr(]w)|<A—P(w) COC U] = Q(w). (3.10)

Neste caso, F,(w) pode ser sintonizado considerando Q(w) como uma fronteira
de robustez.

O exemplo a seguir, adaptado de NORMEY-RICO e CAMACHO (2007), de-
monstra o processo de analise de robustez comparando o indice de robustez do PS e
PSF. Considera-se a planta com erro de estimacao do atraso, na constante de tempo

e no ganho estatico:

P(s) 1 1%, P (s) = 0,9091 105
s+ 0,833 oo s+ 0,9091 '

com controlador PI com K, =1eT; =1,1.

1
sTf+1

Para ilustrar o ganho de robustez, considera-se o filtro F,.(s) = sendo

Ty =0,5L,.

Na Fig. B9, nota-se que para uma determinada faixa de frequéncia Ap(w) >
dPps(w), de modo que a condigao de estabilidade da Eq. (B:8) nao é atendida nessa
faixa, enquanto que Ap(w) < dPpgr(w) para todas as frequéncias, mantendo a
estabilidade robusta. Pode ser verificado em NORMEY-RICO e CAMACHO (2008)
que incertezas de modelagem no atraso contribuem mais para conduzir sistemas
com atraso dominante para instabilidade do que outros parametros da planta como
constante de tempo e ganho estatico.

Em controle de processos, é comum usar filtros passa-baixas com apenas um
parametro de sintonia para ajustar o controlador para atender aos requisitos de
malha fechada como robustez, sensibilidade a ruido entre outros (SANTOS et al.,
2010).

Os estudos de caso descritos nas Secoes [[INT 2T 3[4 e [[7 apresentam os be-
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neficios da utilizagado do F). na recuperacao da estabilidade robusta. A analise con-
templa sistemas lineares invariantes no tempo incertos. Neste trabalho, sera avaliado

o papel do filtro de robustez na presenca de atraso variavel e incertezas de modelo.

3.4 Preditor de Artstein

O preditor de Artstein permite ampliar a capacidade de compensacao de atraso do
preditor de Smith para sistemas MIMO e instaveis em malha aberta. Este é baseado
na alocacao de espectro finito (FSA) (MANITIUS e OLBROT, 1979) e no método
de reducao de Artstein (ARTSTEIN, 1982). Sua topologia permite o controle de
plantas instaveis sem qualquer modificacao na estrutura de predicao. Apresenta
as vantagens da representacao em espaco de estados em contraponto a descrigao
entrada-saida do PS.

Diversas propostas tém sido apresentadas para melhorar o desempenho do pre-
ditor de Artstein nos tltimos anos em razao de sua facilidade em lidar com plantas
instaveis (FRANKLIN e SANTOS, 2018; [LECHAPPE et all, 2015; SANTOS et al,
2018b; [SANTOS, 2016; ISANZ et all, 2016). Para simplificar o problema, considera-
se apenas atraso na entrada e auséncia de atraso nos estados. Além disso, este
trabalho ird considerar que os estados estao acessiveis.

Considera-se o sistema continuo no tempo e com atraso L(t) = L + 6(¢) na

entrada:

=
—~

~+
~—

Il

Ax(t) + Bu(t — L(¢)) + d(t), (3.11)

sendo d(t) uma perturbagao.

Premissa 3.4.1. A e B sao matrizes constantes e conhecidas e o par (A,B) é

controldavel.
Premissa 3.4.2. L(t) > 0 é limitado.

Premissa 3.4.3. O sistema serd estabilizado através de um ganho/matriz de reali-

mentacao de estados K.

Neste problema, z(t) € R™ representa o vetor de estados, u(t) € R? o vetor
do sinal de controle e d(t) uma perturbagdo. Para fins de discussdo, assume-se
inicialmente que §(t) = 0 tal que L(t) = L.

O vetor de estados predito do sistema dado pela Eq. (B11]) em relagao ao instante

t + L obtido no instante ¢, também conhecido como ,(t) é dado por:
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z,(t) = ea(t) + /t i ANBu(N) +dA+ L)]d\, ¥V t>0. (3.13)

Cabe notar que z,(t) = x(t + L). No entanto, ndo se conhece o valor de d(t + L)
no instante ¢, o que inviabiliza o calculo do valor exato de x,(t) no instante corrente
(t). Uma possibilidade é eliminar a perturbagao da equagao de predi¢ao obtendo-se

uma predigao aproximada:

. t
z5(t) = e*la(t) +/ ANBu(NdN V> 0. (3.14)
t—

A transformagao de Artstein (ARTSTEIN, [1982) permite obter um sistema livre
de atraso a partir do sistema com atraso na entrada.

A equacao de estado livre de atraso usando a reducao de Artstein (ARTSTEIN,
1982; LECHAPPE et all, 2015; SANTOS, 2016) pode entao ser escrita como:

ip(t) = Azy + Bu(t) + e d(t), (3.15)

sendo esta tltima recomendada para andlise de rejeicao de perturbagao ( LECHAPPE
et al.,2015). Na hipdtese de auséncia de perturbacao (d(t) = 0), estabilizar x,; equi-
vale a estabilizar x(t). Entretanto, em sistemas com perturbagao, isto nao serd mais
verdade. Percebe-se que na sua formulagao original o preditor de Artstein nao teve
como interesse atenuar ou rejeitar perturbagoes. Em LECHAPPE et al. (2015), um
novo esquema de predicao foi proposto para atenuar o efeito de perturbacoes des-
conhecidas. Apesar de nao poder prever as perturbacoes desconhecidas de maneira
exata ele se mostra efetivo na eliminacao de perturbacoes constantes em regime per-
manente e ainda ¢é capaz de atenuar o efeito de outros tipos de distirbios (SANTOS,
2016).

Recentemente, uma generalizacao para compensacao de perturbacoes constantes
foi proposta em SANTOS (2016) para sistemas com atraso e perturbagoes des-
conhecidas e que também pode ser utilizada para rejeitar perturbacoes senoidais
com erro nulo. Para o caso de perturbacoes suficientemente lentas, SANZ et al.
(2016) apresentam uma proposta de predigao utilizando estimativas e derivadas da
perturbagdo. Em [SANTOS e FRANKLIN (2018b), é proposta uma estrutura de
controle feedforward generalizada de duas camadas para atenuar o efeito de per-
turbagoes casadas e nao casadas. A equivaléncia entre os preditores de Artstein e
PSF foi evidenciada em TORRICO et al. (2019) e serd rediscutida nas Segdes [(5.6.1]
eb.6.2
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Capitulo 4

Controle de sistemas com atraso

variavel baseado em preditores

Como alguns sistemas estao sujeitos a atrasos que variam no tempo, seu efeito,
por muitas vezes, pode causar uma dinamica significativamente diferente daquela
para o caso considerando-se atraso constante. Esta variacao no tempo impossibilita
a andlise utilizando a nocao de polos e autovalores fazendo com que as solugoes
envolvendo funcionais de L-K, L-R e solucao de LMIs sejam consideradas. Algumas
aplicacoes apresentam atraso variavel como comportamento caracteristico do sistema
(SEGUY et al), 2010) enquanto em outras é consequéncia da comunicagao em rede
(SANTOS et al), 2018b; YU et all, 2015; ZHANG et all, 2005). Poucos trabalhos
combinam o uso de preditores com atraso variavel. Aproveitar o uso de preditores
para compensar parte do atraso incerto pode estender a faixa admissivel do atraso
(GONZALEZ et all,12011). Neste capitulo, sdo desenvolvidos critérios para garantia
de estabilidade baseados no teorema do pequeno ganho com a utilizacao do PSF e

preditor de Artstein na presenca de atraso varidvel.

4.1 Atraso variavel com compensador de tempo

morto

Em [FRANKLIN e SANTOS (2018, 12020¢), foram usados preditores para compensar
parte do atraso e nas Sec¢oes .11l e [4.1.4] sao apresentados critérios de estabilidade
simplificados considerando o preditor de Artstein e PSF. Utilizando-se raciocinio
semelhante, verifica-se na Segao [[3] e em [FRANKLIN et all (2020) que os sistemas
em cascata com atraso podem se beneficiar do PSF na presenca de atraso variavel.
EmINORMEY-RICO et all (2012a), o PSF é utilizado na presenga de atraso variavel
para o caso discreto e a garantia de estabilidade é obtida considerando-se intervalos

discretos de variacao do atraso. A estabilidade é baseada no teorema do pequeno
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Figura 4.1: PSF com atraso variavel.

ganho escalado mas apenas o problema com atrasos multiplos do periodo de amostra-
gem foram considerados. Outra abordagem decorre da estimacgao online do atraso
variavel para ajustar o preditor (HERRERA e IBEAS, 2012; LECHAPPE et al.,
2016; ILIU et al., 2017).

4.1.1 PSF com atraso variavel

Os resultados de estabilidade robusta simplificada sao aplicados no contexto do
preditor de Smith filtrado. O objetivo inicial é analisar o efeito do filtro de robustez
na presenca de atraso variavel utilizando-se a interpretagao de pequeno ganho.
Neste trabalho, é verificado que F.(s) ou F,.(z) podem ser usados diretamente
para forgar estabilidade robusta na presenca de atraso varidvel por considerar o
critério de estabilidade simplificado baseado na resposta em frequéncia. Assume-se
que o atraso é limitado, mas nao ha restricao quanto ao tipo de variacao do atraso.
Assim, diferentemente de NORMEY-RICO et al! (2012h), o atraso varidvel nao
precisa ser multiplo do periodo de amostragem. Além disso, uma familia de regras

de projeto é obtida como consequéncia do critério de estabilidade proposto.

Caso de tempo continuo

Para obter a condicao de estabilidade do caso continuo, adota-se a configuragao
ilustrada pela Fig. d.1] que servird para obter a estrutura equivalente para aplicacao
do teorema do pequeno ganho. Através do desacoplamento obtém-se a figura 4.2l na

qual deseja-se encontrar a func¢ao de transferéncia de w(t) para v(t) dada por:

_ sF.(s)P(s)C(s)
1+ Go(s)C(s) + Fo(s)[P(s)C(s) — Po(s)C(s)]’

Hy(5) (4.1)

Assim, a partir da Eq. [l define-se o indice ||Hyy(jw)||eo = © que é o ganho Lo

maximo para este caso SISO, que pode ser escrito como:

P jwFy () Pj)C (jw)

weloo) | 1+ G (jw)C(jw) + Fr(jw)[P(jw) — Pu(jw)]C(jw)] | (4.2)
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v(t) w(t)
' gt
), F(s) o4 0(s) ot oo P(5) ()
y(t+ Lys) i(t)
G(s) e~ Lns __D@é
Yp(t) Fo(s q_ep(t)
va(s) + r( )

Figura 4.2: Estrutura equivalente do PSF com atraso varidvel para aplicar o Teorema
do Pequeno Ganho.

Entao, o critério de estabilidade com atraso variavel limitado pode ser definido

COomo segue:

‘ ' Jwk (jw) P(jw)C(jw)
1+ Gp(jw)C(jw) + Fr(jw)(P(jw) — Fu(jw))C(jw)

<

'oo 6ma:c

, (4.3)

ou de forma alternativa

c L vwelo,00). (44)

6mam

‘ wh (jw) P(jw)C(jw)
14 Gp(jw)C(jw) + F(jw)(P(jw) — Pa(jw))C(jw)

Se hé interesse pela andlise nominal (P(s) = P,(s)), a condigao é dada por

Womaz Fr (Jw) Gy (jw) C (jw)
<1, ¥ 0 4.5
s weltee) )
uma vez que |G,(jw)| = |P.(jw)|. Este resultado é ttil no contexto do preditor

de Smith filtrado pois F,.(s) pode ser aplicado diretamente para mitigar o pior caso
do efeito do atraso varidavel dado por wd,,.,. Por exemplo, um filtro de robustez
bi-préprio devido ao ganho imposto sF,(s) nas altas frequéncias.

Caso de tempo discreto

O caso discreto é anédlogo ao problema do caso continuo com A(v(k)) = v(k —0(k)).
Considerando-se passos similares, foi mostrado em KAO e LINCOLN (2004) que o

ganho maximo da incerteza variante no tempo pode ser limitado por:

lwllz, < N*[lvl[Z,, (4.6)
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sendo [|w|[}, = Y2, w(k)? e N um inteiro.
A representacao equivalente em tempo discreto para analise é exibida na Figura
43al De forma semelhante ao caso continuo, a condicao de estabilidade é obtida

COomo segue:

(1 — e ) F () P(e7) C(e’?)

1
H 1+ Gn(e9)C(e) + Fo(e2)(P(e?) — P, (e7))C(e7)

<5 (4.7)

’ oo

Nota-se que na auséncia de erro de modelagem (P(e’*) = P,(e’*)) e considerando-

se que | P, (e7*)] = |G,(e??)|, o critério pode ser particularizado como segue:
1 — e IW)F . (eIw Jw jw 1
(1= )R E)EECE) || _ 1 s
1+ Gp(e7v)C(elv) - N

Caso amostrado (misto entre o caso continuo e discreto)

O caso amostrado possui dois detalhes adicionais em relagdo ao caso discreto: i)
o comportamento entre amostras deve ser levado em consideracao com relacao ao
ganho da parte invariante, e ii) atrasos que nao sao multiplos do periodo de amos-
tragem devem ser considerados. A estrutra de andlise equivalente é mostrada na
Figura (4.3l

Assume-se que a interconexao de controle é feita com um retentor de ordem zero
(ZOH). Ademais a saida é amostrada regularmente com intervalo de amostragem h.

A fim de completar a condicao de estabilidade para o caso continuo-discreto, o
limite superior do ganho H,,(s) é necessirio. Entao, o resultado apresentado em
YAMAMOTO e ARAKI (1994) ¢ KAO e LINCOLN (2004) ¢ aplicado assumindo-se
um sistema estavel em malha aberta estritamente proprio. Assim, a norma Lo-

induzida pode ser obtida:

(1 — e ) EL(€7Y) Paiqs(w)C(e7%) 1
H T 7 G @)0(@2) 1 F () {Pop () — Py(@))0(e) L ¥ W9
sendo
Paias(w) = | > ’P <jw +j27rk:%) : (4.10)

k=—o00

Para o caso nominal o resultado pode ser particularizado assumindo P(e/*) =

P.(e’*) :
< % (4.11)

H (1 — e ) Er(€79) Pyiqs(w)C(e7%)
1+ G, (e7)C(edv)

‘OO
Da mesma maneira que na secao 2.2.4], se o periodo de amostragem for suficien-
temente pequeno, P(e/*) pode ser substituido por P,s(w) visto que o ganho entre

amostras é desprezivel (KAO e LINCOLN, 2004). Neste caso, processos instaveis em
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malha aberta podem ser analisados usando o critério simplificado. Esta suposicao
é imljlicitamente assumida em NORMEY-RICO et al. (2!!12b|) e GONZALEZ et QZJ

), por exemplo, uma vez que estabilidade robusta é garantida para sistemas de

tempo discreto.

AF(S)
| 4>‘ A — 1%
v(k) w(k)
(k) Q(k z—1
it F(z) 2@+ C(2) e & oot P(2) ()
y(k +dy,) ok
Gn(2) z~dn y_(_b)éé
e L [ et®
Hy(s)
(a) Caso discreto.
P ZOH—D’ A — 1%
ih Ar(2)
v(t) w(t)
ZOH
g(k)_ 5
(k) - z
— (Z) —E([-t}bc(z) + nZOH|
Go(2) g(k + d)
yp(k) v
Hy(2)

(b) Caso amostrado.

Figura 4.3: PSF equivalente para Teorema do Pequeno Ganho.

Comentario 4.1.1. Note que os intervalos de atraso sao, respectivamente, dados
por [L, L4+0mas] (CT), [d, d+N] (DT), e [L, L+Nh] (caso amostrado). Na prdtica,
L =L, ed=d, podem ser assumidos com [Ly, Ly + 0maz] (CT), [dn, dn + N|
(DT), e [L,, L,+ Nh] (CT-DT) de modo que L,, ou d, definem o limite inferior
do atraso e a incerteza do atraso pode ser manipulada pelo intervalo admissivel. O

caso geral com L # L, e d # d, serd tratado no Capitulo 3.
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4.1.2 Critério de estabilidade estendido para o caso MIMO

O PSF discutido anteriormente traz limitacoes no contexto de sistemas de miltiplas
entradas pois sua formulacao é voltada para sistemas SISO. A extensao do critério
de estabilidade baseado no teorema do pequeno ganho para o caso MIMO foi apre-
sentada em ISANTOS et all (2018h) e é demonstrada a seguir.

Extensao caso continuo

Definem-se os operadores A e Ap da seguinte forma:

A(v) =v(t —4§(t)), (4.12)
t
Ap(v) = / v(60)do, (4.13)
t—5(t)
sendo §(t) uma fungdo que representa o atraso variante no tempo, §(t) € [0, dmax) €
w(t) = —Ag(v).

Verifica-se também que, por se tratar de multiplas entradas, v(t) pode ser escrito

como v(t) = [v1(t) va(t) ... vu(t)]7.

Para obtengao da norma induzida de w(t) é necessario desenvolver o seguinte

produto:

w(t)Tw(t) = [ /t ;@) v(e)der [ /t ;(t) V(T)dT] (4.14)

S ][] ey

Através da desigualdade de Jensen é possivel escrever:

w(t) w(t) <6(t) zp: [/t:(t) v?(@)d@} . (4.15)

Com a inequacao (&I5) encontra-se o limite de w(t)?w(t)

w(t) w(t) <o(t) /t—a(t) v(0)'v(0)do (4.16)

<Omaz /t v(0)Tv(0)de. (4.17)

_(smax

E em seguida substitui-se o resultado anterior na Eq. (2.57) para obter o maximo
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ganho Ly com v(t) =0, ¢t < 0:

||W HL _/ maz/ )d@dt
t amax
:/ (5max/ v(t 4+ ) v(t + s)dsdt
0 _6l’l’lax
0 oo
= 5max/ / v(t 4 s)Tv(t + s)dtds
= max/ / t)dtds (4.18)

e [ IO
max 0
=Sl VIR, [ s

= e [V([1,.

isto finaliza a obtencao do ganho Ly para multiplas entradas.
Aproveitando-se a definicao de norma L induzida chega-se a condigao de esta-
bilidade para o caso MIMO:

. H W (t>HL2
H,,(jw)|leo = sup ————= < dnax- 4.19

Observa-se ainda que o limitante da norma de v(t) é dado por:

[Ar(VIIL, < Onaxl VI, (4.20)

uma vez que |[[Af(v)|| = [Jw(t)|| é valido para qualquer norma. O limite definido

pela Eq. (£20) pode ser representado de uma forma mais compacta através de

(SANTOS et al), 2018b):
||Af||L2 S 5max- (421)

Extensao caso discreto

Esta secao demonstra que o resultado para o caso continuo permanece valido para

o caso discreto e se mantém para o caso com multiplos atrasos (FRANKLIN e

SANTOS, 2020b).
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Neste caso, os operadores A e Ap sao definidos como segue:

A1) (4.23)

A(v) =v(k—=4§(k)), (4.22)
= z—1

em que (k) representa uma fun¢ao que descreve o atraso variavel no tempo, 6(k) €
0,1...,N] e w(k) = Ag(v). Nota-se também que v(k) pode ser representado
através de v(k) = [vy(k) va(k) ... v (k)]

k—d(k) k k
wk)= Y v@i)=) vii)=— Y i), (4.24)
i=0 i=0 i=k—5(k)+1

e w(k)Tw(k) é descrito como:

k k
W(k)TW(k): Z v(i) Z v(i)|,
i=k—d(k)+1 i=k—8(k)+1
m k k
:Z Z v; (%) Z v;(4) )
J=1 i=k—8(k)+1 i=k—5(k)+1

através da desigualdade de Cauchy-Schwarz a seguinte condicao pode ser defi-

nida:

W(k)Tw(k:)gNZ[‘ > vg(z)]. (4.25)

Uma vez que ||w(k)|7, = > iy w(k)"w(k), o méximo ganho Ly com v(k) = Op, 1
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para k < 0 ¢ dado por:

g

completando a generalizagao do ganho Ls.

4.1.3 Critério de estabilidade simplificado - PSF caso MIMO

tempo continuo

Os problemas de controle de sistemas multivariaveis também podem fazer uso do
PSF para lidar com atraso varidvel. A estrutura para utilizacdo do teorema do
pequeno ganho esta descrita na Fig. L4l Sao poucas as diferengas em relagao ao
caso SISO apresentado anteriormente. Aqui foi incluida a descricao em negrito
para representacao matricial e algumas definicoes para direcionar a estratégia de
compensacao como Se(s) = Ge(s) — F(s)Py(s), em que G,(s) vai definir o modelo
rapido adotado para o compensador.

Considera-se uma matriz (de fungdes) de transferéncia MIMO n x m cujos ele-
mentos sao definidos como Py (s) = Gyi.(s)e*%* em que cada um relaciona a k-ésima
entrada com a i-ésima saida. (G, representa uma funcao de transferéncia sem atraso

e d;;, representa os atrasos parciais. Portanto, o modelo nominal é apresentado como:

Gii(s)e™ M Gia(s)e™h2z .. Gyp(s)e shm
Gor(s)e™21  Gog(s)e™%22 . Gop(s)e 5%m

Pute) = | ) T Gl S ()
Gui(s)e™st Go(s)e %2 .. G,p,(s)e5dm

Nos sistemas MIMO com multiplos atrasos a forma de predicao é definida pensando-
se em propriedades de compensacao especificamente desejadas. Basicamente sao
trés as propriedades tratadas para o preditor de Smith original (NORMEY-RICO e
CAMACHO, 2007; SANTOS et al), 2016): i) predigao da saida, ii) equagao carac-
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teristica livre de atraso, e iii) compensacao dinamica ideal. No caso MIMO podem
ser considerados diferentes modelos réapidos para o compensador ou DTC depen-
dendo da estratégia desejada.

Para obter a predicao da saida o modelo rapido do DTC é definido como em
JEROME e RAY! (1979):

Gll(s)efs(dufch) Glz(s)efs(dufdl) o G1m(8)678(d1m7d1)
G ( ) G21(S>e—s(d21—d2) G22<S)e—s(d22—d2) G2m(8>€—s(d2m—d2)
ol\S) =
Gy (s)e™sUm=dn) G o (s)es(na=dn) @ (5)e=s(dnm—dn)
(4.27)
Adotando-se d; = k_min dy, para i = 1,...,n. O atraso da saida MIMO efetivo é
dado por o
e 0 ... 0
0 e .. 0
Lis)=1 . L s (4.28)
0 0 ... e 5

de modo que o modelo nominal pode ser decomposto como segue:

P.(s) = L(5)Go(s) = Go(s) = L(s) 'Py(s).

Nota-se que para o caso nominal (P, (s) = P(s)) a predi¢do nominal Y (s), para

a saida do processo Y (s), pode ser obtida como:
Y(s) = Go(s)U(s) = L(s)""P(s)U(s) = L(s) 'Y (s)

Percebe-se que, neste caso, o modelo rapido para compensagao de saida relaciona
a saida predita com a entrada sem atraso, removendo o atraso de saida efetivo da
descricao entrada-saida.

Por outro lado, a equacao caracteristica completamente livre de atraso pode ser

obtida por meio do modelo rapido para o compensador completo que é dado por:

GH(S) G12(S) Glm(S)

G21 S G22 S Ggm S
Gufs) = | P0) Oale) o Gonle)

(4.29)
Gni(s) Gpa(s) ... Gun(s)

Neste caso, a equacdo caracteristica de malha fechada nao terd atraso (OGUN-
NAIKE e RAY, [1979; RAO e CHIDAMBARAM, 2006). Nota-se também que
Y, (s) = Ge(s)U(s) nao é uma predicao de Yp(s) (SANTOS et al), 2014).
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>t A—1h
v(t) w(t)
q(t) .
r(t
v Logs C(s) b= b p(s) 28

Se(s)
Ho(s) ai gq— F.(s)

Figura 4.4: PSF equivalente continuo MIMO com atraso variavel.

Para finalizar a descri¢ao, G.(s) é usada para representar ou o modelo répido do
compensador de saida (Go(s)) ou o modelo para o compensador completo (Gg(s)).
Considerando-se a presenca de perturbacoes e atraso variavel, a saida MIMO Y (s)

a partir da Fig. €4l serd definida como:
Y(s) =P(s) [U(s) + Q(s) + W(s)], (4.30)

em que U(s) € R™ representa a entrada de controle MIMO no dominio s, Y(s) € R™
¢ a saida do processo P(s), Q(s) € R™ é uma perturbagao externa, W(s) € R™
representa o efeito do atraso variavel.

A estrutura equivalente para anélise via Teorema do pequeno ganho é apresen-
tada na Fig. @4l em que A(v(t)) = v(t — 0(t)) com v(t) € R™.

Teorema 4.1.1 (Estabilidade baseada no PSF - caso MIMO). O sistema multi-
varidavel representado pela Fig. € estavel da entrada para saida para qualquer par

entrada-saida se:
Omaz | |JwMa(jw) ' C(jw)Fr (jw)P(jw)|| < 1. (4.31)

sendo Me(s) = [I + C(s)Se(s) + C(s)F,(s)P(s)].
A prova estd detalhada no Apéndice [A.1l Reescrevendo-se ({31]) para o caso

nominal (P(s) = P,(s)) e considerando-se que |P,(s)| = |G.(s)|:

Omaz | [JwMa (jw) ' C(jw)Fr(jw)Gn(jw)| | < 1, (4.32)

em que

M, (s) = [I + C(s)G4(s)]. (4.33)
Este resultado pode ser utilizado para estender o resultado de KAO e LINCOLN
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(2004) para sistemas MIMO, o que é particularmente 1til para utiliza¢ao em sistemas
baseados no preditor de Artstein no caso de sistemas vibratérios de segunda ordem,

que s@o naturalmente multivaridveis como discutido em ISANTOS et al) (2018h).

4.1.4 Preditor de Artstein com atraso variavel

Nesta secao, é apresentado um critério de estabilidade simplificado utilizando o
método de compensacgao do atraso descrito na Se¢ao 3.4 combinado com o teorema do
pequeno ganho devido a simplicidade de utilizacao no contexto de sistemas incertos.
O critério proposto em [KAO e LINCOLN (2004) nao pode ser aplicado diretamente
nesta configuracao pois ele é valido somente para o caso SISO e sua extensao para

o caso de multiplas entradas apresentado na secao [L.1.2] é necessaria.

u(t—_L;) A B 1/s (1)

A

(1) ¥
sl 4 K [¢— Preditor

Figura 4.5: Descricao do sistema de controle com o preditor de Artstein na presenca
de atraso variavel.

Neste problema, um rearranjo de malha pode ser utilizado para decompor o
sistema da Fig. em uma particao nominal e outra particao incerta que decorre
da variacao do atraso conforme indicado na Fig. Deve-se observar que H,,($)
representa o sistema nominal em malha fechada enquanto Ag(s) descreve o efeito do
atraso. A interconexao do sistema nominal com o efeito das incertezas se manifesta
nos sinais w(t) e v(t).

O termo w(t) é uma perturbagao equivalente causada pela variagao do atraso.
Nota-se que o efeito do atraso fixo permanece na Eq. B.11e na Fig. Entretanto,
a representacao equivalente do preditor apresentada na Fig. [L.7 é mais conveniente
para eliminar a componente L da malha de controle e obter a funcao de transferéncia

H,.(s). Esta representacao possui a seguinte equagao dinamica:

2,(t) =An2,(t) + Buu(t)
+ eI B [u(t — L — §(t)) — u(t — L)), (4.34)

sendo #,(t) o vetor de predicao e eAnE B, [u(t — L — §(t)) — u(t — L)] a perturbacao
equivalente obtida pelo método da redugao (SANTOS, 2016).

65



| i |
| | |
| 1/s (e | ¢ [ o |4 K @ Preditorr |
! Ap(s) | | Hyo(9) (1) l
L ] |

Figura 4.6: Representacao equivalente via decomposicao do sistema: modelo nomi-
nal interconectado com dinamica incerta.

AT T T e — T ep(t)
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i. 1/8 < ' I S ‘_ e*SE K <-|
O Haly)

Figura 4.7: Representacao equivalente obtida através do método da redugao.

De maneira mais ampla, o método da reducao pode ser descrito por:

Tp(t) =Aniy(t) + Buu(t) + w (1), (4.35)
W (t) =L B, Ju(t — L — 6(t)) — u(t — L)], (4.36)
z(t) =2,(t — L) + e,(t), (4.37)
ep(t) = /t_ZL eAn=L="oy (7 + L)dr. (4.38)

Desta forma, a fungao de transferéncia H,,(s) passa a representar a descrigdo no-
minal, a qual nao depende da incerteza. Assim, o método da redugao permite que
o sistema de controle se encarregue de estabilizar z,(t), o que consequentemente
levara a estabilizagao de z(t) desde que as condigoes de estabilidade robusta sejam

asseguradas. Nota-se que limy_,o ||Z,(t)|| = 0 = limy_, ||w()|| = 0 de tal ma-
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neira que limg o ||Z,(8)]] = 0 = limi oo ||wim(B)]| = 0 € limyyoo ||2Z,(1)]] = 0 =

limy o ||e,(2)|| = 0.
Teorema 4.1.2 (Condigao de estabilidade). Assumindo-se que :

i) a matriz A, + B, K possui todos os autovalores no semi-plano esquerdo;
ii) o atraso total é L(t) = L + 6(t);
iii) 0 < (t) < Smax-

O sistema de controle da Figura[].J serd internamente estdvel se
ljwe P K (jwl — Ay — BaK) ™ e By soOman < 1. (4.39)

Sabendo-se que |je 7L =1, conclui-se com

|wK (jwl — A, — BoK) ™ e By soOmaz < 1. (4.40)

A interpretacao deste resultado é baseada no teorema do pequeno ganho con-
forme a Figura L7l Observe que o sistema equivalente invariante no tempo definido

por H,,(s) é perturbado pelo sistema variante no tempo Ap(s).

Comentdrio 4.1.2. Este resultado foi inspirado em | KAO e LINCOLN (2004), o
qual tratava de um sistema com apenas uma entrada e uma saida sem compensacao
de atraso. Neste trabalho, o efeito do preditor de Artstein serd incorporado ao es-
tudo. Inicialmente observa-se que a norma Ls de um sinal w(t) foi definida por
[2.57. Em um sistema linear invariante no tempo representado por uma matriz de
transferéncia P(s) em que Z(s) = P(s)U(s), o ganho Ly € definido pela seguinte
relagao (KHALIL, 2001, Capitulo 5):

2
018, < (sup PGl ) O, (4.41)
Além disso, o ganho Ly pode ser descrito também da sequinte forma:
sup || P(jw)l|2 = sup7 (P(jw)), (4.42)
weR weR

em que o(P(jw)) representa o valor singular mdximo da matriz P(jw) (KHALIL,
2001, Capitulo 5). Este ganho Ly também é denominado norma Hy, de um sistema
linear invariante no tempo, ou seja, sup, g 0 (P(jw)) = ||P(jw)]||ec. Por simplici-
dade de apresentacdo, os detalhes da prova sao apresentados no Apéndice[A.2. De
maneira resumida, demonstra-se que o ganho do subsistema

[ Huo (jw)|loo < SUDye(0, o) 7(jwe ' BK [jwl — A — BK]™Y) ao passo que Ap(jw) <

5max .
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O teorema do pequeno ganho fornece uma condi¢ao apenas suficiente e, portanto,
conservadora. Este é um resultado esperado, uma vez que a natureza da variacao do
atraso é desconhecida. Por outro lado, como discutido em [KAO e LINCOLN (2004),
este conservadorismo nao é excessivo em diversos casos. Essa caracteristica desejavel
foi verificada em casos sem compensacao de atraso apresentados recentemente em
SANTOS et all (2018b). Uma das vantagens desse critério advém do fato de que

nao se faz qualquer suposicao a respeito da taxa de variacao de ().

Comentario 4.1.3. O método proposto requer apenas o cdlculo da norma de
Hw(jw), o que pode ser obtido diretamente de programas de matemdtica computa-

citonal convencionais. Assim, a abordagem apresentada € sistemdtica.

Comentario 4.1.4. O wvalor exato do atraso minimo nao precisa ser conhecido,

apenas um limitante inferior. Deve-se notar que toda a discussao € vdlida caso
w(t — L — L —6(t)) com 6(t) = L+0(t) e L > 0.
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Capitulo 5

Controle robusto de sistemas com

atraso variavel

Este capitulo apresenta os resultados obtidos para o caso nominal incluindo incerte-
zas nao estruturadas em sua descricao. Ao contrario do critério de KAO e LINCOLN
(2004), que assume o modelo exato conhecido, serd considerado o efeito do erro de
modelagem. Desta maneira evita-se a superestimacao do atraso variavel maximo

em decorréncia do erro de modelagem.

5.1 Descricao de incertezas

A modelagem de sistemas fisicos convive com incertezas de diversas origens sendo
consideradas como erros genéricos nos modelos projetados levando a uma discrepancia
entre a resposta do modelo e a realidade que ele representa. Um bom modelo precisa
ser simples o suficiente para permitir um bom projeto e complexo o bastante para
oferecer segurancga ao projetista que o utiliza (o modelo baseado na planta real). As
fontes dessas discrepancias, de maneira geral, residem em dinamicas nao modeladas,
nao linearidades desprezadas, efeitos da reducao da ordem dos modelos e variagoes
nos parametros do sistema (GU et al), 2013; ZHOU e DOYLE, 1997).

Neste contexto, é papel do projetista obter, pelo menos, um conjunto de modelos
que se aproxime de forma suficiente da planta real, pois é impossivel alcancar um
conjunto de modelos capaz de representar o universo de possibilidades que a planta
real esta sujeita. Além disto, em grande parte dos casos, um simples modelo fixo
nao consegue representar completamente o comportamento do sistema fisico (ZHOU
e DOYLE, 11997).

Muitos sistemas de controle industriais apresentam erros de modelagem causados
por incertezas na descri¢cao de seus elementos fisicos como desgaste dos componen-

tes da planta, mudanca nos pontos de operacao etc. Estes efeitos geralmente sao
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- G(s) P — ?»
Gn(s)

Figura 5.1: Incerteza aditiva.

representados por variacoes nos valores dos parametros fisicos do sistema, como in-
dutancia, viscosidade, resisténcia, massa etc. O conhecimento desta incerteza leva
a uma modelagem mais precisa e é conhecida como incerteza paramétrica.

As incertezas podem ser classificadas em duas categorias principais quanto ao

seu efeito nos parametros do modelo:

e Estruturadas - Quando se conhece os efeitos das incertezas nos parametros do
modelo como polos e zeros, ou elementos das matrizes de estado por exemplo.

Aqui a estrutura do modelo é conhecida inclusive a ordem do sistema.

e Nao estruturadas - Quando nao se sabe como cada parametro incerto afeta o
modelo. Neste caso, é comum apenas admitir que a incerteza é limitada em

norma. Aqui as fontes de incertezas sao combinadas em uma perturbacao.

A representacao de uma incerteza nao estruturada pode ser feita utilizando um
simples bloco de perturbagdo A, ou Ap de duas formas considerando G(s) e o

modelo nominal G, (s) como segue:

G(s) = Gu(s)+ Auls), (5.1)
G(s) = Gn(s)[I + Ap(s)]. (5.2)

Esta representagao fornece a descrigao de incerteza aditiva Eq. (5.1]) (Fig. B.1]) e
multiplicativa Eq. (5.2)).

Assume-se que G(s) é entao representada por uma familia de fungoes de trans-
feréncia de maneira que seu médulo e fase podem variar em um disco de raio Ap(s)
definido como limitante de incerteza. Com isso, as descricoes podem ser feitas no
dominio da frequéncia como (NORMEY-RICO ¢ CAMACHO, 2008)

G(jw) = Guljw) + Aalier),  1Ba(j0)] < Baljir) V>0,  (53)
ou de maneira equivalente

G(jw) = Gu(jw)(1 + Ap(jw)),  [Ap(jw)| < Ap(jw) Vw >0, (5.4)

a relacao entre os dois tipos de incerteza pode ser obtida como segue
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Desta maneira, A, (jw) e Ap(jw) sdo definidos como os limitantes das incertezas

Ap(jw) =

aditivas e multiplicativas. Percebe-se que com esta definicao que considera os discos
para representar os limites de incerteza da planta contempla uma série de outras
plantas que poderiam nao estar na familia de plantas original (NORMEY-RICO e
CAMACHO, 2008).

Nesta tese, a maior parte dos problemas utiliza a descricao baseada em incertezas
nao estruturadas utilizando o dominio da frequéncia. Embora a forma das incer-
tezas descritas anteriormente seja ttil para descrever dinamicas nao modeladas ou
desprezadas, elas podem nao levar em consideracao atrasos, acoplamentos parasitas,
histerese e outras nao linearidades (GU_et all, 2013).

Neste trabalho, assume-se que esta incerteza € limitada para definir uma fronteira
clara de robustez. Na auséncia de incerteza de modelagem, as margens de robustez
sao inteiramente dedicadas as incertezas oriundas do atraso variavel. Como as incer-
tezas de modelagem presentes em outros parametros estao presentes na pratica, os
erros de modelagem serao reescritos a fim de definir uma conexao entre os critérios
de estabilidade propostos no Capitulo ] e as ferramentas de estabilidade robusta

convencionais.

5.2 Ciritério de estabilidade de tempo continuo

Nesta secao, é desenvolvido o critério de estabilidade robusta para o sistema des-
crito por P(s) baseado no modelo P,(s) e no limitante de incerteza Ap(w), uma
vez que P(s) é desconhecido. Primeiramente, considera-se a descrigao incerteza

multiplicativa da seguinte forma:
P(s) = P.(s)[1 + Ap(s)]. (5.6)

Reescrevendo-se de forma alternativa a Eq. (£4), Vw € [0, 00), como sendo:

L4 Go(ju)C ) + F(jo) (P(ie) — Pa(je))C (i)
‘ WF, () P () C () [P(je0) [ Pa () > ey (57)
ou também
L1 Go(jw)Cw) | PUw) - PoGiw)| | PGw)
‘Fr(jw)Pn(MC(jw) G | Y| BG o 6Y
L+ G, (jw)Clw) P(jw)
‘Frow)zﬂn@mc@w) AW > w g )| e (5:9)
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Separando o erro de modelagem a condigao é descrita como:

1+ Gn(jw)C(jw)
Fy(jw) P (jw)C(jw)

P(jw)
Pn(jw)

—|Ap(w)| > w Smaz, Yw € [0,00). (5.10)

Comentario 5.2.1. Sabe-se que:

e Ap(w)| > ‘ Piw) 1‘ > | 2U9) | v e 10, 00)
Fu(jw) |7 [ RaGw) | T
Por consequéncia
IAp(w)| +1> g{% _1‘ +1> % , Vw € [0, 00).
Portanto se P(jw)
|Ap(w)]+1> ‘Pn(jw)' , Yw € [0, 00), (5.11)

a condi¢ao (B.I0) pode ser simplificada usando este resultado como seque:

1+ G,(jw)C(jw)
E(jw) Po(jw)C(jw)

— |Ap(W)| > Wonaz(|AP(W)| + 1), Vw €[0,00).  (5.12)

Assumindo-se que esta incerteza |Ap(w)| possui um limitante Ap(w) (definido

previamente), ou seja
Ap(w) = |Ap(jw)], Yw € [0,00), (5.13)

a condic¢do (5.12)) pode ser relaxada com consequente aumento do conservadorismo
por meio da inclusdo do limitante de incerteza Ap(w) que pode ser definido previ-
amente. Como vantagem, elimina-se o termo desconhecido |Ap(w)| do critério de
estabilidade.

Teorema 5.2.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso continuo SISO). O sistema
de malha fechada apresentado na Fig. [{-1) com Ap(w) > |[P(jw) — P.(jw)]/P.(jw)|,
Yw € [0,00), definido previamente, serd estdvel para qualquer atraso varidvel defi-
nido por A(v) = v(t — (t)), 0 < 0(t) < dpmas se 0 sistema de malha fechada for
estavel com §(t) = 0,Vt e

1+ Gh(jw)C(jw)
B (jw) Pa(jw)C(jw)

> Ap(w) + (1 4+ Ap(w))wWmae, Yw € [0, 00). (5.14)
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Observando-se o lado direito da condigao de estabilidade percebe-se que wd,qq
descreve o efeito do atraso variavel, Ap(w) representa um limitante superior para a
incerteza de modelagem, e wd,,..Ap(w) é fruto da interconexao entre a variagao do

atraso e a incerteza modelo.

Comentario 5.2.2. Esta condicao de estabilidade robusta é uma extensao do critério
de estabilidade robusta padrao com Omae # 0. Se Opmar = 0, 0 critério proposto é
simplesmente

1+ Gy (jw)C(jw)
F(jw) P (jw)C(jw)
que € a condicao de estabilidade robusta padrao do PSF (NORMEY-RICO e CA-
MACHO, 2009).

Ap(w) < , Yw € [0, 00), (5.15)

Comentério 5.2.3. O filtro de robustez F,.(s) pode ser usado diretamente para
atenuar, de forma conjunta, a incerteza de modelagem e de atraso varidvel. Nota-se

que a condigao [B.9) pode ser reescrita como seque Yw € [0, 00):

1+ G(jw)C(jw)
P, (jw)C(jw)

— |F(jw)|Ap(w) > | (jw)jw|dmaz (1 + Ap(w)).  (5.16)

Como ja esperado, F.(s) pode ser usado para atenuar a incerteza de modelagem
como mostra |F,(jw)|Ap(w). Além do mais, o efeito do atraso varidvel pode ser

atenuado diretamente pelo filtro de robustez observando o termo |F}.(jw)jw|0maz-

Comentaério 5.2.4. Se o filtro de robustez for definido por F,(s) =
entao |F,.(jw)jw|dmar < Omaz/T uma vez que || F,.(jw)jwl||e = 1/7.

1
g comT >0,

O comentério 5.2.4l mostra que um filtro estritamente proprio é ttil para atenuar
o efeito de alta frequéncia causado pela variacao do atraso. Na realidade, o pior

caso do atraso pode ser limitado por um filtro estritamente préprio.

Corolério 5.2.1. Seja P(s) uma fungdo de transferéncia estavel e P,(s) definido de
maneira que SUP,epp ) Ap(w) < 0o (garantido para qualquer planta/modelo estdvel
se a partes real dos zeros nao for nula). Considera-se um controlador C(s) que

estabiliza a planta e um filtro de robustez F°(s) tal que a sequinte condi¢do padrao

se mantém: L4 Gojw)Ciw)
n\JwW)LJw N
: . —| > Ap(w). 5.17
‘FP(JW)Pn(]W)C(]W) P 47
Consequentemente, o filtro F,.(s) = Tsl+1F79(3) com T > 0 pode sempre ser definido

de modo que o sequinte critério permanece valido:

1+ Ga(jw)Cjw) | Ap(w) > Spaaw(1 + Ap(w)). (5.18)

F(jw) Ba(jw)C(jw)
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Demonstracao. A prova é uma consequéncia direta da condicao de estabilidade ro-
busta padrao com o Comentério [5.2.4l Inicialmente deve-se observar que |1/(jwT +
1) <1, Vw € [0,00) e |w/(jwr +1)] < 1/7, Yw € [0,00). Assume-se um filtro

estavel descrito por:

1
F.(s) = F° . 5.19
(5) = F2s)—— (519
A condigao de estabilidade robusta é definida por:
14 G,(jw)C(jw) ‘ - _
. , : — Ap(w) > Wonax(1 + Ap(w)), Vw € |0, 00). 5.20
Flo it im| ~ B 1+ Bp(w). € 0.00).  (5.20)
Alternativamente,
1+ Gu(jw)C(jw) Ap(w) L~ —~
. . — | — T > = 1+ A . 5.21
R CCa| T o™ e+ Bl 621

Considerando-se a propriedade dada por |w/(jwT +1)| < 1/7, Vw € [0, 00), verifica-

se, Yw € [0, 00), a seguinte desigualdade:

14+ Gu(jw)Cw) | Ap(w) 1+ Ga(jw)Clw) | y
e e e cmi R I
> Do (14 () (5.23)

WOmax _
= m(l + Ap(w)). (5.24)

Entao, a condigao a seguir é suficiente para garantir a Eq. (5.18])

1+ Gp(jw)C(jw)
FR(jw) Py (jw)C (jw)

— Ap(w) > 6”:‘}{(1 + Ap(w)),Yw € [0, 00). (5.25)

Sejam p° e v dados respectivamente por

. 14 Gn(jw)C(w) | —
0— inf - A 2
a wel[I&,oo)‘FQ(jw)Pn(jw)C’(jw) P(@), (5:26)
v= sup (1+BAp(w), (5.27)
w€[0,00)

caso p® > 0, entdo T > YOmay/p’ assegura que a Eq. (5.I8)) serd respeitada. A
condicao p > 0 corresponde ao critério de estabilidade para o caso sem atraso
varivel utilizando o filtro F(s). Observa-se também que 1/[jwr + 1| < 1, Vw.
Assim, o critério pode ser substituido por p° > %(1 + Ap(w)) em que pu° é
obtido a partir do lado esquerdo da Eq. (5.2I) com 7 = 0. Finalmente, uma vez
que (1 + Ap(w)) é limitado e g;n;ffl" < Omaz/T, Yw € [0,00], entao a condi¢ao de
estabilidade robusta é reforada para qualquer 7 > [1 + Sup,c(g o) Ap(W)]0maz/1° €
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isto completa a prova. [l

Um aspecto importante é que o filtro de robustez pode ser re-sintonizado para
recuperar a estabilidade robusta na presenca de atraso varidavel. Além do mais, este
filtro pode ser adaptado durante a operacao se o atraso variavel real for maior do
que o atraso estimado. Entao, na pratica, o limite exato de 0,,,, nao é exigido,
uma vez que a largura de banda do filtro pode ser corrigida durante a operagao.
Entretanto tera que lidar com a degradacao do desempenho em relacao a rejeicao

de perturbacao.

5.3 Ciritério de estabilidade em tempo discreto

O critério de tempo discreto pode ser obtido seguindo os mesmos passos do caso

continuo. Por uma questao de simplicidade o teorema é apresentado diretamente.

Teorema 5.3.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso de tempo discreto SISO).
O sistema de malha fechada da Fig.[J.3d com Ap(e*) > |[P(e7*)— P, (e7%)]/ P, (e’)],
Yw € [0, 7], € estdvel para qualquer atraso varidvel definido por A(v) = v(k —d(k)),
d(k) € {0,1,..., N} se a malha for estdvel com §(k) =0 e

1+ G,(e?*)C (')
F,.(e7%) P, (e3«)C(eivw)

> Ap(e?) + (1 4+ Ap(e?))N|1 — ], Yw € [0,7]. (5.28)

De maneira similar ao caso continuo: i) este resultado é também uma genera-
lizagao da condicao de estabilidade robusta padrao com atraso varidvel (NORMEY-
RICO e CAMACHO, 2009), ii) o filtro de robustez pode ser usado diretamente para
atenuar o efeito do atraso varidvel, e ii) ||(1 — /) F.(e/)||oo = 2(1 — a)/(1 + ) se
F.(z) = % com 1 > «a > 0. Entao, se o processo for estavel em malha aberta, um
filtro passa baixa pode ser usado para reforgar a estabilidade robusta considerando
qualquer limite para o atraso variavel como ||(1 — /) F,(e’*)||o — 0 & medida que
a— 1.

5.4 Critério de estabilidade para o caso amos-

trado

Finalmente, a condicao de estabilidade robusta pode ser encontrada para o caso
amostrado. Tanto o efeito entre amostras e quanto a possibilidade de atrasos nao

multiplos do tempo de amostragem sao contempladas neste novo teorema.
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Teorema 5.4.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso com controle amostrado
SISO). O sistema de malha fechada mostrado na Fig. com P(s) estdvel e es-
tritamente préprio, P(z) sendo obtido através da discretiza¢do com um retentor
de ordem zero, Ap(e?) > |[P(e7%) — P,(e’*)]/P.(e’%)|, Yw € [0,7], Apa(e?®) >
|[Patias(w) — Pu(€7°)]/Pu(e?*)], Yw € [0,00) € estdvel para qualquer atraso varidvel
definido por A(v) = v(t — §(t)), 0 > §(t) > Nh se a malha fechada € estavel com
d(t) =0,Vt e

1+Gn(@jw)0(ejw) Ap(elv Ap, (e7))N|1 — |, Vw 00
Fo(077) P, (1) C () > Ap(e??)+ (14 Apy(e’))N|1 |, Vw € [0,00), (5.29)

onde N = \/[N]2—2g[N]+g eg= N —|N|. Sabendo que |[N| define o maior
inteiro que € menor ou igual a N. Nota-se também que g é¢ uma fracao de N e

que geralmente N < N, além disto eles sao iguais quando N € inteiro levando a
condi¢ao de tempo discreto dada pela Eq. (528) (KAQO e LINCOLN, 2004).

Observa-se que as propriedades do filtro sao similares ao caso discreto e que,
se o perfodo de amostragem for definido adequadamente, entao P,,s(w) pode ser

aproximado por P(e’*) e este teorema vale para sistemas instéveis em malha aberta.

5.5 Generalizacao da analise robusta: PSF multi-

variavel

O critério de estabilidade MIMO para o caso continuo ja foi desenvolvido na Secao
e esta secao ¢ direcionada para o caso discreto para permitir a comparacao
do resultado com NORMEY-RICO et al. (2012h) porém sem perda de generalidade
como em [SANTOS et al) (2014). Além disto, para permitir a utilizacdo em plantas
instaveis em malha aberta, se faz necessario adotar a implementacgao discreta.
Considera-se uma matriz (de fungoes) de transferéncia n x m cujos elementos

sao definidos como Pij(z) = G;;(2)z7¢

i em que cada elemento relaciona a j-ésima
entrada com a i-ésima saida. G; representa uma fungao de transferéncia sem atraso

e d;; representa os atrasos parciais. Portanto, o modelo nominal é apresentado como:

Gu(2)z74 G(z)z7%2 .. Gpa(z)z"dm
G —d21 —d22 m —dam

po(s)— | (T Gl Gz (5.30)
Gui(2)27%1 Ga(2)27%2 .. Gup(z)z7dm

Seguindo-se os mesmos passos apresentados na Secaod. 1.3, o modelo rdpido do CTM
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para predigao da saida é definido como em JEROME e RAY! (1979):

Gll(z)z—(du—dl) Glz(z)z—(dm—dl) o Glm(Z)Z_(dlm_dl)
G (Z) B Go (Z)Z*(dmfdz) GQQ(Z)Zi(d227d2) o Ggm(z)zf(dgmfdg) (5 31)
© o . . . . . .
Gi(2)z~@1=dn) G o (2)z(n2=dn) @ ()7 (dnm—dn)
Adotando-se d; = kjﬂin d;r para i = 1,...,n, é possivel escrever o atraso da saida
efetivo como: o
z~h 0 0
0 z%2 ... 0
Lz =1 | L | (5.32)
0 0 z_dn

e assim decompor o modelo nominal da seguinte maneira
P,(2) = L(2)Go(2) = Go(z) = L(2) 'Py(2).

O modelo rapido do compensador completo é dado por:

Gll(Z) G12(Z) ce Glm(z)
Gile) = | 1) =) N Gonl2) (5.33)
Gn1(2) Gna(2) ... Gun(2)

Assim como no caso continuo, com esse modelo rapido a equacao caracteristica
nao tera atraso (OGUNNAIKE e RAYl, 1979; RAO e CHIDAMBARAM, 12006).
De maneira geral G,(z) serd usado para representar ou o modelo rédpido para o
compensador de saida ou o modelo rapido para o compensador completo. De modo
semelhante a forma unificada de implementacao para o PSF caso SISO, se o sistema
¢ instavel em malha aberta, a estabilizacao do modelo rapido garante a estabilidade
interna se S¢(2) = Go(2) — Fi(2)Pn(z) for implementado com um filtro estavel
(SANTOS et al), 2014).

Na presenca de incerteza de modelo, perturbacoes e atraso variavel, a saida
MIMO seré definida como:

Y (z) =P(2) [U(2) + Q(2) + W(z)], (5.34)

em que U(z) € R™ representa a entrada de controle MIMO no dominio z, Y(z) € R”
é a saida MIMO do processo, Q(z) € R™ é uma perturbacao externa, W(z) € R™
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Se(2)
Ho(2) elk) gq— F,(2)

Figura 5.2: PSF equivalente discreto MIMO com atraso variavel.

representa o efeito do atraso variavel, P(z) # Py,(z) é usado para descrever o erro
de modelagem.

A estrutura equivalente para andlise via Teorema do pequeno ganho é apre-
sentada diretamente na Fig. em que A(v(k)) = v(k — (k) com v(k) € R™.
Percebe-se que, como mostrado na Se¢ao [£.1.2] o ganho do pior caso considerando-

se o problema MIMO permanece valido:
IwllZ, < N?[Iv][Z,- (5.35)

A partir do teorema do pequeno ganho, a estabilidade robusta pode enfim ser
verificada e estendida para o caso MIMO por meio da condi¢ao dada pelo Teorema

a seguir.

Teorema 5.5.1 (Condicao de estabilidade simplificada - Caso MIMO tempo dis-
creto). O sistema representado pela Figura[2.2 € estavel da entrada para saida para

cada par entrada-saida se:
N ||(1 = 7)Mo (e’) T C(e™)Fe ()P ()] | < 1, (5.36)
em que Mq(2) = [I + C(2)Ss(2) + C(2)F(2)P(2)].
Sabe-se que P(z) ¢ desconhecido, mas se P(z) € llp (,) 5, em que
Ip, 5, = {Pi(2) 1 6(P;(e’*) = Pu(e™)) < An(e’”), Yw € [0,7]},

entao a condicao de estabilidade pode ser obtida considerando o pior ganho fornecido
por alguma planta P(z) presente no conjunto.

A condigdo para o caso nominal P;(e/*) = P, (e/*) é obtida com
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M. (2) = [I + C(2)G.(2)], (5.37)

e, por consequéncia

1

|[[I + C(e™)Ga(e7)] ' C(e/)Fi (/) P(e™)]| _ < N o)

(5.38)

A condigao (5.36]) combinada com Pj(z) pode ser usada para avaliar a robustez
do preditor de Smith multivariavel desde que o teste seja realizado com as matrizes
P(z) que pertencem a uma familia de modelos. Por outro lado, este resultado nao
separa os fatores nominais e incertos de maneira explicita, o que dificulta a andlise
do problema na presenca de incertezas. Na proxima secao, o efeito do erro de
modelagem do preditor de Smith filtrado em tempo-discreto serd obtido por meio
de um critério reformulado de maneira analoga ao caso SISO, separando o efeito das

incertezas da malha de controle nominal.

5.5.1 PSF multivariavel baseado em redefinicao de incerte-

zas

Com vista a reformular a descricao do erro de modelagem no caso multivariavel,

considera-se o critério obtido a partir de Eq. (5.36]) descrito por:
NG ((1 — e 7“)M,(e*)1C(e*)F, ()P (7)) < 1, Yw € [0, 00). (5.39)

Por simplicidade de notagao, serao utilizadas as seguintes definicoes:

L(c™) = C(e)P(c™), (5.40)
L,(€e ):C(e) (ej“), (5.41)
Am() = (L(e™) = Lo(e™))La(e) . (5.42)

De maneira preliminar, cabe destacar um conjunto particular de propriedades
matriciais. Consideram-se um escalar o e as matrizes A, A, e B de dimensoes

apropriadas, entao as seguintes propriedades valem (FRANKLIN et all, 2021)):
i) (A1) =1/g(A), se det(A) # 0,
ii) (A4 A) <7(A) +7(A4),
iii) 7(AB) <5(A)a(B),

iv) &) = afz(A),
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v) a(A+A) > g(A) —F(A).

Neste trabalho, é utilizado um filtro de robustez diagonal tal que F.(z) = F,.(z)1,
sendo F,.(z) um filtro escalar estavel, o que simplifica o procedimento de andlise e
sintonia de F,(z) assim como ocorre em trabalhos relacionados ARAUJO e SANTOS
(2018); FRANKLIN et al! (2021); SANTOS et al) (2018a, 2016).

O Teorema a seguir descreve o critério robusto.

Teorema 5.5.2 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso MIMO de Tempo Dis-

creto).
T(w)7 ([ + C(e7) G (7)] 1C(e7) Py (7)) < m,\m € [0,00), (5.43)
sendo
(w) = F(Ln (™) ' L(e™)Fr(e”)) + T(Ap(e™)Fr(e’)) (5.44)

o efeito do erro de modelagem, o qual foi separado do ganho de malha nominal.

Comentario 5.5.1. Deve-se observar que, na auséncia de erro de modelagem, as
sequintes consequéncias sio assequradas: (i) Ln(e’) = L(e??), (i1) A, (e?*) =0 e
(iii) Tl(w) = o(F.(e?¥)). Fazendo-se com que (5.43)), para o caso nominal, coincida
com ([B38). Assim, o critério proposto € uma generalizagio da formulagdo sem
incerteza no qual o efeito do erro de modelagem é descrito pelo ganho 1I(w) > 1.
Como ja era esperado, quanto maior a incerteza, menor o mdximo atraso tolerdvel

descrito por Nyaxh, sendo Npyax 0 atraso mdzimo toleravel em tempo-discreto.

Comentario 5.5.2. Apesar do indice II(w) ser incerto seu efeito sofre influéncia
direta do filtro de robustez permitindo atenuacao de efeitos indesejaveis. Assim como
no caso SISO, um desenvolvimento andlogo pode ser feito com as representagoes de

tempo-continuo ou mesmo o caso de controle amostrado.

Comentdrio 5.5.3. Cabe ainda enfatizar que 7(Ly(e?*) 7 L(e7*)) < 1+7(A,(e7¥)).
Conforme wverificado com o caso SISO, o efeito de Il(w) pode ser mitigado dire-
tamente pelo filtro de robustez de forma a recuperar a estabilidade a despeito da
presenca de um atraso varidvel. O caso continuo e o caso amostrado podem ser

deduzidos de forma andloga.

5.6 Analise robusta: preditor de Artstein

O critério de estabilidade para sistemas com atraso variavel controlados pelo predi-

tor de Artstein foi estabelecido através do método da reducao, o qual transforma o
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sistema original com atraso e preditor num sistema equivalente. Caso assuma-se que
o modelo de predicao nao corresponde ao sistema controlado, o método da reducao
apresenta dificuldades adicionais para obtencao do modelo equivalente. Uma alter-
nativa é explorar a equivaléncia do preditor de Artstein com o preditor de Smith
filtrado com o objetivo de realizar a andlise de robustez por meio das ferramentas

desenvolvidas para o preditor de Smith filtrado.

5.6.1 Relacao entre o PSF e o preditor de Artstein

Para um determinado valor de filtro pode ser demonstrada a equivaléncia entre o

preditor de Artstein e o PSF. Resgatando-se a equacao de predicao para o PSF

Xp(s) = Fr(s)X(s) + (I — Fr(s)e ) Gu(s)U(s), (5.45)

sendo Gy(s) = (sI — A,) ' B,. Considerando-se que X,(s) é uma predi¢io para

X(s)esz. A predicao para o preditor de Arstein pode ser apresentada como

o t
(1) =erla(t) —i—/ M= Bu(r)dr,
t—L
- t t—L
—eMnly(t) + / e Bou(r)dr — eA T BLu(T)dr,
0 0
. t _ pt—L -
:eA"La:(t) +/ eA”(t’T)Bnu(T)dT— eA"L/ eAnlt L’T)Bnu(T)dT. (5.46)
0 0

Lembrando que

e sua versao atrasada

L [ /0 - eA”(t_L_T)Bnu(T)dT] = Gu(s)e U (s),
apos as devidas substituigoes resulta em:
Xp(s) = e X () + Gp(s)U(s) 4+ e e TGy (s)U(s). (5.47)
Ou, alternativamente, tem-se que:
Xp(s) = e X (s) + (I — ePe*1)Gp(s)U(s). (5.48)

E importante destacar a equivaléncia entre (5.48) e (5.47), desde que Fy(s) = eAnL.

O PSF ¢é mais utilizado com sistemas representados na forma de funcao (matriz)
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de transferéncia enquanto que o preditor de Artstein utiliza o modelo descrito na
forma de espaco de estados. Destaca-se a simplicidade do preditor de Artstein em
lidar com plantas instaveis em malha aberta através de uma simples realimentacgao
de estado, todavia nao dispoe do filtro de robustez presente no PSF para ajustes do
desempenho regulatorio versus robustez.

Para desenvolvimento da analise de robustez, deve-se observar o conjunto de

equivaléncias dado por:
o Fy(s) = el
o G,(s) = (s — A,) ' By;
o P.(s) = (sI — A,) ' Be L,
e C(s)=—K.

Assim, de maneira andloga a Eq. (5.30]), chega-se a:

Hémaxw[l — KGa(jw) — KeE(P(jw) — Pa(jw))] LK e PP (i)

< 1. (5.49)

‘ [e.e]

Contudo este resultado engloba a incerteza na malha de realimentacao o que dificulta
a utilizacdo de limitantes de incertezas multiplicativas. A analise com desacopla-

mento de incertezas sera discutida na proxima secao.

5.6.2 Preditor de Artstein baseado em redefinicao de incer-
tezas
A anadlise da estabilidade robusta com preditor de Artstein é obtida considerando-se

um filtro F,.(s) = eA"f, o qual nao é diagonal. Assim, a propriedade de comutativi-

dade nao é valida, de tal maneira que os ganhos de malha sao redefinidos por:

L(jw) = Ke"'P(jw), (5.50)
L, (jw) = Ke*'P,(jw), (5.51)

sendo a definicao da incerteza multiplicativa preservada como indicado na segao
anterior pela Eq. (5.42)), isto ¢, A, (w) = (L(jw) — Ln(jw))Ln(jw) ™t
Partindo-se da Eq. (£.49), deve-se garantir

_ = 1
([l — KGu(jw) — KeH(P(jw) — Pu(jw))] ' Ke P (jw)) < - (5.52)
De maneira alternativa, a condigao (5.49]) pode ser descrita por:
([ — KGn(jw) + (La(jw) — L(jw))] " Ke P (jw)) < (5.53)

Omax|w]|
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Portanto, usando-se os mesmos passos do PSF multivariavel em tempo discreto

obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 5.6.1 (Condicao de Estabilidade Robusta - Artstein em Tempo Continuo).
O sistema representado na Figura[{.0 € estdvel da entrada para saida para cada par

entrada saida se:

1

Omax|w|’

(w)a([I — KGy(jw)] ' Ke*" TPy (jw)) < (5.54)

sendo
[(w) = 7(La(jew) L) + 7( A (@) (5.55)
e Gp(jw) = (jwl — A,)7'B,

Comentario 5.6.1. A grande diferenca desta abordagem € que o filtro nao € livre
An

e nao se aplica a propriedade de comutatividade. Assim, o filtro fizo, el estd
embutido no efeito das incertezas por meio de L(jw) e Ly(jw). Por outro lado, as
principais conclusoes sao equivalentes as do preditor de Smith filtrado. Na auséncia

de incertezas, Il(w) = (Fr(e’?)), como discutido anteriormente.

Na préxima secao, ¢ demonstrado que o caso nominal retorna um resultado
equivalente ao critério obtido na se¢ao 1.4 via método da redugao.
Particularizagao para o caso nominal

A andlise do caso nominal pode ser reestabelecida partindo de (B.54]) com Ly (jw) =

L(jw). Desta maneira, obtém-se a seguinte condigdo em particular:

- 1
F([I — KGu(jw)] 'K e P, (jw)) < ol (5.56)

K[I—G,:(rjw)K}—l e

ou 1
F(K[I — Gu(jw)K]| ' Ke"l Gy (jw)) < —k (5.57)

jé que Py(jw) = Gu(jw)e ™ e P(I + QP)~' = (I + PQ)~'P. Outra propriedade
atil advém do fato que Ae" = e4"A e, por consequéncia, verifica-se a identidade
dada po eM(sI — A)7t = (sI — A)~te?". Logo, partindo da expressio (5.57)),

obtém-se:

- 1
(K[l — (jwl — Ay)"'B, K] 7' (jwl — A,) "' B, e*l) < ol (5.58)
~ N~ - ~ N~ - max w

Gn(jw) Gn(jw)

LA propriedade e (s — A)~! = (sI — A)~'e?" pode ser verificada expandindo (sI — A)~! em
série de poténcia ou simplesmente notando-se que eAfeA? = eAteAh e (sI — A)~1 = L{eAt].

83



Mais uma vez, substituindo I = (jwl — A)~!(jwl — A), verifica-se a condi¢ao dada

por:

F(K[(jwl — A) " (wl — An) — (jwl — Ap) " Bo K] (jwl — A,) eI B,) < 5 1| K
max w
(5.59)
F(K[jwl — A, — BoK] ' (jwl — Ay)(jwl — A,) eI B,) < 5 1| ; (5.60)
max w
F(OmaxwK (jwl — A, — B,K) 'e*IB,) < 1,Vw € [0, 00). (5.61)

Finalmente, chega-se a seguinte condicao de estabilidade robusta para sistemas com

erro de modelagem controlados com realimentacao de estados e preditor de Artstein:
maxwK (jwI — Ay — BoK) e B)||o < 1. (5.62)

Este resultado é equivalente ao critério sem erro de modelagem com atraso
variavel obtido através do método da redugao descrito pela condigao (£40) indi-
cando a compatibilidade das andlises propostas. Apesar dessa equivaléncia, os dois
critérios apresentam suas particularidades. O preditor de Artstein nao necessita
de ajuste para garantir a estabilidade interna ao lidar com plantas instaveis em
malha aberta, porém, nao dispoe da mesma liberdade que o PSF para ajuste do
filtro de robustez. De qualquer forma os principais beneficios do PSF MIMO foram

preservados.
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Capitulo 6

Controle robusto de sistemas de

segunda ordem com atraso variavel

Este capitulo inclui no estudo os sistemas de segunda ordem vibracionais sujeitos
ao atraso variavel. Critérios de estabilidade robusta sao desenvolvidos e um método

baseado em IMC é proposto para melhoria de desempenho.

6.1 Atraso variavel em sistemas de segunda or-

dem

Os sistemas de controle que utilizam modelos de segunda ordem possuem impor-
tante aplicacao pratica. Na industria automobilistica e aerondutica, a absorcao de
vibragoes tem impacto direto na satisfacao dos clientes. Em um helicoptero, des-
conectar o assento do piloto do restante da estrutura através do controle ativo de
vibragao é um dos maiores desafios nessa area (MOTTERSHEAD e RAM, 2006).
Praticamente tudo que se movimenta gera algum tipo de vibracao que pode ser mi-
nimizada ou refazendo o projeto do sistema com inclusao de absorvedores ou através
do controle ativo da vibragao.

Alguns trabalhos relevantes demonstram os beneficios da abordagem baseada em
modelos de segunda ordem (DATTA| 2003; MOTTERSHEAD e RAM, 2006, 2007).

O controle ativo de vibragoes mecanicas, de oscilagoes em redes elétricas, fendmenos
de vibragoes acusticas entre outros, sao naturalmente caracterizados através de sis-
temas de segunda ordem (FULLER. 2008; (GUDARZI, [2015; MISRIKHANOV e
RYABCHENKO, 2006; IPALAZZOLO, 2016). O controle em malha fechada para
este tipo de sistema ¢é implementado utilizando-se os estados e suas derivadas de ma-
neira a obter propriedades importantes tanto para analise quanto para sintese (AB-
DELAZIZ, 2016, 2013; I ARAUJO et all, 2016: DATTA et al), 1997, 2000; OUYANG,
2010; IZHANG et al., 2017).
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Um sistema de segunda ordem de vibracao forgada com uma entrada pode ser

descrito como segue:
Mx(t) + €x(t) + Kx(t) = Bu(t), (6.1)

sendo que M, €, K sao, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e
de rigidez, as trés de ordem n, x(t) € R™ é o vetor de deslocamento da posigao e
sua dimensao representa o nimero de graus de liberdade, Bu(t) representa a forga
externa associada a configuracao dos atuadores e u(t) € RP. A resposta natural da
Eq. (6.I) é conhecida na literatura como problema do autovalor quadratico (MOT-
TERSHEAD e RAM, 2006).

(1

x=(t)

~ bt —m]—_— —_— —_——_— —_—

Figura 6.1: Esquematico de um sistema linear de segunda ordem.

O esquematico em diagrama de blocos do sistema de segunda ordem descrito
na Eq. (@1 é mostrado na Fig. em que x(t) e x(t) sdo varidveis disponiveis
para o controle em malha fechada. Perceba que, mesmo que x(t) tenha apenas uma
dimensao o sistema ja é tratado como multivariavel pelo fato de realimentar z.

Nesses sistemas, a massa e a rigidez geralmente sao consideradas grandezas faceis
de se medir através de procedimentos estéticos. A frequéncia natural (periodo da
vibragao) pode ser obtida utilizando-se um cronémetro, porém muitas vibragoes
possuem amplitudes baixas ou de curta duragao exigindo dispositivos cada vez mais
sofisticados. O coeficiente de amortecimento é uma grandeza que requer o uso de
métodos dinamicos para ser obtido (INMAN, 2014). A estrutura for¢ada indicada
pela Eq. (6.1) é vantajosa para caracterizar muitos sistemas vibracionais pois em
alguns casos ¢ dificil medir o decaimento de uma oscilagao através de uma excitacao
que ndo seja sustentada (INMAN, 2014).

Experimentos que estimulam um sistema vibratorio sao amplamente conhecidos
no ramo da engenharia elétrica e tém sido usados para obter modelos baseados na
resposta em frequéncia. A funcao de transferéncia do sistema é obtida a partir de
medicoes na saida causadas por sinais na entrada. Uma faixa de sinais senoidais

de entrada acionam um shaker que induz vibragoes na estrutura e as medidas das
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Excitador -E Estrutura E

Gravador
Fonte T T
Anélise de Sinal
CS - Cond. de Sinal
Gerador de Sinal Anélise Modal T - Transdutor

Figura 6.2: Esquema de Hardware utilizado para identificacao de sistemas vi-
bratérios (Fonte: INMAN (2014)).

amplitudes sdo coletadas simultaneamente (INMAN, 2014). Um esquema comum
utilizado para efetuar estas medigoes é exibido na Fig.

Se a grandeza medida for o deslocamento z(t), a fungao de transferéncia obtida
a partir da relacdo entre X (s)/F(s), sendo F(s) = BU(s), é conhecida como rigidez
dindmica e sua inversa é conhecida como receptancia R(s) (INMAN, [2014).

Neste contexto, o projeto baseado na receptancia (INMAN, 2014; MOTTERSHEAD
e RAM, 2006, 2007) é bastante ttil, uma vez que nao requer o conhecimento ou
célculo das matrizes M, € e K no processo de identificagio do modelo (MOT-
TERSHEAD e RAM, 2006, 2007; TEHRANI e MOTTERSHEAD, 2012). Além
disso, a identificacao baseada na resposta em frequéncia pode ser obtida direta-
mente de dados experimentais, tornando o processo de identificacao mais simples
(MOTTERSHEAD e RAM, 2006, 2007; TEHRANI e MOTTERSHEAD, 2012). O
método das receptancias simplifica o problema a tal ponto que permite descrevé-lo
como um sistema linear de equagoes (RAM et al., 2009).

A receptancia de malha aberta (ou receptancia) é representada por:
R(s) = (Ms* +€s+K) ™, (6.2)

sendo s a variavel complexa de Laplace.

Esta matriz de transferéncia possui uma relacdo importante com o método de
projeto baseado em dados experimentais que permitem obter o modelo para um
sistema de segunda ordem de forma direta.

Além disso, a lei de controle pode ser definida a partir da informacao da re-
ceptancia que é 1til para sistemas de ordem elevada, uma vez que, a descricao via
espaco de estados aumentada nao é necessaria. Para efeito de apresentacao, perceba

que o modelo de segunda ordem sem atraso pode ser descrito de forma alternativa,

87



a partir da receptancia, por:

R(s)B

Pls) = sR(s)B

) (6.3)

adotando-se z(t) = [x(t)T x(t)T]T, permite-se definir Z(s) = L{z(t)}, U(s) =
L{u(t)}, Z(s) = P(s)U(s) sabendo-se que L{-} representa a transformada de La-
place de um dado sinal.

De maneira geral, se x(f) e x(t) sdo mensurdveis, a lei de controle é definida

CO1mo:

u(t) = Fx(t) + Gx(t), (6.4)

de maneira que F € RP*" e G € RP*" sejam matrizes de ganho da realimentacao.
Alternativamente, se y(t) = Tx(t) e y(t) = Tx(t) sdao varidveis mensuraveis
entao
u(t) = Fyy(t) + Gyy(t) (6.5)

em que F =F,T e G = G, T para garantir a generalidade da Eq. (G.4).

Embora os projetos de controle em malha fechada de sistemas de segunda or-
dem ja possuam resultados consolidados, a presenca de tempo morto pode causar
perda de desempenho e até mesmo instabilidade (AGRAWAL e YANG. 2000; DU e
ZHANG, 2008; JINWU et al., 2016; UDWADIA et al., 2003).

A definicao das matrizes F e G é tratada em diversos artigos, mas em sua maioria
nao consideram a andlise de estabilidade na presenca de atraso na entrada.

De qualquer forma, a anélise dos autovalores de malha fechada e da estabilidade
somente pode ser feita assumindo-se atraso constante (AR,AI/JJO, 2018; BAI et all,
2016a; RAM et all, 2009, 2011; [SINGH e OUYANG, 2013; ISINGH et al!, 2014).
Desta maneira a andlise de robustez é considerada um problema aberto para sistemas
de segunda ordem na presenca de atraso variavel, uma vez que a abordagem usando
autovalores nao pode ser utilizada diretamente para o caso de sistemas variantes
no tempo. Vale lembrar que um fator relevante do uso das receptancias é que seu

modelo é obtido tipicamente por meio da resposta em frequéncia.

6.1.1 Atraso variavel na entrada

Nesta segao, é considerado o sistema de segunda ordem com atraso varidvel na

entrada descrito como:
Mx(t) + €x(t) + Kx(t) = Bu(t — i(t)), (6.6)

o atraso variavel é limitado de modo que 6(¢) € [0, dnaz| € as condigdes iniciais
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A P(s) >
u(t) - x(t
o x(t)

Figura 6.3: Descricao em malha fechada do sistema de segunda ordem com atraso
variavel.

sdo definidas por x(0) = xp, %X(0) = x{, e ainda u(t) = 0,1, t < 0 em que 0,
representa uma matriz (nula) de zeros [ linhas e m colunas.

A representagao simplificada do problema com atraso variavel esta representada
pela Fig. onde A representa o efeito do atraso variavel e seu modelo é baseado
nas receptancias.

Uma extensao do artigo de receptancias foi apresentado em FRANKLIN e SAN-
TOS (2020b) incluindo incertezas de modelo nao estruturadas que sera tratado na
Secao 6.2l Caso a receptancia apresente incerteza significativa, a faixa de atraso
maximo admissivel pode ser subestimada ou superestimada. E naturalmente inde-
sejavel que esta faixa de atraso maximo seja superestimada, pois do ponto de vista
pratico pode ser verificado uma instabilidade que nao foi prevista pela garantia de
estabilidade tedrica.

Incertezas nas receptancias é um tema importante do ponto de vista pratico
(ADAMSON et al.,[2019,12020a.b;: BAI et al), 2016b; LIANG et all, 2017; TEHRANI
et al.,2011).

A incerteza de modelo tem diversas origens como, por exemplo, erros de medicao;
distor¢ao de resposta em frequéncia causada por dinamicas nao lineares (TEHRANI
et al., 2013); variabilidade na velocidade de vibracao, resultante da variacdo do
material e da constituicdo de materiais compdsitos (ADAMSON et al., 2020b); e
variacao paramétrica (LIANG et al), 2017).

Uma consequéncia direta deste erro de modelagem é um descasamento entre a
as respostas de malha fechada tedrica e pratica. Para evitar resultados inesperados
se faz necessario o uso de ferramentas de projeto e andlise robusta. As formas
convencionais de assegurar estabilidade na presenca de atraso variavel sao baseados
em funcionais de L-K e L-R, os quais exigem uma descricao em espaco de estados
de ordem aumentada para lidar com sistemas de segunda ordem (SANTOS et all,
2018h). Entretanto, representacoes aumentadas sdo indesejaveis principalmente no
controle de sistemas com dimensoes elevadas.

Em razao disto, a abordagem utilizando o teorema do pequeno ganho é uma
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alternativa interessante por conta de sua simplicidade. Esta solucao foi utilizada
em KAO e LINCOLN (2004) para o caso SISO. Para o controle de sistemas de
segunda ordem é necessaria a realimentacdo de x(t) e x(¢) impondo, de antemao,
uma abordagem multivaridvel. Em SANTOS et al. (2018b). o resultado de KAO e
LINCOLN (2004) foi estendido para o caso MIMO e re-apresentado na se¢ao .12

6.1.2 Critério de estabilidade simplificado

O critério para estabilidade para sistemas de segunda ordem com atraso variavel é
apresentado nesta secao.
Considera-se inicialmente o sistema descrito pela Fig. em que o efeito do

atraso variavel é representado por:
A(u) = u(t —4(t)), (6.7)

com delta limitado, ou seja, §(t) € [0, Omax)-
Considera-se que F e G sao ganhos estabilizantes sem qualquer cancelamento
polo-zero instavel (condigdo para estabilidade interna). Neste caso, a seguinte

hipdtese é assumida
Hipdtese 6.1.1.

i) a receptancia de malha fechada é dada por

H(s) = [Ms® + (¥ — BF)s + K — BG]/;

i1) os polos de H(s) estao estritamente dentro do semiplano esquerdo;

iti) a matriz de funcao de transferéncia R(s)B(sF + G) ¢ definida sem cancela-

mento polo-zero instavel;
i) o atraso varidvel € definido de modo que §(t) € [0, Omax]-

Percebe-se que esta hipotese é utilizada para formalizar condigoes de estabilidade
convencionais e suas principais definicoes. Hipotese (i) define a condicao de
receptancia de malha fechada sem atraso (ii) exige a estabilidade de malha fechada,
(iii) expoe de forma explicita que ndo pode haver cancelamento polo-zero de R(s)B
por meio de sF + G para garantir estabilidade interna (iv) define o intervalo de

variacao do atraso.

LObserve também que se F e G forem definidos de modo que os polos instéveis de R(s)B sejam
cancelados por sF + G, entao estes modos indesejdveis seriam polos da funcao de transferéncia de
malha fechada da perturbac@o na entrada para x(t). Consequentemente, a condigao de estabilidade
interna é necessaria para garantir uma relagao estéavel entre qualquer par entrada-saida.
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Figura 6.4: Descricao equivalente em malha fechada com atraso varidvel.

Assim, o teorema de estabilidade para sistemas de segunda ordem com atraso

variavel é apresentado a seguir.

Teorema 6.1.1 (Estabilidade simplificada para sistemas de 2% ordem). Assumindo
que a Hipdtese[6.11] € valida, entao, o sistema de malha fechada da Fig. [6.3, serd

mternamente estdvel se
jw(jF + GYH(jeo)Bllccbar < 1. (6.8)

Este resultado é fruto da combinagao entre um sistema invariante no tempo
sem atraso (H,,(s)) e uma perturbacdo desconhecida causada pelo atraso variavel
(H,w(s)). A representacao da Fig. demonstra essa combinagcao.

A prova detalhada é apresentada no Apéndice[A.4le 14 se verifica que ||[Hyy||oo =
||jw[jwF + G]H(jw)B||» completando a prova do Teorema do Pequeno Ganho.

Percebe-se que este resultado nao impoe qualquer limitacao em relagao a taxa
de variacao do atraso. Ainda assim, o ganho desta variacao do atraso é pequeno
(KAO e LINCOLN, 2004) evitando conservadorismo desnecessério.

Mais uma vez o conceito de receptancia é importante, pois R(s) pode ser obtido
diretamente sem a necessidade de se obter as matrizes M, € e K individualmente.

O Lema da Inversao de Matriz permite relacionar diretamente a receptancia de

malha fechada sem atraso com a receptancia de malha aberta da seguinte maneira:

H(s) = {R(s)"' — B[sF + G|} (6.9)
= R(s) + R(s)B{I — [sF + GJR(s)B} '[sF + GJR(s), (6.10)

o que equivale a férmula de Sherman-Morrison com multiplas entradas, mas sem
atraso.

Esta abordagem possui uma vantagem importante por conta da dimensao de
{I—[sF+G]R(s)B} ! ser definida pelo nimero de entradas (p) ao invés da dimensao

dos estados (n) de maneira que pode ser muito menor que a dimensao do sistema.
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Esta é uma vantagem relevante desta abordagem para sistemas com altas dimensoes
uma vez que: i) o calculo de matriz inversa ¢é feito com dimensoes reduzidas (ou até
mesmo uma fungao de transferéncia escalar) e ii) o critério de estabilidade pode ser
aplicado diretamente a partir do modelo de receptancia de malha aberta.

Além disso, a analise de estabilidade pode ser executada diretamente usando o
méaximo valor singular da matriz s[sF + G]H(s)B com s = jw sendo também algo
importante.

E percebe-se que o critério de estabilidade pode ser calculado de forma alternativa

considerando-se a malha L(s) através de:

s[sF + G]H(s)B = sL(s)[I — L(s)] ", (6.11)

em que L(s) = [sF + G]R(s)B.
Prova: Substituindo (6I0) no lado direito de (G.IT]) resulta em

s[sF + G]H(s)B =
= s[sF + G|R(s)+R(s)B{I — [sF + G]R(s)B} '[sF + G]R(s)B
= s[sF + F|R(s)B+s[sF + F|R(s)B + {I — [sF + G]R(s)B} '[sF + G]R(s)B
(6.12)

Adotando L(s) = [sF + G|R(s)B e aplicando em ([6.12)) obtém-se:
s[sF + G]H(s)B = sL(s) + sL(s){I — L(s)} 'L(s) (6.13)

Pés multiplicando o primeiro termo do lado direito de (6.I3) por {I — L(s)} {7 —
L(s)} e colocando em evidéncia sL(s){I — L(s)}~! completa a prova. [J
Por consequéncia, uma condicao de estabilidade simplificada é dada pelo seguinte

corolario.

Corolario 6.1.1 (Condigao de estabilidade simplificada). Assumindo que a Hipdtese
[0 1.7 permanece vdlida e que L(jw) = [jwF 4+ G|R(jw)B. Para o sistema em malha

fechada representado pela Fig.[6.4), o sistema serd internamente estdvel se
||jwL(jw)[T — L(jw)]_lHoo(Smam <1 (6.14)

Nota-se que L(s) € RP*P enquanto que R(s) € R"*". Se o problema tem apenas
uma entrada simples (p = 1), por exemplo, toda operacao pode ser realizada utili-
zando uma fungao escalar L(jw) que, de forma significativa, simplifica a complexi-
dade computacional, visto que |[jwL(jw)[I = L(jw)]™||s = sSUDyep0,00) w|L(jw)/ [T —
L(jw)]|. Além de que, L(s) é a matriz de transferéncia de malha aberta de w(t) para
u(t), e tal fato generaliza o resultado de KAO e LINCOLN (2004) com o objetivo
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de considerar sistemas de segunda ordem com uma ou multiplas entradas.

Comentdario 6.1.1. Note que se u(t) = F,y(t) + G,y (t) entao todos os resultados
sao validos com F = F,T ¢ G = G,T.

Na secao 6.2 os critérios simplificados para garantir estabilidade robusta na

presenca de incerteza de modelo e atraso varidvel serao apresentados.

6.2 Critério de estabilidade robusta para sistemas

de segunda ordem

A descri¢ao da incerteza nao estruturada considerando-se o pior caso é utilizada
para obter o critério de estabilidade robusta. O limitante da incerteza é definido de
forma a obter o limite de incerteza admissivel. Considera-se a descri¢gao de incerteza

aditiva definida como

Au(s) = R(5)B — Ry (5)B,, (6.15)

sendo P, (s) = R,(s)B,, a matriz de transferéncia utilizada para projeto e P(s) =
R(s)B descreve o sistema dinamico de u(s) para x(s). A Fig. demonstra o

diagrama de malha fechada considerando a incerteza.

| Au(s)

— e e— e— e— — =

Figura 6.5: Descricao equivalente para Teorema do pequeno ganho.

Embora A,(s) seja claramente desconhecido é possivel estabelecer um limitante

superior para este erro de descrigao como

Ay (w) > 7(R(jw)B — R, (jw)B,), ¥ w € [0,0), (6.16)
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sendo 7(-) e g(-) 0 mdximo e o minimo valor singular de uma matriz, respectiva-
mente.

Além disso, as seguintes incertezas sao definidas considerando-se a malha da
Fig. 6.5k

(w) > 7(L(jw) — L,(jw)), ¥ w € [0,00), (6.17)
Ap(w) 2 7(Ln(jw) ' [L(jw) — Ln(jw)]), ¥ w € [0, 00), (6.18)
Ai(w) > (L, (jw) 'L(jw)), Y w € [0, 00), (6.19)

com L(s) = (sF + G)R(s)B e L,(s) = (sF + G)R,(s)B,. O limitante A;(w) é
incomum na literatura de controle robusto mas pode ser superestimado a partir de

Zm(w) diretamente, uma vez que
(A (jw)) = 7(L,(jw) 'L(jw) —I+1I) =5(A,(jw) — I) < A, (w) + 1

pois se verifica que A;(w) = A, (w) + 1.
Assim como foi feito nas secoes anteriores considerando o PSF, agora com base
na Fig. e em (KHALIL, 2001, Capitulo 5) um critério de estabilidade robusto

pode ser definido a partir do teorema do pequeno ganho da seguinte maneira:
E(Avw(]W))E(va(]W)) < 1a Vw € [0700)7 (620)

se ambos subsistemas A, (s) e Ay, (s) forem estaveis. A Eq. (620) é respeitada

se a seguinte condicao, que considera o pior caso, for atendida
([l — (JwF + G)R,,(jw)B,] ' (jwF + G))A,(w) < 1, Yw € [0, 00). (6.21)

Esta condigao de estabilidade foi apresentada em [FRANKLIN e SANTOS (2020h) e
estende o resultado de[SANTOS e FRANKLIN (2018a) com a inclusao de incertezas
de modelo. As hipdteses seguintes e o desenvolvimento detalhado em FRANKLIN e
SANTOS (2020b) permitem obter a condigao de estabilidade robusta contemplando

os efeitos de incertezas de modelo e do atraso variavel.
Hipdtese 6.2.1.

i) Considera-se que as raizes de det(I—(sF+G)R,,(s)By) = 0 estdo estritamente

no semiplano esquerdo;

ii) A matriz de transferéncia Ly, (s) = (sF + G)R,,(s)B,, € definida sem cancela-

mentos de polos instdveis;

iii) O atraso varidvel € definido como 6(t) € [0, dmax);
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iv) A incerteza nao estruturada € definida como

Ap(w) 2 F(La(jw) ' [L(jw) — La(jw)]), Yw € [0, 00).

Teorema 6.2.1 (Condigao de Estabilidade Robusta). Assumindo-se a validade das
hipdteses [6.2.1, o sistema de malha fechada da Fig. ¢ estavel da entrada para

saida se para qualquer par entrada-saida
(I — L,(jw)] "L (§w) (Wimax + (WOmax + 1A, (w)) < 1,Vw € [0,00).  (6.22)

Comentario 6.2.1. A prova do Teorema seque o mesmo procedimento dos teoremas

anteriores e estd detalhada em FRANKLIN et all (2021) e no Anezo[A.4.1]

Comentdrio 6.2.2. Os limitantes de incerteza Ay(w), An(w) podem ser obtidos
através de identificacdo experimental ou simulagoes. Sua simplicidade permite a
andlise de sistemas de sequnda ordem com atrasos incertos porém constantes (FRAN-
KLIN et al., |2021).

6.2.1 Estratégia IMC para melhoria na robustez

Como forma de melhorar o desempenho robusto de sistemas de segunda ordem na
presenca de atraso varidvel esta secao apresenta um controlador IMC (MORARI e
ZAFIRIOU, [1989) baseado em receptancia discutido em [FRANKLIN et al. (2021).
De modo semelhante ao PSF, onde se busca preservar o comportamento nominal
na presenca de atraso constante enquanto se busca um melhor desempenho robusto
através da resposta mais lenta a rejeicao de perturbacao ou menor atenuacao da
perturbagao.
Partindo de um filtro diagonal MIMO definido como

¢(s) 0 0
D(s) = ? ¢(:S) 0 : (6.23)
0 0 .. &)

em que ¢(s) é um filtro SISO estével e ®(s) = ¢(s)I. A estratégia usando IMC com
base na receptancia é implementada conforme ilustrado na Fig. (FRANKLIN
et al.,12021) de onde percebe-se que a equagao caracteristica livre de atraso é definida

por:

det(I — (sF + G)®(s)R(s)B + (sF + G)R,(s)B,(I— 8(s))) =0,  (6.24)
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sendo R, (s)B,®(s) = ®(s)R,(s)B, porque ®(s) = ¢(s)I. Logo, se R,(s)B, =

R(s)B, a equagao caracteristica é dada simplesmente por:
det(I — (sF + G)R,.(s)B,) =0,

ou seja, a equacao caracteristica nominal padrao na auséncia de incertezas.

Comentario 6.2.3. Para garantir a estabilidade interna € necessdrio garantir a
BIBO estabilidade de I'(s) = sR,($)B,(1 — ¢(s)).

Se algum polo de R, (s)B,, ndo estiver estritamente dentro do semiplano es-
querdo, entao: (i) o numerador de ¢(s) deve ser definido de modo que os polos de
malha aberta instaveis ou marginalmente instdveis sejam zeros de (1 — ¢(s)), e (ii)

sR,(s), Bn, (1 —¢(s)) devem ser agrupados e implementados como uma realizacao

estdvel minima definida por T'(s) = sR,(8)B,(1 — ¢(s)).

Figura 6.6: Diagrama esquematico em malha fechada do sistema de controle com
IMC e atraso variavel.

A consideracao de atraso variavel foi tratada inicialmente em SANTOS e FRAN-
KLIN (2018a). Para aplicagao do teorema do pequeno ganho considera-se o sistema
de malha fechada equivalente mostrado na Fig. [6.71 Seguindo-se a demonstragao
do Apéndice [A4l (KAO e LINCOLN, 2004; SANTOS e FRANKLIN, 2018a), o pior
caso para o ganho Ly do subsistema A,,, é dado por d,,.x. Resta encontrar A,,, para

poder aplicar o teorema do pequeno ganho. Sabe-se que W(s) = sU(s). A partir da
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Fig. 6.7 sao obtidas as seguintes relagoes em que P(s) = R(s)B e P,,(s) = R, (s)B,:

U(s) =(sF + G)®(s)R(s)BV(s) + (sF + G)®(s)R(s)BU(s)
+ (sF + G)R,,(s)B,.(1 — ¢(s))U(s). (6.25)

Verifica-se anteriormente que (sF+G)®(s) = ®(s)(sF+G), logo, Ay, (s) é definido
como:

Aypy(8) = 5[Ly(s5) + ®(s)(L(s) — Ly,(s))] *®(s)L(s). (6.26)

Considerando-se a relagdo de V(s) para W(s), o critério de estabilidade para a

abordagem IMC baseada na receptancia ¢ dada por:
7([Ln(jw) + 2(jw)(L(jw) = Ln(jw))] ™' (jw)L(jw))wlmax < 1, Vw € [0,00). (6.27)

Nota-se que este critério exige L(jw), claramente desconhecido, portanto, con-
siderando esta dificuldade, um critério robusto pode ser apresentado a partir da
descrigdo de incertezas nao estruturadas de L(jw). Assim, com a inclusdo de

L,(s)L,(jw)™! na Eq. (6.27), a sequinte condigao permanece vélida

7([Ln(jw) + @(jw) (L(jw) — Ln(jw))] ™ Lin(s) L (jw) ' @ (jw)L{jw)) <
F(P(jw)Ai(jw))7([La(jw) + ®(jw)Ag(jw)] " L (jw))- (6.28)

Desta maneira, o critério apresentado pela Eq. (627) também é garantido se a

condicao seguinte for respeitada
F(2(jw)Ai(jw))dmax < o(Ln(jw) ™ [Ln(jw) + 2(jw) A (jew)]). (6.29)

Utilizando-se as mesmas operagoes anteriores o critério para IMC é obtido de forma

mais simples como sendo

([I — L,(jw)] 'Ly, (jw))7 (¢ (jw) [Ai (w)wiimax + Am(w)]) < 1,Vw € [0,00). (6.30)

Nota-se que o filtro ¢(jw) nao interfere no desempenho nominal embora possa ser
utilizado para atenuar o efeito da incerteza de modelo diretamente. Considerando-
se mais uma vez que A;(w) pode ser substituido por 1 + A,,(w) a condicio de

estabilidade robusta com IMC é dada em seguida.

Teorema 6.2.2 (Condicao de Estabilidade Robusta - IMC). Se o conjunto de su-
posicoes [6.2.1] forem validas, o sistema da Fig. ¢ estavel da entrada para saida
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para qualquer par entrada-saida se

(I — L, (jw)] 'Ly (jw))o (¢ (jw) [wimax + (Wmax + 1) A (w)]) < 1,Vw € [0, 00).
(6.31)

Observa-se que ¢(s) multiplica os termos definidos por A;(w) e A,,(w) conforme
Eq. (6:30) e (631)). Apesar do principal objetivo ser encontrar um critério de estabi-
lidade baseado em receptancia para sistemas de segunda ordem com atraso variavel,
ocorre que ¢ interessante, como consequéncia, descrever um procedimento para pro-

jeto robusto baseado no controlador IMC.

(B

C e e m mm o e o o e o e e e e e e e = = —

N - — — —— -

S e e e e e e e e e e e e e e e o e e m — — — - — - — o - - - - - — -

Figura 6.7: Descricao equivalente para andlise através do teorema do pequeno ganho.

Se o sistema possui somente polos estaveis, um filtro passa baixas definido como
o(s) = W pode ser projetado para forgar estabilidade robusta para um dado
limite de atraso duayx € Uma determinada incerteza nao estruturada A,,(w).

A partir da definicao do seguinte indice de frequéncia
p(w) =7(I - L,(jw)] 'Ly (jw)) (Wmax + (Wmax + 1) A (w)), (6.32)

a condicao para forcar a estabilidade robusta com o filtro passa baixas é simples-

mente pu(w)/[(1/(Tw)? 4+ 1)"] < 1. Com base neste limitante, a condigdo de projeto
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é definida como 7 > 7. em que 7. possui valor rea]H calculado da seguinte forma

2/m _ ]
T, = sup Hw) : (6.33)

s.a. we[0,00) w

Mais uma vez um filtro passa baixas é projetado para respeitar a condicao de
estabilidade e o compromisso com desempenho e robustez deve ser considerado.
Uma constante de tempo 7 elevada reduz a frequéncia de corte enquanto a ordem
do filtro m reduz a banda de transicao. De qualquer maneira, filtros de primeira e
segunda ordem oferecem respostas razoaveis (FRANKLIN et all, 2021).

Como forma de consolidar o projeto para sistemas de segunda ordem com in-
certezas, em [FRANKLIN et al. (2021)) apresenta-se uma andlise semelhante ao que
foi feito com o PSF utilizando IMC, pois em ambos os casos é necessario fazer uso
do modelo da planta. Assim como no PSF, verificou-se que é possivel aumentar a
margem de robustez em troca de perda no desempenho em relacao a rejeicao de per-
turbagao. Esta técnica é semelhante ao PSF mas deve ser usada quando nao ha um
atraso minimo ou seu valor é desconhecido. Esta abordagem foi usada em sistemas
de segunda ordem mas pode ser aplicada para os casos dos capitulos anteriores na

medida em que o conceito é similar ao preditor de Smith.

2Valores Complexos nao sao considerados uma vez que a condicdo de estabilidade é assegurada
em uma dada frequéncia para algum valor de 7 mesmo quando um valor complexo é encontrado.
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Capitulo 7

Estudo de Casos

Para ilustrar os resultados deste trabalho seis simulagoes e um resultado experimen-
tal sao apresentados. Na Secao [[.Il o PSF é utilizado em um caso SISO estavel
em malha aberta e na Secao considera-se a aplicacao do PSF para um sistema
SISO instavel em malha aberta. Na Secao [.3], considera-se a aplicagdo do PSF no
contexto de sistemas em cascata. A Secao [(.4] trata de um caso instavel em malha
aberta controlado por realimentacao de estados. A simulacao da Secao envolve
o caso multivariavel com preditor de Artstein aplicado a um RPA - Reator Perfeita-
mente Agitado (instdvel em malha aberta). Em seguida o caso baseado em sistemas
de segunda ordem que utiliza a estratégia do IMC ¢é analisado na Secao [[.6l Os
resultados finalizam com um caso experimental de controle de temperatura de um

termoresistor na Secao [Z.7

7.1 Caso I: PSF - Processo estavel em malha aberta
SISO

O estudo de caso inicial considerado no ambiente continuo como proposto origi-
nalmente em INORMEY-RICO e CAMACHO (2007). O problema representa um
sistema de controle de fluxo de ar onde o fluxo de ar da saida no final de um tubo é

controlado variando a velocidade angular de um ventilador do outro lado do tubo.

i Fluxo de ar
Ventilador —>
V I \ Turbina
—| Fontede Mecanismo
Poténcia manual

Figura 7.1: Sistema de controle de fluxo de ar. (Fonte: Adaptado de NORMEY-
RICO e CAMACHO (2008) pag. 158).
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Figura 7.2: Pior caso de incerteza multiplicativa (linha tracejada), incertezas de mo-
delo aleatérias baseadas em 500 plantas distribuidas uniformemente (linhas sélidas).

Observa-se que neste processo, o atraso varidvel é de natureza continua (funcao
continua com o tempo). Assim como em NORMEY-RICO e CAMACHQO (2007), o

modelo rapido do processo é dado por:

1

Gnls) = 1577

(7.1)
Por conta do efeito varidvel do atraso, assume-se uma variacao de 30% em torno de
L = 8,2 como proposto em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007), com este sendo
descrito como uma incerteza variavel no tempo ao invés de um erro de modelagem
fixo.

O modelo nominal completo é definido como

6—5,748

P, = ’
() =175 71

(7.2)
onde L(t) € [5,74; 10,66] € 0z > 4,92 de maneira que possa ser considerado 30%
de variagao em torno de L = 8,2. Além do mais, assume-se um limite maximo de
20% de erro de modelagem do ganho e da constante de tempo. Neste caso, Ap(w)

resulta diretamente de

1.2 —5,74s 0.8 —5,74s
Pl(s) = — o P(s) =
1,2-1,7s + 1 0,8-1,7s+ 1

1.2 —5,74s 0.8 —5,74s
PYs)= — 2 PMs) =
0,8-1,7s+1 1,2-1,7s + 1

em que A% (w) = | P, (w) — P/(w)|/|Py(w)| é um vértice de incerteza dado e Ap(w) =
max(AbL(w), A% (w), A% (w), Ab(w)). O limitante de incerteza Ap(w) e 500 incerte-
zas multiplicativas de plantas aleatérias distribuidas uniformemente sao mostradas
na Fig.
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(a) Limites de atraso varidvel para (b) Limite méximo de atraso varidvel to-
multiplos valores de filtros. lerével (9,4, para multiplos filtros).

Figura 7.3: Andlise de sintonias do filtro de robustez (caso estéavel de malha aberta).

Um simples controlador PI ¢ definido por

1,5(141,7s
CW_%-

Baseado no controlador do PSF, o efeito de um filtro de primeira ordem (F,.(s) =

1
Ts+1

) é estudado. Uma vez que 4. > 4,92 é exigido, os limites definidos por

1+Gn (jw)C(jw . -
H —gn(j(o]J)C)’(j(i)) — | (jw)| Ap(w)

| (jw)wl(1 + Ap(w))

Hpouma(jw) = > Omaz, Yw € [0, 00),
sao obtidos com interesse de projeto. Os limites com multiplos valores de 7 sao
mostrados na Fig. [[3al para ilustrar. O atraso varidvel maximo para cada filtro é
exposto também na Fig.[[.3bl Se 7 = 6 for usado, entao d,,4. = 4, 93 0 qual respeita
a faixa de atraso desejada [5,74;10,67]. De modo evidente, a constante de tempo
do filtro pode ser usada para suavizar o efeito do atraso ampliando o intervalo de
atraso toleravel.

Para efeito de simulac¢do, o atraso global é considerado como L(t) = 8,5 +

2sen(wt) e o seguinte processo é adotado:

1,2e 858
Pls) = —— 7.3
() =T 36571 (73)

Uma perturbagao em degrau na entrada com 0,2 de amplitude é aplicado em

t = 90 s. Sao utilizados dois filtros, F.(s) = =5 e F(s) = 5. A salda e o

sinal de controle sao apresentados nas Figs. [(4al e [7.4D] respectivamente. Observe

que a abordagem proposta pode ser usada em um sistema de controle de tempo

continuo a fim de lidar com atraso continuo e nenhuma informacao adicional é ne-
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Figura 7.4: Respostas de malha fechada com atrasos varidveis: L(t) = 8, 5+2sen(wt)
(caso estédvel).

cessaria se comparado com Teorema do pequeno ganho padrao. Como ja esperado,
7 pode resultar diretamente de Hpouna(jw) ja que este necessita apenas do limite
de incerteza multiplicativa convencional. Em resumo, a complexidade da proposta

é equivalente ao caso invariante usual.

7.2 Caso II: PSF - Processo SISO instavel em ma-
lha aberta

O controle de concentracao de um reator instavel é apresentado em NORMEY-RICO
e CAMACHO (M) e considerado neste caso. O modelo linearizado no ponto de

operacao desejado é dado pela seguinte funcao de transferéncia:

3,443e7%

P(s) = 220¢
()= T3 15 —1

O controlador e o filtro de referéncia apresentados em NORMEY-RICO e CAMA-
CHO (IZDD_Q) sao dados por:

| 3,29(43,875 4 1) (20s + 1)

C¢ls) B TG emsrn

Nota-se que a estrutura de implementacao unificada de tempo discreto do PSF é
exigida a fim de garantir a estabilidade interna. O Teorema [2.2.5] requer um modelo
estavel de malha aberta devido ao calculo do Pjj.s(w). Entretanto, como mostrado

em |XAMAMQ’KE_ARAK11 (|19_9_4|), a resposta em frequéncia de um sistema instavel

em malha aberta amostrado pode ser obtida se o sistema de malha fechada é estavel.

Além do mais, P,.s(w) pode ser aproximado por P(z)|,—.« se o comportamento
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entre amostras for desprezivel (h for suficientemente pequeno) (KAO e LINCOLN,
2004). Neste exemplo, h = 0,5 s a fim de que P(z)|,—civ = Pias(w) € 0 Teorema
possa ser aplicado diretamente.

Dado que sistemas reais sao afetados por incertezas, a condi¢ao dada pela Eq. (5:29)
¢ usada. Mais uma vez, seré considerado 20% de incerteza na estimagao da cons-
tante de tempo e ganho estético. Para o limite do atraso variavel é considerado 10%
de variacao maxima. Assim, os modelos nominais continuo e discreto com atraso

fixo sao dados respectivamente por:

3, 4430185

P, == )

() =To31s —1
PL(2) 0,016692 %
(2) =—————.

~—1,005

Pra efeito de simulagao, assume-se que o processo sem o efeito do atraso é dado

por:

3,787

Plg) = >0
() = 53705 1

de modo que o atraso global ¢é limitado a L(t) € [19,21]. Entao, Ap(e’*) pode ser

obtido diretamente de

1,2- 3,443 0,8 - 3,443
Pl(s) = — - L PHs) = o :
1,2-103,1s + 1 0,8-103,1s + 1
1,2- 3,443 0,8 - 3,443
P(s) = . Pls) = :
0,8-103,1s + 1 1,2-103,1s + 1

em que

AB(e) = [Pa(e™) = P ()| /| Pa(e™)]

¢ um dado vértice de incerteza e o pior caso da incerteza multiplicativa é dada
por
ZP(eejw) = maX(A}D(ejw)u A%(‘ejw)a A;]))D<€jw)7 Azlg(ejw»'

O limitante de incerteza A p(e) e 500 incertezas multiplicativas de plantas aleatérias
distribuidas uniformemente sao mostradas na Fig.

O filtro de robustez é definido como:

apz + a1

Bz = (2 — 2y)?

em que 2y define os polos do filtro e ag e a; s@o usados para garantir um S(z) estavel.
Além disso, Ap(e’?) ~ Ap,(e’*) por conta do tempo de amostragem usado neste

exemplo.
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Figura 7.5: Pior caso de incerteza multiplicativa (linha tracejada), incertezas de mo-
delo aleatérias baseadas em 500 plantas distribuidas uniformemente (linhas sélidas)
- caso instavel em malha aberta.

Para o caso misto, o limite do ganho é dado por:

B R () Ap(e)
H oun 6.7“/' — - . R —_— R > N7 Vw E 07 (0. @) ) 74
B d( ) |Fr(€]w)(1 _ e]w)l(l + APa(e]w)) [ ) ( )
em que

v VAN IN]

2IN|+1

pode ser usado diretamente para obter N a partir de N.

O efeito da sintonia do filtro de robustez esta ilustrado na Fig. [[.6al enquanto
que o atraso varidvel méximo para cada filtro é exibido na Fig. [[L60l Perceba que
a margem de atraso varidvel é afetada por zy, mas a relacao nao ¢ direta como
no caso estavel em malha aberta uma vez que os zeros do filtro sao usados para
garantir estabilidade robusta. De qualquer maneira a estratégia com o PSF pode
ser facilmente projetada para garantir estabilidade robusta, visto que a interpretagao
através da resposta em frequéncia pode ser aplicada diretamente. Neste problema,
Omaz = 8,2 - h 0 que garante estabilidade robusta para 18 < L(t) < 22, 1.

As respostas de malha fechada para seguimento de referéncia com uma per-
turbacao em degrau na entrada com 0,5 de amplitude em 330 s sao mostradas nas
Figs. [[.Tal e [[. 70 sendo L(t) = 20 + 2sen(2t). Perceba que, como ja esperado, a es-
tratégia proposta é capaz de atenuar o efeito indesejavel do atraso varidavel. Mesmo
para o caso instavel, a sintonia do filtro de robustez pode ser facilmente alcancada
usando o critério de estabilidade proposto. Como previsto, a resposta de malha
fechada ¢ estdvel com zy = 0,98. Além disso, o resultado é nao conservador em

excesso visto que a instabilidade é percebida com zy = 0, 85.
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Figura 7.6: Analise de filtro de robustez (caso instdvel em malha aberta).
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Figura 7.7: Controle em malha fechada com atraso varidvel: L(t) = 20 + 2sen(2t)
(caso instdvel em malha aberta).
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7.3 Caso III: PSF - Sistema em cascata

Considerando o sistema de controle em cascata apresentado na Fig. [[.8 assume-
se uma estrutura com controlador local no qual os sinais de medicao e atuacao
trafegam via meios de comunicacao dedicados. Esta hipdtese é tipicamente imposta
por razoes de seguranca tanto em malhas industriais, quanto em robdtica movel.
Enquanto que a malha de controle externa é configurada com um controlador mais
afastado compartilhando um rede de comunicagao.

O problema do controle em cascata de sistemas com atraso é um tema relevante,
uma vez que este tipo de estratégia é usualmente empregada em processos indus-
triais e robdtica moével (GARCIA et all, 2010; SANTOS et all, 2018a). A titulo de
exemplo, robos modveis costumam apresentar um controlador local para regular a
velocidade das rodas e um controlador externo para controlar uma trajetoria. No
campo da industria de processo, costuma-se utilizar controladores locais para agir
sobre a dinamica de atuadores e os controladores mestres sao empregados para re-
gular a variavel de processo de interesse. Com o avango das redes de comunicagao

no contexto do chao de fabrica e da robdtica mével, novos desafios tém surgido.

7.3.1 Projeto de PID baseado em IMC

A malha (rdpida) interna constituida por Cy e P, ¢ sintonizada usando a estrutura
IMC para obter um PID equivalente utilizando um modelo G,5 de P, conforme

Fig. [[.9 As perturbagoes estao representadas em gq.

q
, y
?CﬁA»%)»CQ»PQTPlﬁ

Figura 7.8: Sistema de controle em cascata.

q
S0 O P APOP G P Py
G

n2

Figura 7.9: Sistema de controle em cascata IMC.

Considerando-se que a malha interna pode ser aproximada por uma planta de

primeira ordem com atraso tem-se que:

) (7.5)



AR TVl

Figura 7.10: Sistema de controle em cascata IMC com controlador equivalente.

e utilizando-se a aproximagao de Padé de primeira ordem para aproximar o termo
correspondente ao atraso de transporte, obtém-se o modelo aproximado de P,5(s)

CcOo1mo

KmQ (1 - S%)
Tms + 1 (14 stz

(7.6)

n2 —

Semelhante ao desenvolvimento apresentado em BEQUETTE (2002), considera-

se a fungao G.o como:

(Tms + 1)(1 + 3%)
KmQ(T()S + 1)

G = (7.7)

O controlador de malha fechada Cy(s) para a malha interna pode ser obtido
como segue (BEQUETTE, 2002):

Gc2
C = 7.8
2(s) =7 GaPs (7.8)
1 (0,57 Lp2s® + (T + 0,5L,2)s + 1)
Koo (10 — £g2)s '
Resta entao, multiplicar o ultimo termo da Eq. (Z.9al) por % para obter
os parametros do controlador PID Csy(s) :
(Tm + 0, 5Ln2)
Kce= 7.9
T K0+ 0,5L) (7.92)
Ti =(7,0 + 0,5L0), (7.9b)
Tan2
= 7.9
27—m + Lng ( C)

Vale lembrar que a aproximacao de Padé provoca um erro que deve ser levado
em conta. Uma alternativa é respeitar a regra 7y > 0,8L,5 conforme apontado em
BEQUETTE (2002). No entanto, cabe ressaltar que o erro de aproximagao serd
levado em consideracao no critério de estabilidade robusta com atraso variavel.

Em FRANKLIN e SANTOS (20204) foi verificado que um filtro passa-baixas

poderia assegurar estabilidade robusta para qualquer atraso maximo desde que o
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sistema seja estavel em malha aberta. A despeito da degradacao do desempenho da
resposta de rejeicao de perturbacao, este resultado indica que o filtro de robustez
pode ser adaptado durante a operacao da malha com vistas a recuperar a estabilidade
robusta caso o atraso maximo seja subestimado. Isto faz com que, na pratica, nao
seja necessario conhecer o valor exato de 6,,4,, uma vez que a reducao online da
largura de banda do filtro de robustez permite recuperar a estabilidade robusta.
Nesta secao, é proposta uma técnica de sintonia exata para o um filtro passa

baixas descrito como

1

F.(s) = s+ 1)

(7.10)

sendo 7 > 0 e m parametros com liberdade de ajuste. Entao, a condigao (5.I8]) pode

ser reescrita da seguinte formas:

|Fr(jw)|p(w) < 1. (7.11)
sendo
pw) = [C(jw)| (ZP(W) + Omazw(1 + ZP(W)))v
com C(jw) = % Vale lembrar que |P,(jw)| = |G, (jw)].

Neste problema de projeto, considere a necessidade de se estabelecer a menor
constante de tempo critica 7. para que o filtro possa garantir a estabilidade robusta.

Reescrevendo a condicao (Z.I1]) demonstra-se que:

P —1

" (7.12)

T2 Te=

E necessdrio levar em consideracao a relagao de compromisso entre a rejeicao de
perturbacao e a robustez na definicao da largura de banda do filtro. Desta forma, é
possivel encontrar o 7. de forma exata com vistas a assegurar estabilidade robusta
com atraso variavel e erro de modelagem numa estratégia em cascata, sendo um
PID local o regulador da malha interna.

Em algumas aplicacoes, pode ser necessario utilizar um filtro de robustez que
elime o polo de malha aberta da funcao de transferéncia da perturbacao para a saida.
Neste tipo de problema, o procedimento de sintese do filtro pode ser realizada por
meio do método de bissecgao, conforme discutido em [DE LIMA e SANTOS (2015).

Considera-se um processo cuja dinamica sofre com termos de ordem superior e
de fase nao-minima. Este processo foi discutido em [JENG e LEE (2012) e as fungoes

de transferéncia sao descritas em seguida:
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10(1 — 5s) .

P, = 7.13

1) = Gos T 0p(0s T 12¢ (7.13)

Py(s) ’ 3 (7.14)

§) = ———e )
? (13,35 4+ 1)
O modelo da planta interna adotado é definido como:
2,972
PHQ(S) = ’ il 73’0538. (715)

(12,970s + 1)
Para a definicao da malha interna de controle, utilizou-se o método do IMC
descrito na secao [[.3.1] para obter o controlador equivalente da malha interna. O
conjunto de Egs. (Z9) foi utilizado para obter G. com os seguintes parametros:
Koo =0,822, 710 = 14,8, Tpo = 1, 348.
O modelo da planta vista pelo controlador primario, considerando o fechamento

da malha interna, é , através de identificacao como sendo

9,979 —43,77s

Pu(s) =
)= 022,39 + 81,115+ 1)°

(7.16)

O controlador primério do PSF é sintonizado considerando o modelo rapido de
P,(s), ou seja, G,(s), e o atraso de 43,77 serd compensado. Adotando o seguinte

controlador primério

(s +0,117)(s + 0, 005)

—9
Cls) = 25— 630)

(7.17)

Assume-se que:

i) a planta estd submetida a um atraso variavel L(t) = 27+ §(t) com ¢ € [—5, 5]
sendo §(t) = bsen(t);

ii) hd uma mudanca de referéncia em degrau unitério em t = 0;
iii) Ocorre uma perturbagao dada por ¢(t) = 0, 5u(t — 700).

A titulo ilustrativo, apenas o erro causado pela aproximacao da malha interna e
o efeito do atraso variavel foram considerados, sem erro de modelagem adicional. O
principal objetivo é ilustrar a importancia da analise de estabilidade robusta mesmo
em situagoes com erros de modelagem teoricamente despreziveis.

Para o exemplo em andlise, a condicao de estabilidade robusta para diferentes
valores de 7 pode ser verificada observando as curvas da Fig. [[.11], onde as curvas
de p(w) para diferentes filtros de robustez permitem demonstrar a possibilidade de
se obter um filtro que garanta a estabilidade robusta para um dado valor de atraso
variavel. O valor limite imposto pela condi¢ao da Eq. (T12) é 7 > 68,9 e é exibido

na Fig. [[.11] como a curva tracejada.
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Figura 7.11: p(w) para diferentes valores de de 7.
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Figura 7.12: Respostas da varidavel de saida e de controle sem filtro de robustez
(F.(s) =1) e com filtro (F,.(s) = 1/(69s + 1)).

O resultado da simulacao com auséncia do filtro de robustez é mostrado na
Fig. [[.12al de modo que o efeito da incerteza de modelo e do atraso é evidenciado
no comportamento instavel exibido. Aplicando o filtro que respeite a condigao de
estabilidade, chega-se & resposta apresentada na Fig. [.L120 Na Fig. é feita
a troca do parametro do filtro durante a simulacao e este resultado demonstra a
utilidade do filtro de robustez na recuperacao da estabilidade comprometida pelo

atraso sem necessidade de interromper o processo.

7.4 Caso IV: PSF - Processo instavel em malha

aberta com realimentacao de estados

Neste exemplo, um sistema controlado por rede apresentado em HU et al. (2007) e
discutido em NORMEY-RICO et al. (2012a) é utilizado para enfatizar os beneficios
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Figura 7.13: Recuperagao da estabilidade chaveando a constante de tempo do filtro
de 7 = 0 para 7 = 69 em t=700 s.

da condicao simplificada proposta. Agora considere o modelo discreto dado por

0,6693 —0,0042 0,1647
Thy1 = Ty + U
0,4231 1,0501 0, 0960

yr =[1 0]z,

O PI multivariavel proposto em INORMEY-RICO et all (20124) na forma de

espaco de estados pode ser reescrito como C(z) = K,[—I 2%[1 0] com K, sendo

definido para posicionar os autovalores de malha fechada em {0,7020 0,7020 0,95}.

O filtro de robustez diagonal (por simplicidade) é definido como

com F,(z) usado para garantir estabilidade interna (S(z) ¢é estédvel).

7.4.1 Caélculo do S(z)

Lembrando-se das condigoes que precisam ser atendidas:

a) F.(1)=1;

b) Polos indesejaveis de G,, precisam ser zeros de [1 — F'r(2)]2~%. Neste caso, o polo
indesejado é a.

Logo, seguindo o método apresentado em SANTOS (2011), considera-se que

F,(z) pode ser escrito como o produto de dois filtros



sendo F,(z) um filtro primdrio e F.(z) um filtro de cancelamento.

Definindo F,(z) = Z_lzf e F.(z) = becyz + beg e considerando a primeira condigao

de S(z) escreve-se:

F.(1) = F,(1)[beyz + beo) =1,

z=1
resultando em:
Fp(l)[bCl + bCQ] = 1. (718)

Para a outra condicao de S(z)

[1— Fr(z)]z¢ =0— Fr(z)z™

zZ=a

z=a

Para definir F, INORMEY-RICO et all (20124) considera-se a compensacao de

uma amostra fixa de atraso, logo d = 1.

1
F.(2)z7! =
z=a Fp<2’) z=a
1
[be1z + beglz ™! =
z=a Fp(Z) z=a

Reescrevendo-se e substituindo a no lado esquerdo:

[bera + bepla™ =

(7.19)

As condicoes impostas por Eqs. [[.18] e resultam no seguinte sistemas de
equagcoes:
ber + beg = Fo(1)71,
bera + beg = aFy(a)™.

Neste problema nao é considerado erros de modelagem, uma vez que apenas
atraso variavel é assumido em NORMEY-RICO et al! (2012a). O filtro proposto em

NORMEY-RICO et all (20124) também precisa atender as condigoes de S(z). Como
I
=1
NORMEY-RICO et al. (2012a) como:

14 é considerado que F,(2) com 3 = 0.8 é possivel obter o F,.(z) utilizado em

1,245(> — 1,045)
(—0,8)

Fm(z) =

neste caso o atraso variavel admissivel, segundo o critério apresentado em NORMEY-
RICO et al. (2012a), é dado por §[n| € [1,3]. Todavia, este filtro ndo é estritamente
proprio permitindo ganhos indesejados em altas frequeéncias. De fato, uma sinto-

nia fina pode ser facilmente usada para aumentar a faixa de atraso admissivel pois
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Figura 7.14: Condigao de estabilidade simplificada (MIMO).

a analise via resposta em frequéncia oferece uma interpretagao grafica clara para
ajuste deste filtro.
Um novo filtro estritamente proprio é definido por

1,9978(z — 0,8763)(z — 0,7)
FT2(Z): (2—0,8)2 )

onde os valores singulares H,,, considerando ambos os filtros sao apresentados na
Fig. [[ 14l Como destacado previamente, F.i(z) viola, por pouco, o limite superior
definido por Ny, = 3, enquanto que F,5(z) é capaz de aumentar a faixa de varia¢ao
do atraso. Esta andlise qualitativa é uma vantagem da abordagem do Teorema do
pequeno ganho. Além disso, o desempenho de rejeicao de perturbacao obtido com
F1(2) e Fna(z) sao similares como observado na Fig. [[[Ihal, apesar da faixa de
varia¢do do atraso maximo admissivel ser 50% maior (Ny,q, = 2 versus Ny.. = 3).
Note que N, = 2 foi obtida com o critério definido em NORMEY-RICO et al.
(20124) .

Respostas comparativas a rejeicao de perturbacao com atraso fixo e atraso variavel
sao apresentadas nas Fig. [[.15al e respectivamente. Como pode ser verificado
no resultado de malha fechada, N,,,, = 2 é muito conservador caracterizando uma
limitacao intrinseca da abordagem proposta em NORMEY-RICO et all (2012a) visto
que N € assumidamente um inteiro. Por outro lado, N,,.. = 3 pode ser facil-
mente obtido com uma resposta a rejeicao de perturbacao similar usando o método

de reposta em frequéncia proposto.

10s exemplos que utilizaram métodos baseados em LMI utilizaram a biblioteca YALMIP para
os célculos computacionais (LOFBERG, 2004; [STURM, 1999)
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Figura 7.15: Caso V: Comparacao de rejeicao de perturbacao.

7.5 Caso V: FSA - Processo MIMO Instavel em
Malha Aberta

Um RPA realiza uma transformagao irreversivel de A — B em que podem ocorrer
multiplos tipos de atrasos. Outros processos industriais possuem o comportamento
dinamico semelhante ao modelo do RPA. Reatores cataliticos e reagoes de hidrolise
sio alguns exemplos de utilizagao (ALBERTOS e GARCIA, 2012).

Neste exemplo, é possivel ilustrar a estratégia proposta aplicada a um sistema de
duas entradas e duas saidas, instavel em malha aberta e com a presencga de atraso
L(t) como em ALBERTOS e GARCIA! (2012). Por simplicidade de discussio, serd

desprezado o efeito do atraso interno dos estados.
O modelo linearizado em torno de um ponto de equilibrio é dado por ALBERTOS
e GARCIA (2012):

Calt)
T(t)

Ca(t) = Cg
T(t) - T*

3, 6206 0 q(t — L(t)) — q¢*
—34,656 —49,158| |qs(t — L(t)) — ¢ |

+
37,557 95,9545

B [—2, 1779 —0,30067

(7.20)

Neste caso, assume-se que o ponto de equilibrio é formado por vazoes de equilibrio

definidas como ¢* = ¢% = 1,41 m3/s, o que resultaria em:
C* = 3,057Tkmol A/m?; T* = 340,17°K.

O sistema possui como varidveis manipuladas as vazoes g (vazao de saida) e ¢; (vazao

do liquido refrigerante) e como varidveis de processo a concentragao do reagente A
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Tabela 7.1: Valores de 8,0z € L + 0oz com ( L = 110-1072 ) e sem compensacao (
L=0).

L 0 110 ms
Omaz ~ 21lms 1l ms
Omaz + L 21 ms 121 ms

C.(t) e T(t) a temperatura no reator. Assim, define-se:

Ca(t) - C;
T(t) - T*

) = ¢
0= LJ(t) - CJ?}] .

O ganho de realimentacao foi definido como

(t) =

9

L _ [0.0007 0,2037
"7 10,8037 0,3728]"

sendo este obtido através da solu¢ao do LQR -Linear-Quadratic Regulator (Regula-

dor Linear Quadratico), com objetivo de minimizar a funcao custo ([Z.21)

= / T Tt + ut)” [10 0] w(t)dt. (7.21)
0 0 10

O atraso utilizado na compensagao através do preditor de Artstein, assim como
o limite tedrico da componente variante no tempo segundo o critério proposto estao
apresentados na Tabela [[Il Para fins de compensacdo do atraso, assume-se L =
110 ms. Nota-se que L = 0 corresponde & estratégia sem compensacdo de atraso,
sendo possivel garantir estabilidade para qualquer variacao de atraso entre 0 e 21 ms.
A faixa toleravel de variacdo do atraso torna-se menor uma vez que a norma da
matriz eAl tende a aumentar com o crescimento de L. Por outro lado, conforme
esperado, o valor maximo de atraso aumenta de maneira significativa, uma vez que
o preditor cumpre o papel de eliminar o atraso minimo da malha. Neste exemplo, o

atraso toleravel deve pertencer ao intervalo de 110 a 121 ms.

Nesta primeira simulacao, utilizou-se um atraso variavel dado por:
L(t) = [115 + bsen(1t)]ms. (7.22)
O sistema parte da condigao inicial zq = [—0,02;0,2] com u(7) = 0, 7 < 0. As

respostas com preditor e sem preditor sao exibidas nas Figs. [[.16al e [[.16D] respec-

tivamente.
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Figura 7.16: Resposta ao degrau do RPA - Controlador K.
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Figura 7.17: Resposta ao degrau do RPA com o preditor - Controlador K.

Nota-se, como esperado, que o atraso variavel nao foi capaz de instabilizar a
simulacao com o preditor de Artstein, conforme indicado na Fig.[.16al Com relacao
a resposta sem preditor (Fig. [LI6D), a inexisténcia de compensagao de atraso é
suficiente para causar instabilidade, sendo esta a principal consequéncia indesejada
da presenca de tempo-morto numa malha de controle.

Para tornar mais clara a importancia da utilizacao do critério foi aplicado o

controlador definido como

—0,6297 0,083
1,2079 0,8511

no
Il

Para este controlador e com L = 110 ms, o valor maximo de atraso variavel, aten-
dendo ao critério, é d,,4. = 8,8 ms.

Neste cenario, simula-se primeiramente o sistema com o controlador K, con-
siderando somente a componente fixa do atraso e o resultado é apresentado na

Fig. [[17al O sistema se mantém estdavel, uma vez que ainda hd uma margem de
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atraso de 8,8 ms. Em contrapartida, quando o sistema é submetido ao efeito da
componente varidvel do atraso o resultado da simulacao mostrado na Fig. [[.17D] de-
monstra instabilidade. Este atraso é varidvel no intervalo [110, 125] ms excedendo
0 Omaer para o qual a estabilidade é garantida.

O resultado demonstrado pelas Figs[Z.I7ale[7.17blreforca a importancia de cuidar
para que a sintonia do controlador leve em consideracao o atraso variavel maximo
admissivel. O critério proposto oferece uma forma simples de verificd-lo. Estes
resultados ilustram o beneficio da solucao proposta no controle de sistemas com
atraso variavel, mitigando o efeito do atraso constante por meio do preditor de
Artstein. Se comparado ao preditor de Smith, ndao ha a necessidade de qualquer
ajuste especifico, o que simplifica o processo de sintese. Uma realimentacao de
estados convencional pode ser ajustada de tal maneira que a estabilidade é verificada
com o critério proposto. Desta forma, o problema de sintese e compensagao de
tempo-morto na presenca de atraso variavel pode ser tratado de maneira similar a
um sistema sem atraso. A tnica diferenca decorre da verificagao de estabilidade por

meio de um critério simplificado baseado no teorema do pequeno ganho.

7.6 Caso VI: Sistema vibratéorio com dois graus
de liberdade

Este estudo de caso foi apresentado inicialmente em RAM e MOTTERSHEAD
(2007) e aplicado em [FRANKLIN et all (2021). Ele é importante para confirmar
os resultados obtidos para sistemas de segunda ordem sujeitos ao atraso varidavel
considerando-se incertezas de modelagem. A estrutura mecanica de referéncia é

mostrada na Fig. [[[I8 e as matrizes nominais do sistema sao dadas por:

0 2 -1 1 -3 3 2

Com isto, a receptancia de malha aberta nominal do sistema é obtida a partir da
Eq. (62) como sendo:

1
s*+1,5834+9,552+2, 55+ 7,5

52 40,55+ 1,5 0,5s+1,5
0,58+ 1,5 0,5s% + 0,55 + 4

Ru(s) =

Os polos de malha aberta sao A\j o = —0,6727£2,81907, Ay 3 = —0,0773£0, 9418
e os polos de malha fechada desejados sao definidos por py = =2, pe = =3, ps4s =

—1 4+ 10¢. As matrizes de ganho do controlador via realimentagao de estados na
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Figura 7.18: Caso IV: Sistema massa mola amortecedor.
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Figura 7.19: Modelagem de incerteza para o pior caso com 2% na massa m; e
+1% na massa me.

forma da Eq. (6] que posiciona os polos de malha fechada no local desejado é dado

COIMo:

F = [62,6750 —68,1750], G— [—68,8750 —30,3750] .

A condicao de estabilidade robusta foi verificada por meio de variacao da diagonal
da matriz de massas %2 e £%1 respectivamente em mq; e mos.

O pior caso do A,,(w) resultante dessa variacido foi exibido na Fig. Mil
tentativas de variagoes combinadas na matriz de massa foram executadas para en-
contrar a envoltéria destacada em vermelho.

A Fig. exibe a primeira parte da Eq. (614]) representando o caso nominal, o
caso com 0, = 0,0209; o pior caso com incerteza de modelo seguindo a Eq. (A.62))
considerando o mesmo 6,,,, € por ultimo a utilizacao da estratégia IMC.

Nota-se que a resposta de malha fechada é estavel considerando o caso nominal,
porém a estabilidade nao pode mais ser assegurada quando o pior caso de variagoes
na matriz de massas é simulado. As simulactes das respostas de malha fechada
no dominio do tempo observadas na Fig. [[.2]] confirmam o resultado do critério.

Perceba que, se nenhuma correcao for aplicada uma resposta instavel é obtida devido
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Figura 7.20: Caso VI: Critério de estabilidade robusta (6.1.1)) (nominal), (A.62)
(pior caso de perturbagao na massa) e (6.31) (IMC).

ao erro de modelagem (SANTOS e FRANKLIN, 2018a).

O controlador IMC é implementado considerando a presenca de incertezas ado-

1
Tes+1

pico do pior caso de tal maneira que ele se mantenha abaixo da linha de 0 dB.

tando um simples filtro de primeira ordem ¢(s) = ajustado para reduzir o
Para uma atenuagao exata desse pico ((we, i) = (10;6,538 dB)), o ganho do filtro
deve ser |¢p(jw.)| = —6,538 dB. Usando a condigdo dada pela Eq. ([6.33]) chega-se
7. = 0,1858. A Fig. exibe, com o tracado em verde, o critério de estabilidade
robusta com o IMC filtrado dado pela Eq. (631]) enquanto que a resposta temporal
com o pior caso de incerteza e o atraso maximo é exibido na Fig. demonstrando

o beneficio da utilizacao do IMC.

7.7 Caso VII: PSF - Controle de poténcia em um

termoresistor (experimental)

Nesta secao sera apresentado um resultado experimental de um sistema com atraso
variavel mais compensacao. Optou-se por um sistema de baixo custo com carac-
teristica nao linear do tipo SISO.

Este sistema estd representado na Fig. [[.23] R, é um termoresistor de 10k do
tipo NTC - Negative Temperature Coefficient (coeficiente de temperatura negativo)

e R é um resistor comum de 10k€2. O amplificador é polarizado com 5 volts.
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Figura 7.21: Simula¢ao no tempo para uma condicio inicial dada por x(0) = [1 2]T:
caso nominal com atraso varidvel 6(t) = 0,0167+0, 0042sen(t) (Linha sélida preta);
e 0(t) = 0,0167 + 0,0042sen(t) com o pior caso de incerteza na matriz de massas
(linha tracejada em vermelho).
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Figura 7.22: Simulagao no tempo para uma condicio inicial dada por x(0) = [1 2]*:
caso nominal com atraso varidvel 6(¢) = 0,0167+0, 0042sen(t) (Linha sélida preta);
e d(t) = 0,0167 + 0,0042 (maximo valor de atraso) com o pior caso de incerteza na
matriz de massas e a estratégia IMC (linha tracejada em vermelho).
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Figura 7.23: Caso VII: Sistema de Controle de Temperatura.

A tensao no NTC é obtida a partir da sequinte equacao:

R
Vo= Vi(l+ ).
Neste caso, deseja-se que a poténcia dissipada no R, seja a variavel controlada

de modo que a relacao entrada-saida é obtida a seguir

(%
I, =I; = ey
R
Ps :‘/s]s = -Rs]s2 = WOI;V;)IE? = (‘/0 - ‘/D[Sa
(Vo = Vi)
p, == Yy,
R

O modelo linear do sistema é do tipo FOPDT cujos parametros foram obtidos a

partir da curva de reagao ao degrau:

sendo
K

754+ 1’

cujos parametros do modelo sao K =0,19e 7 =0,17 s.

Gn(s) =

Um computador é utilizado para controlar o sistema através de comunicacao
serial e o atraso varidvel é introduzido na entrada por meio de um buffer. A taxa
de amostragem utilizada é de h = 0,0177 s.

Utiliza-se um PI como controlador primério. O polo desejado de malha fechada

é sq= _1;052 e os demais parametros do PI sao obtidos da seguinte forma:
—(1s+1)s
K, = 1,05 )
K(S + T)
s=5q
1.05
K, = K,—,
-

resultando em K, = 11,3 e K; = 70 definindo o seguinte controlador:
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Figura 7.24: Caso VII: Resposta de um sistema com atraso variavel experimental
amostrado.

s+7
Ge(s) = 11,3( )
S
Um filtro de referéncia de primeira ordem é utilizado para atenuar o sobressinal
causado pelo zero do controlador portanto ele é sintonizado de maneira a cancelar
este o zero.
Uma vez que o sistema possui incertezas, utiliza-se o seguinte filtro de robustez

para garantir estabilidade:
z2(1—a)

Fr(ejw) = zZ—

(7.23)

Um tempo morto aleatério é adicionado na entrada do sistema limitado a
[10,25]h e o preditor de Smith é utilizado para compensar 25 h.

Um filtro F,(z) com extensa largura de banda resulta em um sistema instével
conforme Fig. utilizando-se a sintonia do PI apresentado. Este exemplo de-

monstra a importancia de cuidar para que as incertezas na estimacao do atraso nao
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levem o sistema para instabilidade

No segundo experimento a largura de banda de F,.(z) é reduzida e a resposta
ao degrau para o = 0,97 na Fig. [[.24D] mostra a efetividade do F,(z) para evitar
instabilidade.

Uma situacao tipica pode ocorrer quando o operador propoe uma sintonia es-
pecifica para o controlador mas, por conta de incertezas, o sistema se mostra instavel,
a partir dai ele pode ajustar a largura de banda do filtro recuperando o comporta-
mento estdvel desejado. Este resultado pode ser notado na Fig. [[.24d
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Capitulo 8
Conclusoes

Esta tese procurou apresentar critérios de garantia de estabilidade robusta para
sistemas sujeitos a atraso variavel utilizando-se uma abordagem baseada na resposta
em frequéncia como alternativa a abordagem temporal que utiliza descri¢coes por
meio de funcionais de L-K e L-R. Parte dos critérios propostos utiliza compensadores
de atraso e outra parte foi direcionada aos problemas de sistemas vibracionais de
segunda ordem. Adicionalmente foi considerada a presenga de incertezas de modelo
nao estruturadas.

Além disso, verificou-se a importancia desta abordagem considerando-se especi-
almente o preditor de Smith filtrado e o preditor de Artstein (FSA). Os critérios
baseados no PSF ou para sistemas de segunda ordem demonstraram a viabilidade de
utiliza-los para recuperar a estabilidade robusta na presenca de incertezas e atraso
variavel. No PSF o filtro de robustez pode ser ajustado durante a operagao. Pro-
curou mostrar também a viabilidade de se utilizar o PSF para sistemas de controle

em cascata sujeitos a atraso variavel.

8.1 Potenciais Contribuigoes
Este trabalho apresenta as seguintes contribuicoes principais:

i) Condigoes de estabilidade simplificadas para sistemas com atraso
varidvel com compensacao de atraso usando preditores (PSF e de Artstein)
baseadas no teorema do pequeno ganho para o caso de tempo continuo, de

tempo discreto e a dados amostrados;

ii) Regras de sintonia para o filtro de robustez do PSF e do IMC em sistemas
de segunda ordem para recuperacao da estabilidade robusta na presenca de

atraso variavel,
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iii) Extensao do critério de KAO e LINCOLN (2004) para o caso MIMO

incluindo incertezas nao estruturadas;

iv) Critério de estabilidade para sistemas de 22 ordem na presenca de

atraso variavel com garantia de estabilidade robusta.

8.1.1 Lista de Publicacoes

Na forma de publicacao, sao relacionadas as seguintes contribui¢oes no contexto do

tema do doutorado proposto até o momento:

Periddicos aceitos

e SANTOS, T. L. M., FRANKLIN, T. S., “Enhanced Finite Spectrum Assign-
ment with Disturbance Compensation for LTI Systems with Input Delay”,
Journal of the Franklin Institute (2018)

e SANTOS, T. L., ARAUJO, J. M., FRANKLIN, T. S., “Receptance-Based Sta-
bility Criterion for Second-Order Linear Systems with Time-Varying Delay”,

Journal of Mechanical Systems and Signal Processing, 2018.

e FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., “Robust filtered Smith predictor for
processes with time-varying delay: a simplified stability approach.” European
Journal of Control, 2020.

e FRANKLIN, T. S., ARAUJO, J. M., SANTOS, T. L. M., “Receptance-Based
Robust Stability Criteria for Second-Order Linear Systems with Time-Varying
Delay and Structured Uncertainties”, Journal Mechanical Systems and Signal

Processing, 2021.

Conferéncias aceitas

e FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., “Critério de Estabilidade Simplificado
para sistemas Lineares com Atraso Variavel: Uma Abordagem via Preditor de

Artstein”, Congresso Brasileiro de Automaética, 2018.

e FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., ARAUJO, J. M. “Critério de esta-
bilidade simplificado para sistemas lineares em cascata com atraso variavel:
uma abordagem via preditor de Smith Filtrado”, Congresso Brasileiro de Au-
tomatica, 2020.
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8.2 Perspectivas de atividades futuras

Como forma de dar continuidade a este trabalho, propoe-se:

i) desenvolver critérios de estabilidade robusta menos conservadores na presenca
de atraso variavel utilizando desigualdades mais aperfeicoadas como Wirtinger

e Bessel-Legendre como alternativas a desigualdade de Jensen;
ii) tratar do problema com preditores e controladores distribuidos;

iii) considerar o problema do preditor de Artstein e sistemas de 2% ordem utili-

zando estimador de estados;

iv) considerar o problema de variacao do instante de amostragem e controle ba-

seado em evento;

v) explorar outras formas de representagao de incertezas a exemplo de problemas

com incertezas politépicas.
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Apeéendice A

Ganho dos subsistemas

A.1 Ganho H,, PSF - Caso MIMO continuo

Com base na Fig. €4 matriz de funcoes de transferéncia de w(t) para v(t) sao

obtidas por meio das relagoes a seguir:

Yp(s) = Sa(s)U(s) + Fe(s) Y (s),
Y(s) = P(s)[W(s) + U(s)],

Sabendo que as relagdes permanecem validas se ||r(k)|| =0 e ||q(k)|| =
V(s) = =sC(5)Yp(s),
Yp(s) = Se(s)U(s) + Fr(s)P(s)W(s) + Fr(s)P(s)U(s),
Yp(s) :[ o(s) + Fr(s)P(s)] U(s) + Fr(s)P(s)W(s),
U(s) = —V(s),

Y,(s) = [s.<s> LR ()P(s)] LV(s) + Fy(s)P(s)W(s)

S

reescrevendo de forma mais simples e substituindo Y, (s) em V(s)

V(s) = —s[I + C(5)S4(5) + C(s)F.(s)P(s)] 'C(s)F(s)P(s)W(s)
= sM,(s) 'C(5)F,(s)P(s)W(s)

adotando

M.(s) = [I + C(s)Su(s) + C(s)Fx(s)P(s)],

para simplificar a apresentagao.
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Assim, a partir da defini¢do da norma (00):

||va||oo: sup 6(va(jw))

w€[0,00]

= [|jwM. (jw) ™ C(jw)Fy (juw) P(jw)] | (A-11)

Este resultado combinado com a Eq. (£21]) permite, a partir do teorema do pequeno
ganho, encontrar a condi¢ao de estabilidade robusta estendida para o caso MIMO

de tempo continuo.

A.2 Ganho H,, Artstein

Em sistemas na forma de espago de estados utiliza-se o resultado obtido na segao
4.1.2 para sistemas de multiplas entradas onde verificou-se que ||A¢||z, < Omax-

A partir de agora considera-se o sistema nominal descrito por:

2,(t) =An2,(t) + Buu(t) (A.12)
+ eI B Ju(t — L — §(t)) — u(t — L)). (A.13)

Note que este sistema compensado nao conta com o atraso minimo. Por outro lado,
a perturbacao equivalente é depende do valor de L devido ao método da reducao.
Aqui, considera-se a lei de controle u(t) = KZ,(t).

Este sistema pode ser reescrito por:

& (t) + Bpu(t) + wp(t)
Wy (1) = B w(t)

w(t) :/ dT—/tU(T)dT (A.14)
( —0(t) —ult — L)] (A.15)

"%p (t) =

(A.16)

A varidvel auxiliar v(t) serd utilizada para definir o ganho do sistema incerto con-
forme indicado na Fig. 4.7

Portanto, utilizando a Tranformada de Laplace é possivel escrever:

X,(s) = [s] — A, — B,K] "' W,,(s) (A.17)
V(s) = se*FK X, (s) (A.18)
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Logo, a fungao de transferéncia de w,,(t) para v(t) sera dada por:
Hoyw(s) = se LK (s — A — BK) 'e*LB. (A.19)

Para o sistema em questao o ganho L é dado por:

[Hyv (jw)||oc = S[UP ]E(HWV(S)) (A.20)
we|0,00
= sup o(jwe “TK[jwl — A, — B, K] 'e* T B,) (A.21)
w€[0,00]
= sup (jwK[jwl — A, — B,K] '™ B,). (A.22)
w€[0,00]

A estabilidade robusta pode ser finalmente verificada em sistemas com atraso

variavel, a partir do Teorema do Pequeno Ganho:
| Huwy (jw)]|oc0maz < 1. (A.23)

Este resultado conclui a prova do critério simplificado para o preditor de Artstein

com realimentacao de estado.

A.3 Ganho H,, PSF - Caso MIMO discreto

A matriz de fungdes de transferéncia de w(k) para v(k), para o sistema representado

pela Figura [5.2] é obtida por meio das seguintes relagoes:

Y, (2) =Se(2)U(2) + Fr(2)Y(2), (A.24)
Y(z) =P(2)[W(z) + U(2)], (A.25)
Sabendo que as relagoes permanecem validas se ||r(k)|| =0 e ||q(k)|| =0 :
V(z) = 2 L)Yy, (A.26)
Y, (2) = Se(2)U(2) + Fr(2)P(2)W(2) + F:(2)P(2)U(2), (A.27)
Yp(2) = [Se(2) + Fi(2)P(2)] U(2) + Fr(2)P(2)W(2), (A.28)
Uz) = — -V (2), (A.29)
Yo() = [5.) + Fu(2P()] oV 4 RGPEWE) (30
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reescrevendo de forma mais simples

V(z) = _Z ; ! [I 4+ C(2)Se(2) + C(2)F.(2)P(2)] 'C(2)F:(2)P(2)W(2) (A.31)
-2 LML (2)1C(2)Fu(2)P(5) W (2) (A.32)

adotando
M, (z) = [I + C(2)Se(2) + C(2)Fr(2)P(2)] (A.33)

por simplicidade de apresentacao. Assim, a partir da definicdo da norma (00):

Hva(ejw)Hoo = sup o(Huv(2))

we|[0,m]
[ Hwy (€)oo = [|(1 — e77)Ma (/) T C () Fr () P(e™)]|

em que &() representa o maximo valor singular de uma determinada matriz

A.3.1 Critério de Estabilidade Robusta

Partindo da Eq. (539) para cada valor de frequéncia w e considerando a comutati-
vidade de F,(z) por ser um filtro diagonal, obtém-se:

F(1—e %) [ I+C(/*)Ga(e5)+ (L(e7) — L (€7 )Fy (7] 'L (&7 )Fy (%)) < % (A.34)

Inserindo o produto I = L, (e?*)Ly(e’)~! imediatamente apds a matriz inversa,

aplicando as propriedades e a Eq. (5.42]) observa-se a relacao dada por:

ST+ C(e)Ga() + (L) — L) Fe()] TL()Fo(c)) < (A.35)
(L () L(e)F, ()
(Tn(@) T + C(e)Ga (@) 1 (L(e) — La(@ ] F5(@2]]) (4.36)
5(La(c)~ L(e*)F, ()
() T+ C(02) G (02)]) — 5 (B (@) ES(2)])

(A.37)

Assim, substituindo a Eq. (A.37) em Eq. (5.39) , chega-se a:
N|1 — e “|I(w)F([I + C(e’*)G4(e’)] 1 C(e?*)Py(e’)) < 1,Vw € [0,00), (A.38)

com

I(w) = 7(Ln(e’) 'L(e/*)Fy(e)) + T(A (/) Fr(e7Y)). (A.39)
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A.4 Ganho H, sistema de segunda ordem

Verificou-se na Secao [L.1.2] que
||Af| |L2 < 5max- (A40)

Para concluir a condi¢ao para sistemas de segunda ordem resta, portanto, deter-
minar o ||Hyy(jw)||s. Um sistema de segunda ordem sujeito a atraso variavel na

entrada é considerado a partir de agora:
Mx(t) + €x(t) + Kx(t) = Bu(t — 4(t)). (A.41)

A forma equivalente representada na Fig. é utilizada a partir de agora e verifica-
se que o sistema variante no tempo é trocado por uma combinacao entre uma parte
variante e uma parte invariante no tempo sem atraso e perturbado por Bw(t) de

modo que é possivel escrever:

Mik(t) + €x(t) + Kx(t) = Bu(t) + Bw(t), (A.42)
v(t) = a(t), (A.43)

w(t) = — /t » v(60)do. (A.44)

Nota-se que w(t) = —(u(t) — u(t — 6(t))) por definicao.

A representacao em malha fechada pode ser representada por:

Mi(t) + (€ — FB)k(t) + (K — GB)x(t) = Bw(#), (A.45)
v(t) = a(t), (A.46)
w(t) = —As(v), (A.47)

onde u(t) = Fx(t)+Gx(t), v(t) = a(t) = FX(t)+Gx(t) e [|[W(t)||2, < Omax||V()]|L,-
O ganho de w(t) até v(t) é obtido com a descrigdo em transformada de Laplace

e com a receptancia de malha fechada dada por:
H(s) = [Ms®’+ (¢ —FB)s + K — GB| .. (A.48)
Perceba que V(s) = L{v(t)} pode ser obtida como segue:

V(s) = [Fs* + Gs|H(s)BW(s). (A.49)
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Neste caso, o ganho L, da parte invariante ¢ dado por:

[Huwv (jw)llee = sup o(jw[jwF + GJH(jw)B) (A.50)

w€[0,00]

onde () representa o valor singular maximo. Finalmente, a estabilidade robusta
pode ser analisada a partir do Teorema do Pequeno Ganho para sistemas de segunda

ordem com atraso variavel:
HHWV(.jw>H005ma:v < 1 <A51)

completando a prova.

A.4.1 Critério de Estabilidade Robusta

O critério de estabilidade robusta com incerteza de modelo e atraso variavel necessita
considerar algumas propriedades para um dado sistema L(jw), um escalar a, e as

matrizes A, A, e B de dimensoes apropriadas:

i) LW lloe = SuPuepo,o0) T(L(jw)),

ii) o(A™1) =1/a(A), se det(A) # 0,

Reescrevendo a condi¢ao dada pela Eq. (6.14]) e considerando a receptancia desco-
nhecida
F(L(jw)[I = L(jw)] " wémae < 1,Vw € [0, 00), (A.52)

ou também de forma alternativa

(I — L(jw)] 'L(jw))wmaz < 1,Vw € [0, 00), (A.53)

([I — L(jw)] 'Ly, (jw) Ly, (jw) ' L(jw))wdmaee < 1,Vw € [0, 00). (A.54)

A Eq. (A52) permanece respeitada desde que, baseada na propriedade (iv), a

condicao a seguir se mantiver:
(I — L(jw)] 'L, (jw))7(Ly, (jw) 'L(jw))womaee < 1,Vw € [0, 00). (A.55)
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Considerando agora as propriedades, (ii) e (vi) para definir as condi¢bes que se

seguem
(L (jw) ' L(jw))womar <a(Ln(jw) ™[I = L(jw)]) (A.56)
<o(Ly(jw) I = L(jw) + Ly(jw) = La(jw)]  (A57)
=0 (L (jw) " [T = Ln(jw)] = Ln(jw) ' Aa(jw))  (A.58)

<o (Ln(jw) ' I = Ly (jw)])
— 7 (L (jw) T Au(jw)). (A.59)

Reescrevendo assim o novo critério modificado

(L (jw) ' L(jw))womae + (L (jw) ' Ay (jw))
o (L (jw) I = Ly (jw)))

< 1,Vw € [0, 00). (A.60)
Sendo considerado o pior caso do limitante multiplicativo para a(A(jw)) e 7(A;(jw))
([I — L, (jw)] 'Ly (5w)) (A (w)wiimax + Am(w)) < 1,VYw € [0, 00). (A.61)

Para a desigualdade exigir apenas A,,(w) substitui-se A;(w) por 1+ A,,(w) de modo

que a seguinte condicao é obtida
(I — L, (jw)] 'Ln(jw)) (Whmax + WmaxAm (w) + A (w)) < 1,Vw € [0,00). (A.62)

Nesta nova descricao nota-se que o efeito do atraso varidavel estd representado

POI' Womax, Am(w) representa o efeito da incerteza de modelagem e wémuAn, (W)

descreve o efeito combinado dos anteriores.
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