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bate à COVID19.

Aos familiares e v́ıtimas dessa grave pandemia.



iv

AGRADECIMENTOS

Ao amigo e Prof. Tito, pela valiosa orientação e por toda sua ajuda.

Ao professor Antonio da Silva, pelo minucioso e rico relatório da Tese.
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Resumo da Tese apresentada ao PPGEE/UFBA como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

CONTRIBUIÇÕES PARA O CONTROLE DE SISTEMAS COM ATRASO

VARIÁVEL: ABORDAGEM FREQUENCIAL BASEADA EM PREDITORES

Taniel Silva Franklin

Dezembro/2020

Orientador: Tito Luis Maia Santos

Programa: Engenharia Elétrica

Os sistemas sujeitos a atraso de transporte se apresentam em diversos setores

produtivos que, combinados com as tendências de conectividade 4.0, impõem de-

safios de controle significativos para seu desempenho robusto devido ao efeito do

atraso variável que se apresenta nas malhas de controle. No presente trabalho, são

propostos critérios simplificados de garantia da estabilidade robusta em sistemas

sujeitos a atraso variável controlados por preditores através da abordagem baseada

na resposta em frequência usando o teorema do pequeno ganho. Baseados no teo-

rema do pequeno ganho, parte dos critérios são obtidos com uso de preditores para

compensação de parte mı́nima e constante do atraso variável. Outros critério são

definidos aplicando diretamente em sistemas de segunda ordem descritos por meio

de receptâncias. A descrição de incertezas não estruturadas é considerada como

forma de simplificar a análise robusta e os critérios são ilustrados por meio de si-

mulações e de um caso experimental. Os novos critérios permitem determinar um

valor máximo robusto para o atraso variável baseado em informações do modelo

e limitantes de incerteza. Com utilização do filtro de robustez, a estabilidade ro-

busta pode ser recuperada durante a operação por meio da redefinição da sintonia

do filtro. As condições apresentadas podem ser verificadas diretamente por meio de

ferramentas de matemática computacional bem estabelecidas. Não há necessidade

de supor qualquer informação acerca da taxa de variação do atraso. Os resultados

de simulação e experimental ilustram a utilidade dos critérios como alternativa aos

métodos já estabelecidos, os quais usualmente desconsideram a utilização de pre-

ditores e seu consequente impacto nas margens de robustez na presença de atraso

variável.
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CONTRIBUTIONS FOR THE CONTROL OF SYSTEMS WITH TIME

VARYING DEADTIME: FREQUENCY APPROACH BASED ON

PREDICTORS

Taniel Silva Franklin

December/2020

Advisor: Tito Luis Maia Santos

Department: Electrical Engineering

Time-delay systems are found in several industrial control problems such that,

combined with 4.0 connectivity trends, impose relevant control challenges in order

to achieve robust performance with time-varying delays. This work proposes new

simple and robust stability criteria to systems affected by time-varying delays and

controlled by predictors using a frequency approach based on small gain theorem.

Firstly, the small gain theorem criteria are combined with predictors in order to com-

pensate the minimum and constant part of the time-varying delay. Others criteria

are defined directly to be applied to second-order systems described by the system

receptances. Unstructured uncertainty descriptions are used as worst-case bounds

to simplify robust analysis. The results are illustrated through simulations and an

experimental case. Theses new criteria are able to define a robust time-varying

delay bound based on model information and uncertainty worst-case description.

The robust stability can be recovered through the robustness filter during operation

by adjusting the filter tuning. The criteria can be directly verified using well estab-

lished computational mathematical tools. Moreover, there is no needs to assume any

information about time-delay variation rate. Simulation and experimental results

illustrate the usefulness of this approach as an alternative to traditional methods,

which usually disregard the use of predictors and their impact on robustness margins

and time-varying delay.
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h peŕıodo de amostragem, p. 32

s Variável complexa da transformada de Laplace, p. 14

x(t) condição inicial de uma EDF, p. 16

KKK Matriz de rigidez, p. 86

CCC Matriz de amortecimento, p. 86

xiv



Lista de Abreviaturas

CT-DT Sistema misto cont́ınuo no tempo e discreto no tempo, p. 33

CTM Compensador de Tempo Morto, p. 1

EDF Equação Diferencial Funcional, p. 16

EDN Equação Diferencial Neutra, p. 16

EDR Equação Diferencial Retardada, p. 16

FOPDT Do inglês First order plus deadtime, p. 45

FSA Do inglês Finite Spectrum Assignment, p. 7

IMC Do inglês, Internal Model Control, p. 107

IoT Do inglês - Internet of Things, p. 2

L-K Lyapunov-Krasovskii, p. 5

LMI Do inglês Linear Matrix Inequality, p. 5

MF margem de fase, p. 39

MIMO Do inglês Multiples Inputs Multiples Outputs, p. 7

NCS Do inglês Networked Control System, p. 2

NPC Do inglês Networked Predictive Control, p. 9

PID Proporcional Integral Derivativo, p. 42

PI Proporcional Integral, p. 42

PSF Preditor de Smith Filtrado, p. 45

PS Preditor de Smith, p. 2

QoC Do inglês Quality of Control, p. 2

xv



LISTA DE ABREVIATURAS xvi

QoS Do inglês Quality of Service, p. 2

SOPDT Do inglês Second order plus deadtime, p. 45

ZOH Do inglês Zero order hold , p. 14



Caṕıtulo 1

Introdução

O atraso de transporte, também conhecido como tempo morto ou atraso entrada-

sáıda, está presente em muitos sistemas de engenharia reais, podendo aparecer tanto

na entrada de sistemas, quanto nas medições. A sua origem pode ser atribúıda a (i)

transporte de massa de um local a outro, (ii) transferência de energia ou informação,

(iii) processamento computacional, (iv) redes de comunicação, (v) representação

simplificada de sistemas, (vi) sistema formado por diversos modelos simples em

cascata (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007).

O tempo morto torna o controle do sistema mais dif́ıcil quando comparado ao

caso sem atraso, pois o sinal de controle atual só terá ação efetiva após o transcorrer

do atraso o que reduz a margem de fase. O efeito imediato causado por este atraso

nos sistemas de controle são os seguintes (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007,

2009; PALMOR, 1996):

• perturbações são percebidas somente após transcorrido o tempo do atraso;

• a ação de controle não é percebida de imediato na variável controlada;

• a ação de controle atua para corrigir um efeito que já passou.

Os sistemas com tempo morto maior do que a constante de tempo são ditos

de atraso dominante (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007). Quando o atraso é

dominante, seu efeito é mais notório, dificultando em muitos casos, um desempe-

nho adequado com a utilização de controladores convencionais (NORMEY-RICO e

CAMACHO, 2007). As estratégias baseadas em preditores são empregadas para mi-

tigar os efeitos nocivos do atraso (DÍAZ, 2018). A utilização de sistemas de predição

para compensação de atraso deu origem aos CTMs - compensadores de tempo morto

(NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; SMITH, 1957).

O primeiro CTM foi apresentado por Smith SMITH (1957) tendo como principal

vantagem a eliminação do atraso da equação caracteŕıstica nominal do sistema em

malha fechada. Esta propriedade permite projetar o controlador considerando que
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o sistema não possui atraso. Apesar das vantagens, é conhecimento comum que o

preditor de Smith (PS) apresenta problemas ao lidar com plantas instáveis e integra-

doras (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; PALMOR, 1996) ou com plantas que

apresentam erros de modelagem significativos na estimação do atraso (MICHIELS

e NICULESCU, 2003).

Diante das limitações do PS, diversas iniciativas surgiram com vistas a esten-

der sua aplicação a plantas instáveis e integradoras, a melhorar o seu desempenho

regulatório na presença de perturbações, melhorar a robustez e a oferta de proce-

dimentos sistemáticos de sintonia em aplicações na indústria (LÉCHAPPÉ et al.,

2015; NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; SANTOS et al., 2018b; TORRICO

et al., 2013).

O desempenho regulatório é de importância crucial em processos industriais

para garantir as especificações dos produtos, a segurança operacional e o avanço

dos processos produtivos. Essa necessidade fez emergir propostas de estruturas

de predição modificadas com o intuito de melhorar o desempenho de rejeição de

perturbação (MATAUŠEK e RIBIĆ, 2009; NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008;

SANTOS et al., 2017).

Não se pode deixar de considerar o interesse por propostas simplificadas para

alcançar o objetivo de controle. Cabe ressaltar que esta é uma demanda prática

com o intuito de reduzir o tempo de ajuste e comissionamento de malhas, bem

como reduzir o potencial de falha humana

1.1 Motivação

As tendências trazidas pela indústria 4.0 e IoT estão impulsionando a implantação

de redes ethernet industriais (principalmente Ethernet/IP, EtherCAT e PROFINET

IRT) associadas a malhas de controle de processos. As diferentes formas de empaco-

tamento, esquemas de acesso ao meio entre outros, fazem com que estes protocolos

apresentem comportamentos de tempo real deteriorados, que podem afetar o de-

sempenho dos sistemas de controle (WU e XIE, 2019). O desempenho de um NCS

(Networked Control System) pode ser medido pelo QoC (Quality of Control) que é

afetado significativamente pelo QoS da rede.

Diferentemente das redes de comunicação convencionais, nos NCSs (Fig. 1.1) há

uma ligação em rede a um processo f́ısico que precisa ser controlado em tempo real,

exigindo assim, um alto grau de determinismo, consistência temporal e transferência

de dados em tempo real (GALLOWAY e HANCKE, 2013). A escolha do protocolo

de comunicação adequado pode evitar retrabalho a ńıvel de sistema ao se verificar

que os requisitos de controle não foram atendidos devido a atraso ponta-a-ponta,

principalmente em sistemas de grande porte.
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Controlador

Sensor 1 Sensor n Atuador 1 Atuador n

Rede em tempo real

Demais aplicações Estações/computadores

Processo F́ısico

Figura 1.1: Sistema controlado via rede - NCS.

Em seu recente trabalho, WU e XIE (2019) fornecem um guia básico de escolha

desses protocolos. As redes industriais precisam garantir a troca de informação

entre sensor-controlador-atuador com consistência temporal. Além disso, verifica-

se através de exemplos simulados que o protocolo Ethernet/IP, apesar de exigir um

custo menor com implantação equipamentos, pode ser utilizado satisfatoriamente em

processos com dinâmica lenta. Já os protocolos ethernet modificados, EtherCAT e

PROFINET IRT, conseguem estabelecer comunicação não só rápida, mas também

determińıstica. EtherCAT demonstra ser ideal para comunicação em tempo real

principamente em controle de movimentos.

As redes industriais combinam o tréfego de dados de monitoramento de variáveis

que apresentam menor requisito de tempo real com sinais necessários à manutenção

das malhas de controle. Ou seja, as redes industriais compartilham sinais com prio-

ridades diferentes em relação à consistência temporal com exceção das informações

de segurança dos processos que precisam trafegar em uma rede separada.

Diferentemente dos sistemas tradicionais onde cada sensor/atuador possui um

cabo dedicado, nos NCSs as informações entre os elementos são trocadas através

de uma rede de comunicação que está sujeita a uma série de problemas. A seguir

alguns dos problemas envolvidos em NCSs (FRIDMAN, 2014b):

• intervalos de amostragem variáveis;

• atrasos de comunicação fixos ou variáveis;

• perdas de pacote;
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Figura 1.2: Tanque aquecido e com tubulação longa. Fonte: NORMEY-RICO e
CAMACHO (2007).

• erros de quantização nos sinais transmitidos;

• restrições impostas pela rede em função do compartilhamento de recursos com

diversos outros elementos da rede;

• perda de sincronismo.

Em um t́ıpico NCS existe o atraso de comunicação do controlador para o atuador

e um outro do sensor com o controlador. Podendo ocorrer também atraso no pro-

cessamento (algoritmo) da ação de controle, durante amostragem do sinal medido e

o atraso intŕınseco do processo a ser controlado. A soma de todos esses atrasos gera

o atraso ponta-a-ponta que irá afetar a malha de controle.

Um exemplo que ilustra o atraso causado por transporte de massa e energia pode

ser verificado em um sistema de controle de temperatura na sáıda de uma tubulação

longa conectada a um tanque de aquecimento conforme Fig. 1.2. Neste sistema,

as alterações na variável de controle W levam tempo para serem percebidas pelo

transmissor de temperatura (TT) ao final da tubulação e isto se deve ao atraso na

propagação do calor e da massa até o final da tubulação.

Em FRIDMAN (2014b), são relacionados outros exemplos de sistemas com atraso

juntamente com a sua modelagem: i) Gerenciamento ativo de filas (AQM - Active

Queue Management); ii) fluxo de tráfego de véıculos; iii) processamento em redes

neurais; iv) dinâmica de crescimento populacional em função da comida dispońıvel

e v) dinâmica de propagação e eliminação de epidemias.

Embora a suposição de atraso fixo seja geralmente válida em muitas aplicações,

cada vez mais problemas surgem em razão da variação do atraso. A análise e o pro-

jeto de CTMs, em muitos casos, considera apenas o atraso fixo, mesmo admitindo

alguma incerteza na estimação do atraso. Entretanto, algumas malhas de controle,

como aquelas que fazem uso de controladores via rede, exibem atraso variável, au-

mentando ainda mais a complexidade da análise (NORMEY-RICO et al., 2012a).
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Além disso, a dificuldade de projeto aumenta significativamente à medida que o

atraso se torna mais longo (YUE e HAN, 2005).

Com o atraso variável, a garantia de estabilidade robusta convencional se torna

insuficiente, uma vez que o sistema deixa de ser invariante no tempo e o conceito de

autovalores não pode ser utilizado.

Em virtude da relevância de sistemas com atraso variável no contexto dos pro-

blemas de controle atuais e tendo em vista a limitação das abordagens baseadas em

preditores para este tipo de aplicação, este trabalho é dedicado ao estudo de critérios

de estabilidade simplificados para o controle de sistemas com atraso variável baseado

em preditores.

1.2 Justificativa

Para compensar o atraso fixo na entrada é necessário que a predição seja calculada

considerando uma janela de tempo com o tamanho do atraso. Já para o caso variável,

essa janela é indefinida e seria necessário prever o valor futuro do atraso. Em alguns

casos, esta previsão pode acontecer quando se dispõe do comportamento temporal do

atraso, entretanto, existem problemas nos quais essa variação não é determińıstica

e, nestes casos, a análise de robustez convencional tem alcance limitado devido a

variação do atraso no tempo (DÍAZ, 2018; FRIDMAN, 2014b; RICHARD, 2003).

Tal dificuldade conduziu a propostas de critérios de estabilidade baseados no

método direto de Lyapunov e evoluindo em seguida para Lyapunov-Krasovskii (L-

K) para sistemas de tempo cont́ınuo (CHEN et al., 2018; DING et al., 2017; LEE

et al., 2018; LEE e PARK, 2018; PARK et al., 2018; ZHANG et al., 2015) e também

para sistemas de tempo discreto (GONZÁLEZ et al., 2013; WU et al., 2017; ZUO

et al., 2013). Basicamente a análise de estabilidade na presença de atraso variável

possui inúmeras condições de estabilidade dispońıveis e o foco atual é reduzir o

conservadorismo dessas condições utilizando os métodos diretos de Lyapunov (LI e

GAO, 2011).

Muitos trabalhos utilizam os métodos baseados no Teorema de L-K e a solução

de LMIs para obter condições com garantia de estabilidade. Em NORMEY-RICO

et al. (2012a), é apresentada uma condição de estabilidade robusta baseada em L-K

para o preditor de Smith, porém assume-se que o atraso varia de forma discreta. Este

é um dos principais motivadores do presente trabalho, na medida em que o atraso

provocado por uma rede de comunicação dificilmente será múltiplo do periodo de

amostragem. Em NORMEY-RICO et al. (2012a), toda análise de estabilidade é

realizada em tempo-discreto, o que limita o universo de possibilidades de atraso

variável. Não obstante, este é um dos poucos trabalhos que consideram o efeito do

preditor na estabilidade robusta da malha com atraso variável.
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Nesse campo é que reside uma das principais contribuições deste trabalho, pois

notou-se uma carência de resultados que combinem CTMs com garantia de estabi-

lidade na presença de atraso variável.

Em particular, observou-se a ausência de trabalhos que permitissem concluir a

respeito da robustez de sistemas controlados por compensadores baseados no PS na

presença de atrasos variáveis limitados e com variação arbitrária, a exemplo de valo-

res não múltiplos do peŕıodo de amostragem. Além do exposto, pretende-se explorar

a abordagem frequencial baseada em incertezas não estruturadas pela conveniência

de utilização em problemas espećıficos, além da relevância dessa ferramenta anaĺıtica

no contexto de compensadores sem atraso.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um conjunto de critérios de estabilidade

robusta com formulação frequencial, baseados no Teorema do Pequeno Ganho, para

sistemas com atraso variável baseados em preditores.

1.3.2 Objetivos espećıficos

Dentre os objetivos espećıficos consideram-se:

• propor critérios de estabilidade simplificados baseados no teorema do pequeno

ganho para sistemas lineares com atraso variável utilizando os preditores de

Smith e Artstein;

• estender os resultados do preditor de Smith para o caso multivariável;

• estender os critérios contemplando incertezas de modelagem;

• propor regras de sintonia direta baseadas no teorema do pequeno ganho;

• estender os resultados para sistemas vibratórios baseados em modelos de se-

gunda ordem pelo método das receptâncias.

1.4 Revisão Bibliográfica

Desde o primeiro CTM de Smith o controle de sistemas com atraso conseguiu avanços

relevantes nas áreas da indústria de processos, robótica e controle de congestão em

internet (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008).
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Na década de 1980, a atribuição de espectro finito (FSA - Finite Spectrum As-

signment ) (KWON e PEARSON, 1980) e o método de redução de modelo conhecido

como redução de Artstein (ARTSTEIN, 1982) estendeu o uso de preditores para sis-

temas MIMO e instáveis em malha aberta.

O interesse por preditores e seus efeitos em malha fechada pode ser observado

em LÉCHAPPÉ et al. (2015), trabalho no qual é proposto um novo esquema de

predição baseado no preditor de Artstein para atenuar o efeito de perturbações

desconhecidas.

Para melhorar a rejeição de perturbações mensuráveis e não mensuráveis SAN-

TOS et al. (2018b) propõem uma lei de controle para preditores de Artstein, usando

estratégia feedfoward com resultados superiores quando comparado ao esquema apre-

sentado em LÉCHAPPÉ et al. (2015) na rejeição de perturbações casadas ou não.

TORRICO et al. (2019) propõe um PSF baseado no FSA e demonstra a equivalência

entre os dois preditores.

Para permitir o ajuste da rejeição de perturbação e sem esquecer da sintonia do

CTM voltada para o desempenho ao seguir sinais de referência, NORMEY-RICO e

CAMACHO (2008) propõem um CTM baseado no PS com dois graus de liberdade,

um deles foca na sintonia do controlador primário para rejeição de perturbação e o

outro utiliza um filtro de referência para melhorar o desempenho de seguimento de

referência em malha fechada.

CTMs voltados para o controle de plantas instáveis e integradoras têm sido ana-

lisados em diversos trabalhos. Para plantas integradoras, ASTROM et al. (1994)

propõem um PS modificado e em MATAUŠEK e MICIC (1996, 1999) é apresen-

tada uma simples proposta com poucos parâmetros de sintonia. Estratégias de

controle com dois graus de liberdade são descritas em NORMEY-RICO e CAMA-

CHO (2002) para o controle de plantas estáveis e integradoras. O preditor de Smith

filtrado proposto em NORMEY-RICO e CAMACHO (2008) possui dois graus de

liberdade com um filtro de robustez para atenuar incertezas de modelagem. Sua

versão em tempo discreto unificada é proposta em NORMEY-RICO e CAMACHO

(2009) para permitir implementação no controle de plantas integradoras e instáveis

em malha aberta mantendo a estabilidade interna. Outras abordagens baseadas

em observadores de perturbação estão presentes em ZHONG e REES (2004), SANZ

et al. (2016), ZHONG (2003); ZHONG e NORMEY-RICO (2002). Outros trabalhos

voltados para plantas instáveis seguem tratamento semelhante em GARCIA et al.

(2006); LIU et al. (2014); SANTOS et al. (2010); TORRICO et al. (2013).

Discussões que tratam do caso de sistemas multivariáveis podem ser verificadas

em JEROME e RAY (1979); OGUNNAIKE e RAY (1979); RAO e CHIDAMBA-

RAM (2006); SANTOS et al. (2017)

Em TORRICO et al. (2018) novas regras de sintonia para ajuste simultâneo
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de robustez e atenuação de rúıdo são propostas para plantas com atraso estáveis,

instáveis e integradoras voltadas para o ambiente industrial. Regras simples de

sintonia de um CTM com dois graus de liberdade baseado no PS aplicado a uma

planta piloto de aquecimento com dois tanques e atraso longo são apresentados em

KIRTANIA e CHOUDHURY (2012).

O problema de controle considerando atraso fixo presente em sistemas de se-

gunda ordem é apresentado em ARAÚJO e SANTOS (2018). Neste caso utiliza-se

a abordagem de receptância para obter o modelo utilizado no preditor de Smith

para compensar o atraso fixo. A filtragem do erro de predição é utilizada para ajus-

tar desempenho e robustez. Em SANTOS et al. (2018b), considerando sistemas de

segunda ordem, propõem-se condições de estabilidade robusta na presença de atraso

variável.

A industrialização moderna aliada às tendências 4.0 e IoT tem requerido sistemas

cada vez mais complexos e conectados. Quando se propõe uma malha de controle

estabelecida por meio de uma rede de comunicação em tempo real, conforme ilus-

trado na Fig. 1.1, está posto um dos principais desafios de sistemas de controle

da atualidade. As principais vantagens de um NCS é o cabeamento reduzido ou

até mesmo a ausência de cabeamento, facilidade na manutenção, diagnóstico e uma

capacidade de ampliação mais rápida. Estas vantagens fazem os NCSs se destaca-

rem em aplicações nas plantas de manufatura, véıculos, aviões e espaçonaves (QIU

et al., 2016; WALSH et al., 2002; ZHANG et al., 2001). O problema de controle

via redes tem motivado o desenvolvimento de diversos trabalhos voltados para o

controle de sistemas com atraso variável e tem recebido muita atenção nos últimos

anos (ZHANG et al., 2001).

Sistemas controlados através de uma rede de comunicação de dados convivem

com imperfeições induzidas pela rede, como por exemplo: atrasos induzidos tanto

na medição quanto na atuação e perda de pacotes (ZHANG et al., 2001). Uma

aplicação em controle a distância de robôs móveis usando o preditor de Smith filtrado

foi discutida em SANTOS et al. (2018a). Em ZHANG et al. (2005), é proposto um

novo método para estabilizar sistemas controlados via rede com atrasos aleatórios

do sensor para o controlador e do controlador para o sensor, de tal maneira que o

sistema em malha fechada pode ser caracterizado por duas cadeias de Markov.

Em BRESCH-PIETRI et al. (2018), é proposto um compensador que estima

de maneira aproximada a variação do atraso, testando seu resultado a um sistema

sujeito a saltos no valor do atraso, algo muito comum em redes e protocolos de

comunicação.

Quando se conhece o modelo do atraso é posśıvel prever o valor futuro do atraso

como em BEKIARIS-LIBERIS e KRSTIC (2011). Entretanto, em muitos casos, o

modelo do atraso não está dispońıvel e nem é posśıvel prever o seu valor futuro.
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O NPC - Networked Predictive Control (Controle Preditivo em rede) possui re-

sultados efetivos na compensação do atraso na transmissão e perda de pacotes em

NCSs (SUN et al., 2014). Ainda em SUN et al. (2014), é apresentada uma condição

de estabilidade limitada pela maior taxa de amostragem admisśıvel, utilizando a

teoria de sistemas chaveados e o teorema do pequeno ganho.

Quando se trata de análise de estabilidade robusta na presença de atraso variável

a maioria dos trabalhos recorrem a uma das duas soluções baseadas no método direto

de Lyapunov (FRIDMAN, 2014b):

• Lyapunov - Razumikhin;

• Lyapunov - Krasovskii.

Além da formulação dos funcionais de Lyapunov, esses métodos exigem solução de

um problema de otimização baseado em LMIs para verificar a estabilidade (GONZÁLEZ

et al., 2013; KARAFYLLIS e KRSTIC, 2013; KRSTIC, 2010, 2008; NORMEY-

RICO et al., 2012a; YUE e HAN, 2005).

Por outro lado, tipicamente estes trabalhos ou assumem atraso fixo ou utilizam

abordagens robustas para atraso variável baseadas em estratégias de controle sem

compensação de atraso. Neste trabalho, o preditor é utilizado com vistas a melhorar

o comportamento robusto de sistemas com atraso variável usando o teorema do

pequeno ganho como proposto em KAO e LINCOLN (2004). Para tanto, deve-se

generalizar o resultado considerando o efeito dos preditores, estender para o caso de

múltiplas entradas e incorporar na análise os erros de modelagem. O caminho a ser

investigado está ilustrado na Fig. 1.3 com destaque em cinza para as áreas de maior

estudo.

1.5 Organização do documento

O restante do documento está dividido em 7 caṕıtulos. No Caṕıtulo 2, apresentam-se

os problemas de estabilidade gerais para os sistemas com atraso destacando as prin-

cipais diferenças na representação matemática em relação aos sistemas sem atraso.

Apresentam-se também algumas noções de estabilidade assintótica para sistemas

com atraso dando ênfase ao critério de L-K e teorema do pequeno ganho. O Caṕıtulo

3 aborda os métodos de compensação de atraso baseados em preditores destacando

o preditor de Smith, a sua versão filtrada e o preditor de Artstein. Baseado no teo-

rema do pequeno ganho, o Caṕıtulo 4 apresenta critérios de garantia de estabilidade

na presença do atraso variável utilizando compensação de atraso fixo e também os

critérios para sistemas de segunda ordem. Os critérios de estabilidade apresenta-

dos no Caṕıtulo 4 são generalizados no Caṕıtulo 5 com a inclusão de incertezas de
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Figura 1.3: Escopo de estudo (cinza escuro).

modelo. O controle robusto de sistemas de segunda ordem com atraso variável é

apresentado no 6. No Caṕıtulo 7, alguns exemplos de simulação e um caso experi-

mental são discutidos para ilustrar a viabilidade das propostas. No Caṕıtulo 8, são

apresentadas as potenciais contribuições deste trabalho.
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Caṕıtulo 2

Estabilidade de sistemas com

atraso

Neste caṕıtulo, é apresentado o problema de estabilidade no contexto de sistemas

sem atraso, atraso fixo e atraso variável.

2.1 Estabilidade em sistemas sem atraso

A Estabilidade possui um papel fundamental na teoria de sistemas e na engenharia.

Diferentes tipos podem surgir, todavia dois são mais comuns:

• Estabilidade a estado zero - Em condições iniciais nulas entradas limitadas

levam a sáıdas limitadas. Conhecida também como BIBO (Bounded input

bounded output) ou como estabilidade entrada-sáıda.

• Estabilidade a entrada zero (estabilidade interna) - Todo sistema sem ação de

entrada possui um transitório que desaparece com o tempo qualquer que seja

a condição inicial que o originou (TROFINO et al., 2003). Ou também, um

ponto de equiĺıbrio é dito estável se todas as soluções iniciando na vizinhança

dele retornam a ele (KHALIL, 2001)

2.1.1 Teorema de Lyapunov

Grande parte das formulações de estabilidade para sistemas com atraso baseia-se no

conceito de estabilidade segundo Lyapunov.

Inicialmente, considera-se o sistema sem atraso a seguir

ẋ = f(t, x), f(t, 0) = 0, ∀t ∈ [0,∞). (2.1)

Sabendo-se que x(t) = 0 garante existência da solução trivial, considera-se portanto,

o estudo da estabilidade em torno desse ponto. Se houver necessidade de analisar em
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torno de uma solução não-trivial é suficiente aplicar uma mudança de coordenada.

Partindo de determinada condição inicial o sistema irá perder energia e retornar para

o estado x(t)=0. Este decaimento de retorno à origem pode ser descrito por diversas

funções e o sistema que se comporta desta forma é dito estável. A estabilidade

exponencial é um caso especial de estabilidade assintótica. A origem (ponto de

equiĺıbrio) é exponencialmente estável, partindo de uma condição inicial x(t0), se

existirem constantes positivas, c, k e λ tais que:

||x(t)|| ≤ k||x(t0)||e−λ(t−t0), ∀x(t0) < c (2.2)

e é globalmente exponencialmente estável se (2.2) valer para qualquer x(t0).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Lyapunov - Estabilidade Exponencial). Considerando-

se o sistema descrito pela Eq. (2.1) e que haja uma função V : [0,∞) × X → R

continuamente diferenciável tal que

k1||x||a ≤ V (t, x) ≤ k2||x||a, (2.3)

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) ≤ −k3||x||a, ∀X ∈ [0,∞). (2.4)

com a, k1, k2ek3 sendo constantes positivas e X uma vizinhança da solução trivial.

Então o equiĺıbrio x = 0 da Eq. (2.1) é exponencialmente estável. E é globalmente

estável caso X = R
n

A análise de estabilidade segundo Lyapunov utiliza funções com propriedades

importantes:

• V (x) é definida positiva se V (0) = 0 e V (x) > 0 para x 6= 0. Se V (x) ≥ 0

para x 6= 0 ela é dita semidefinida negativa;

• V (x) é definida negativa se −V (x) for definida positiva ou semidefinida nega-

tiva se −V (x) for semidefinida positiva;

• se não se enquadrar em nenhum dos casos anteriores ela é dita indefinida.

Para aplicação do Teorema 2.1.1, deve haver uma função V crescente e limi-

tada por cima e por baixo por duas funções crescentes dependentes da exponencial

positiva da norma dos estados (positividade).

• V (t, x) é conhecida como função de Lyapunov e precisa ser determinada.

• Conforme Eq. (2.4), se V̇ (t, x) ≤ 0, o equiĺıbrio é estável. Se houver uma

função semidefinida negativa sempre maior ou igual a V̇ (t, x), o sistema é

estável.
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• Se V̇ (t, x) < 0, o equiĺıbrio é assintoticamente estável. Se houver uma função

dependente dos estados definida negativa sempre maior que V̇ (t, x) o sistema

é estável.

As formas quadráticas para descrever as funções de Lyapunov permitem a veri-

ficação da positividade de forma simples como descrito a seguir.

Toda função do tipo V : Rn → R:

V (x) = xTPx =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj , aij

com P real e simétrica poderá ter sua positividade verificada através do cálculo

dos autovalores de P . V (x) é definida positiva (semidefinida positiva) se todos os

autovalores são positivos (não negativos). Se os menores principais ĺıderes de P

são positivos, pode-se dizer também que P é definida positiva ou P > 0 (KHALIL,

2001).

Considera-se o exemplo a seguir retirado de KHALIL (2001).

Exemplo 2.1.1. Seja V (x) dada por:

V (x) = ax2
1 + 2x1x3 + ax2

2 + 4x2x3 + ax2
3

=
[

x1 x2 x3

]






a 0 1

0 a 2

1 2 a











x1

x2

x3




 = xTPx

Os menores principais de P são a, a2 e a(a2 − 5). Se a >
√
5 os determinantes

menores principais de P são positivos, logo P > 0 se a >
√
5.

• V (x) ≥ 0 se a >
√
5;

• V (x) < 0 se −P > 0, ou seja, a < −
√
5.

Exemplo 2.1.2. Estabilidade de um sistema Linear.

Analisando-se a condição de estabilidade segundo Lyapunov de um sistema des-

crito por

ẋ(t) = Ax(t), (2.5)

tem-se uma função candidata de Lyapunov quadrática V (x(t)) = xT (t)Px(t). A

primeira condição de Lyapunov é atendida com V quadrática se P > 0. Calculando

sua derivada ao longo da Eq. (2.5)
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V̇ (x(t)) = ẋT (t)Px(t) + xT (t)Pẋ(t)

= [Ax(t)]TPx(t) + xT (t)PAx(t) (2.6)

= xT (t)[ATP + PA]x(t),

possibilita verificar a segunda condição reescrevendo como segue:

V̇ (x(t)) = xT (t)[ATP + PA]x(t) = −x(t)TQx(t) (2.7)

sendo Q é uma matriz simétrica positiva definida e descrita como segue:

ATP + PA = −Q. (2.8)

Pelo teorema, se existir uma matriz Q definida positiva de acordo com (2.8),

então a origem é assintoticamente estável. A Eq. (2.8) é conhecida como equação

de Lyapunov. A condição de estabilidade então se resume a garantir que

P > 0, (2.9)

ATP + PA < 0. (2.10)

A existência de P simétrica e definida positiva garante a estabilidade assintótica.

Trata-se de uma desigualdade matricial linear (LMI) que pode ser tratada por meio

de algoritmos de otimização convexa bastante eficientes.

2.2 Estabilidade de Sistemas com atraso

Atualmente a maioria dos sistemas de controle empregam soluções digitais para

sua implementação. Neste contexto, os sistemas amostrados que envolvem tanto

dinâmicas de tempo cont́ınuo quanto discretas se fazem presentes em sua grande

maioria e podem ser representados como na Fig. 2.1. Sendo P (s) a representação do

processo cont́ınuo, Sh o amostrador, C(z) o controlador discreto e ZOH o retentor

de ordem zero.

Uma posśıvel representação para este sistema pode ser feita da seguinte forma:

u(t) = Kx(tk), tk ≤ t < tk+1, (2.11)

ẋ(t) = Ax(t) +BKx(tk), t ∈ [tk, tk+1), k ∈ Z+. (2.12)
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Durante a amostragem, os sistemas de controle amostrados sofrem com perdas

de informação entre amostras durante a discretização. Este problema permitiu que

a abordagem com atraso variável ganhasse atenção e fosse considerada em NCSs.

Neste caso, o sistema pode ser substitúıdo por um sistema cont́ınuo com atraso

(FRIDMAN, 2014b) e a Eq. (2.12) pode ser reescrita como:

ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− δ(t)), δ(t) = t− tk, t ∈ [tk, tk+1). (2.13)

Nesse caso, o atraso definido por δ(t) ≥ 0 é cont́ınuo por partes sendo que δ̇ = 1

para t 6= tk. Posteriormente o produto BK poderá ser definido como A1 para

desenvolvimento das condições de estabilidade.

2.2.1 Equações diferenciais funcionais

Diferentemente dos sistemas descritos através de equações diferenciais ordinárias

(EDO), os sistemas com atraso fazem parte de uma classe de equações diferenciais

de dimensão infinita. Apesar de possúırem uma estrutura linear, eles apresentam

infinitos polos tornando dif́ıcil a análise de estabilidade.

Um sistema genérico com atraso pode ser descrito da seguinte forma:

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− L), t ≥ 0, (2.14)

sendo L, , um valor constante de atraso, x ∈ R
n e A,A1 ∈ R

n×n são matrizes

constantes. É no cálculo da solução da Eq. (2.14) que reside uma diferença funda-

mental em relação às EDOs, pois, ao invés de exigir uma condição inicial x(0) fixa a

Eq. (2.14) requer uma função x(θ) como valor inicial e definida no intervalo [−L, 0]

, ou seja, x(θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [−L, 0] para calcular a solução da Eq. (2.14) dentro de

[0, L].

Percebe-se que esse cálculo, está definido de [0, L] porque assume-se um atraso

constante. Em sistemas com atraso variável, este intervalo é indefinido e em alguns

casos especiais pode até ser estimado conhecendo-se previamente a dinâmica de

variação do atraso com o tempo, mas em outros casos essa estimação não é posśıvel

 

C(z)

x(tk)u(tk) = Kx(tk)

x(t)u(t) = u(tk)

ZOH Sh

P (s)

Figura 2.1: Sistema de controle amostrado.
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e será necessário recorrer a uma outra abordagem.

O estado de um sistema com atraso pode então ser escrito como

x(t) : [−L, 0] → R
n : x(t)(θ) = x(t+ θ), ∀θ ∈ [−L, 0].

Esta condição evidencia a dimensão infinita dos sistemas com atraso. Percebe-se

que, em sistemas sem atraso, x(t) é necessário para obter a evolução de x com o

tempo. Em sistemas com atraso o estado necessário é x(t) no intervalo [t−L, t], ou

seja x(t) (GU et al., 2003).

Esta classe de sistemas pertence ao grupo de EDFs - Equações Diferenciais Fun-

cionais (RICHARD, 2003). A solução da Eq. (2.14) no intervalo [0, L] é obtida com

x0(θ) = φ(θ) e em seguida são obtidas as soluções para os intervalos subsequentes

t ∈ [L, 2L], t ∈ [2L, 3L], seguindo o mesmo processo (conhecido como método do

passo) (DÍAZ, 2018; FRIDMAN, 2014b).

Para exemplificar, considera-se o seguinte sistema:

ẋ(t) = −x(t− L), x(t) ∈ R, L > 0, t ≥ 0. (2.15)

Sistemas nos quais o atraso ocorre nos estados são conhecidos como EDR (Equação

Diferencial Retardada) e aqueles nos quais o atraso ocorre na derivada dos estados

de maior ordem são chamados de EDN (Equação Diferencial Neutra). A maioria

dos sistemas f́ısicos de interesse é do tipo EDR (FRIDMAN, 2014b).

O atraso pode estar presente tanto na atuação quanto na medição, aparecendo

na entrada ou na sáıda. Uma representação em espaço de estados com atraso na

entrada é descrita normalmente da seguinte forma:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− L), (2.16)

y(t) = Cx(t), (2.17)

sendo A,B e C matrizes constantes. Uma representação considerando-se o atraso na

medição é representada da seguinte forma

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.18)

y(t) = Cx(t− L). (2.19)

Os dois sistemas descritos pelas equações (2.16)-(2.19) são equivalentes da en-

trada para a sáıda. Este trabalho foca nos sistemas descritos com atraso na entrada

por descrever o sistema t́ıpico de controle via redes, pois considera-se o ponto de vista
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do processo (rede mais planta), ou seja, que o controlador digital não faz distinção

de que o atraso é constitúıdo de um atraso de envio mais o de recepção dos dados

da rede de comunicação, mas sem perda de generalidade com relação à descrição

com atraso na sáıda. O mesmo sistema pode ser descrito através da Transformada

de Laplace, como:

Y (s) = G(s)e−LsU(s), (2.20)

sendo G(s) = C(sI − A)−1B a parte do sistema sem atraso.

2.2.2 Análise de Estabilidade

Uma equação diferencial retardada pode ser escrita como:

ẋ(t) = f(t, x(t)), ∀t ≥ t0, (2.21)

sendo f : R×C[−L, 0] → R
n cont́ınua nos dois argumentos, localmente Lipschitz no

segundo argumento e C[−L, 0] representa o espaço de Banach de todas as funções

cont́ınuas pertencentes ao domı́nio que possuem a norma

||x(t)||C = max
θ∈[−L,0]

|x(t)(t+ θ)|. (2.22)

Para garantir a existência de solução trivial da Eq. (2.21) (x(t) = 0), assume-se

que f(t, 0) = 0 (existência de solução trivial). Tal solução é (FRIDMAN, 2014b)

• uniformemente estável se ∀t ∈ R e ∀ǫ > 0, existir um δ = δ(ǫ) > 0 tal que

||x(t)||C < δ(ǫ) implica que |x(t)| < ǫ para todo t ≥ t0; Ou seja, se existir

uma vizinhança da solução trivial limitada por δ, de modo que o maior valor

das posśıveis funções de condição inicial x(t) possa estar restrito ao interior

dessa vizinhança, significa que a norma dos estados, com o passar do tempo,

permanecerá dentro dessa vizinhança garantindo a estabilidade.

• uniformemente assintoticamente estável se for uniformemente estável e existir

um δa > 0 tal que para qualquer η > 0 exista um T (δa, η) tal que ||xt0||C < δa

implica em |x(t)| < η para todo t ≥ t0 + T (δa, η) e t0 ∈ R;

• globalmente uniformemente assintoticamente estável se δa puder ser um número

finito arbitrariamente grande.

Para sistemas autônomos, o termo uniformemente pode ser removido. Apesar do

atraso potencialmente afetar de forma negativa a estabilidade do sistema, existem

casos nos quais o seu efeito é estabilizante. Um exemplo bastante conhecido é
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representado por ÿ(t)+y(t)−y(t−L) = 0. Este sistema é considerado instável para

L = 0 e assintoticamente estável para L = 1 (RICHARD, 2003).

Uma maior dificuldade de se verificar as condições de estabilidade através de

autovalores nas EDFs do que nas EDOs levou à investigação de inúmeras abordagens

para analisar estabilidade. Esta dificuldade aumenta ainda mais se o atraso for

variável e apresentar equações não lineares ou incertezas.

As condições de estabilidade podem ser independentes ou dependentes do atraso.

Os critérios de estabilidade dependentes do atraso fornecem resultados melhores e

menos conservadores, apesar de exigirem algum conhecimento a respeito das taxas

e intervalos de variação do atraso. De certa forma, em problemas de engenharia,

dispõe-se do intervalo de variação do atraso (RICHARD, 2003). A análise no domı́nio

do tempo generalizando o método direto de Lyapunov para sistemas com atraso é

conhecido como Teorema de Lyapunov-Krasovskii. Como este método apresenta

as condições de estabilidade em termos de LMIs, cabe ao usuário encontrar tais

desigualdades e tratar o problema de otimização convexo para analisar a estabilidade

do sistema (DÍAZ, 2018).

Os métodos de Lyapunov podem ser aplicados a uma grande variedade de si-

tuações. Este trabalho está voltado ao estudo para o caso de sistemas lineares com

atraso. Assim os métodos de L-K e Lyapunov-Razumikhin (L-R) são poderosos para

esta categoria de sistemas, entretanto os métodos baseados em L-K podem ser apli-

cados a um número maior de problemas, além de oferecer condições de estabilidade

menos conservadoras (DÍAZ, 2018; FRIDMAN, 2014b).

2.2.3 Método de Lyapunov-Krasovskii

A condição de estabilidade da solução trivial é obtida a partir do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (L-K). Supondo-se que u, v, w : R+ → R+ são funções cont́ınuas e

não decrescentes, u(θ) e v(θ) são positivas para θ > 0 e u(0) = v(0) = 0. A solução

trivial da Eq. (2.21) será uniformemente estável se existir um funcional cont́ınuo

V : R× C[−L, 0] → R+ que seja definido positivo, ou seja

u(|x(t)|) ≤ V (t, x(t)) ≤ v(||x(t)||C), (2.23)

com ||φ||C = maxθ∈[−L,0] |φ(θ)|.
Vale lembrar que |x(t)| representa a norma vetorial ou módulo de x. A derivada

de V (t, x(t)) ao longo da Eq. (2.21) é não positiva no sentido que

V̇ (t, x(t)) ≤ −w(|x(t)|). (2.24)

Se w(θ) > 0 para θ > 0, então a solução trivial é uniformemente assintotica-
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mente estável. Além de que, se limθ→∞ u(θ) = ∞, então será globalmente unifor-

memente assintoticamente estável.

É importante notar que, diferentemente dos casos de aplicação do teorema de

Lyapunov para sistemas sem atraso, V depende de x e nos sistemas com atraso, V

depende de x(t). Para incluir a derivada de x(t), considera-se o espaço de Banach

W [−L, 0] de funções absolutamente cont́ınuas com a norma

||x||W = ||x||C +
∫ 0

−L

|x(θ)|2dθ,

para que o Teorema 2.2.1 possa ser extendido para funcionais cont́ınuos V : R ×
W [−L, 0]× L2(−L, 0) → R+ da seguinte forma:

Teorema 2.2.2. Supondo que u, v, w : R+ → R+ são funções cont́ınuas e não

decrescentes, u(θ) e v(θ) são positivas para θ > 0 e u(0) = v(0) = 0. A solução

trivial da Eq. (2.21) será uniformemente estável se existir um funcional cont́ınuo

V : R×W [−L, 0]× L2(−L, 0) → R+ que seja definido positivo, ou seja

u(|x(t)|) ≤ V (t, x(t), ẋ(t)) ≤ v(||x(t)||W ) (2.25)

tal que sua derivada ao longo da Eq. (2.21) é não positiva no sentido que

V̇ (t, x(t), ẋ(t)) ≤ −w(|x(t)|). (2.26)

Se w(θ) > 0 para θ > 0, então a solução trivial é uniformemente assintotica-

mente estável. Além de que, se limθ→∞ u(θ) = ∞, então será globalmente unifor-

memente assintoticamente estável.

Os Teoremas de L-K não orientam quanto à determinação das funções candi-

datas, entretanto, para a classe de sistemas lineares muitas maneiras de se obter

funcionais eficientes são conhecidas.

Condições de estabilidade como LMIs

A primeira desigualdade matricial linear (LMI) conhecida foi apresentada quando

Lyapunov desenvolveu sua teoria para garantir a estabilidade da seguinte equação

diferencial (BOYD, 1994):

ẋ(t) = Ax(t). (2.27)

Ele mostra que todas as trajetórias convergem para a origem se e somente se

existir uma matriz definida positiva P tal que

ATP + PA < 0, P > 0. (2.28)
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A condição ATP + PA < 0 é conhecida como desigualdade de Lyapunov em P.

Esta condição é um exemplo de LMI.

O sinal “<”significa que a matriz do lado esquerdo deve ser simétrica definida

negativa se < 0.

As condições de estabilidade obtidas através dos métodos de L-K geralmente

são verificadas utilizando LMIs. É comum o uso de ferramentas computacionais

e algoritmos para o tratamento de problemas de otimização convexa. Atualmente

diversos algoritmos estão dispońıveis para o tratamento dos problemas descritos na

forma de LMIs, os exemplos utilizados neste trabalho foram executados usando o

YALMIP LÖFBERG (2004) em conjunto com SEDUMI STURM (1999).

Em sistemas de controle as condições de estabilidade podem ser descritas na

forma de um problema de otimização convexo, fazendo com que sejam facilmente

tratadas através de métodos computacionais utilizando LMIs (BOYD, 1994)

A forma geral de uma LMI é descrita como:

F (x) = F0 +
m∑

i

xiFi > 0 (2.29)

em que xi são as variáveis escalares de decisão a serem determinadas (se posśıvel) e

Fi = F T
i ∈ R

n×n, i = 0, · · · ,m, são matrizes simétricas conhecidas. Quando existe

uma solução F (x) > 0 afirma-se que a LMI é fact́ıvel.

A LMI Eq. (2.29) é considerada estrita e pode ser tratada como uma restrição

convexa em x, ou seja, o conjunto definido por {x|F (x) > 0} é convexo.

Uma outra possibilidade é que um conjunto de LMIs dê origem a uma LMI

extendida na forma bloco diagonal. Quando as matrizes Fi são diagonais, a LMI

F (x) > 0 é também um conjunto de desigualdades lineares.

As principais vantagens da abordagem via LMI em sistemas de controle podem

ser resumidas a seguir (DUAN e YU, 2013):

• são convexas, logo possuem soluções ótimas globais;

• podem ser resolvidas numericamente de maneira eficiente;

• quase sempre podem ser solucionadas mesmo quando possuem tamanhos muito

grandes;

• atendem de forma muito conveniente projetos de controle multiobjetivos;

• dispõe de pacotes de software bastante maduros como por exemplo: YALMIP,

CVX e o toolbox de LMI do MATLAB®.
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Complemento de Schur

Certas desigualdades não lineares podem ser convertidas para forma de LMI através

dos complementos de Schur.

Lema 2.2.1. Sendo M uma matriz particionada com A = AT , B e C = CT matrizes

de dimensões apropriadas, a seguinte relação é válida:

M =

[

A B

BT C

]

> 0 ⇐⇒ C > 0 & A−BC−1BT > 0. (2.30)

Demonstração. Este resultado pode ser mostrado através da transformação de con-

gruência

[

I −BC−1

0 I

]

M

[

I 0

−C−1BT I

]

=

[

A− BC−1BT 0

0 C

]

.

Exemplo 2.2.1. Uma aplicação do complemento de Schur pode ser verificada para

a seguinte desigualdade não linear ATP + PA + PBR−1BTP + Q < 0, quadrática

em P, que é equivalente à seguinte LMI:

[

−ATP − PA−Q PB

BTP R

]

> 0.

S-procedure

Em alguns casos podem ser encontradas restrições com alguma função quadrática

negativa ou até com todas as funções negativas. Incertezas limitadas em norma são

exemplos t́ıpicos destes casos (DÍAZ, 2018).

Lema 2.2.2. (YAKUBOVICH, 1977) Considerando-se um F0 ∈ R
n×n e matrizes

M1, . . . ,Mp ∈ R
n×n. Se existirem escalares reais λi ≥ 0, tais que

F0 −
p
∑

i=0

λiMi > 0,

então xTF0x > 0 para todo 0 6= x ∈ R
n o que satisfaz xTMix > 0 para todo

i = 1, . . . , p.

Exemplo 2.2.2. Considera-se o sistema ẋ(t) = Ax(t)+g(x) onde |g(x)|2 ≤ xTMx.

A análise de Lyapunov com V = xTPx mostra que a estabilidade assintótica é

garantida se houver uma matriz P tal que

[

x g
]
[

ATP + PA PB

BTP 0

][

x

g

]

< 0.
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no qual g satisfaz gTg ≤ xTMx. Com a aplicação do S-procedure esta última é

equivalente à existência de um λ ≥ 0 tal que

[

ATP + PA+ λM PB

BTP −λI

]

< 0

Estabilidade de sistemas lineares com atrasos discretos

Diversos tipos de funcionais têm sido estudados baseados nas funções quadráticas de

Lyapunov. Esta escolha é fundamental para obtenção das condições de estabilidade.

Outros funcionais especiais (com mais informações) permitem obter condições que

dependem ou não do atraso. Para descrever o procedimento será obtida a LMI como

condição de estabilidade independente e dependente do atraso, como mostrado em

(FRIDMAN, 2014a).

Condição de estabilidade independente do atraso

Considera-se o sistema descrito na forma

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− δ(t)), t ≥ t0, (2.31)

com A e A1 sendo matrizes n× n e δ(t) ∈ [0, L] e o funcional (função candidata

de Lyapunov) a seguir:

V (t, x(t)) = x(t)TPx(t) +

∫ t

t−δ(t)

x(θ)TQx(θ)dθ, (2.32)

sendo P,Q matrizes definidas positivas (P,Q > 0). Assume-se também que o atraso

varia lentamente, ou seja, é diferenciável em t com δ̇ ≤ d ≤ 1. Percebe-se que V

atende à condição de positividade β|x(t)|2 ≤ V (t, x(t)) (para algum β > 0).

analisando-se a derivada de V ao longo da Eq. (2.31), encontra-se

V̇ (t, x(t)) = 2xT (t)Pẋ(t) + xT (t)Qx(t)− (1− δ̇(t))xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t)).

Inserindo-se a Eq. (2.31) no lado direito da equação anterior chega-se a

V̇ (t, x(t)) ≤ [xT (t)x(t− δ(t))]W

[

x(t)

x(t− δ(t))

]

≤ ǫ|x(t)|2

para algum ǫ ≥ 0 se

W =

[

ATP + PA+Q PA1

AT
1 P −(1− d)Q

]

< 0. (2.33)

22



Lembrando-se que d representa a taxa de variação do atraso. A factibilidade da

LMI (2.33) implica em A e A ± A1 sendo Hurwitz o que já impediria a prova de

estabilidade para o caso de uma planta instável em malha aberta com atraso na rea-

limentação e, além disto, A−1A1/
√
1− d é uma matriz de Schur, consequentemente

com todos os autovalores no interior do ćırculo unitário (FRIDMAN, 2014a).

Condição de estabilidade dependente do atraso

Inicialmente as condições de estabilidade que dependem do atraso reescrevem o

termo atrasado da Eq. (2.31) utilizando-se a seguinte relação:

x(t− δ(t)) = x(t)−
∫ t

t−δ(t)

ẋ(θ)dθ.

Com isso o modelo da Eq. (2.31) é transformado de um sistema com atraso

discreto para um sistema com atraso distribúıdo como segue.

ẋ(t) = (A+ A1)x(t)− A1

∫ t

t−δ(t)

ẋ(θ)dθ. (2.34)

Com a substituição do termo ẋ(t) na Eq. (2.34) obtém-se a amplamente utilizada

Primeira Transformação de Modelo (DÍAZ, 2018; FRIDMAN, 2014a)

ẋ(t) = [A+ A1]x(t)− A1

∫ t

t−δ(t)

[Ax(θ) + A1x(θ − δ(θ))]dθ. (2.35)

Em termos de estabilidade, o sistema descrito pela Eqs. (2.35) e (2.31) são di-

ferentes, resultando em uma condição conservadora. As primeiras condições depen-

dentes do atraso tratavam apenas de sistemas com atraso variando lentamente e

somente com a introdução da abordagem do descritor foi posśıvel analisar sistemas

sujeitos a variações rápidas do atraso com o método de Krasovskii (FRIDMAN,

2014a; FRIDMAN e SHAKED, 2003).

A abordagem do descritor

Descritores são sistemas descritos através de equações diferenciais e equações algébricas.

A transformação proposta pela Eq. (2.34) é feita considerando-se que ẋ(t) = y(t),

resultando em

y(t) = (A+ A1)x(t)− A1

∫ t

t−δ(t)

y(θ)dθ. (2.36)

O sistema descritor da Eq. (2.36) é equivalente à Eq. (2.31) em termos de esta-

bilidade. Desta vez, no cálculo da derivada do funcional de L-K, o termo ẋ(t) não é

substitúıdo pelo lado direito da Eq. (2.31), pois agora é considerado um novo estado

do descritor. A novidade da abordagem do descritor não ocorre em V mas em V̇ .
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O funcional proposto em FRIDMAN (2014a) é dado por:

V (x(t), ẋ(t)) = xT (t)Px(t) +

∫ 0

−L

∫ t

t+θ

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλdθ

︸ ︷︷ ︸

V2(ẋ(t))

, R > 0. (2.37)

Neste ponto, vale destacar que V2(ẋ(t)) representa um dos mais importantes ter-

mos que compõem funcionais de L-K, pois sua derivada fornece condições de estabili-

dade que dependem de forma expĺıcita do L (SEURET et al., 2013). Reescrevendo-se

V2(ẋ(t)) de forma alternativa como

V2(ẋ(t)) =

∫ 0

−L

(L+ λ− t)ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ.

Derivando-se, tem-se

V̇2(ẋ(t)) = LẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t

t−L

ẋ(λ)TRẋ(λ)dλ (2.38)

= LẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)TRẋ(λ)dλ−
∫ t−δ(t)

t−L

ẋ(λ)TRẋ(λ)dλ

︸ ︷︷ ︸

Termo que será ignorado

(2.39)

Considera-se a desigualdade de Jensen representada por:

∫ 0

L

φT (λ)Rφ(λ)dλ ≥
∫ 0

L

φ(λ)dλR

∫ 0

L

φ(λ)dλ, ∀φ ∈ L2[−L, 0], ∀R > 0. (2.40)

Aplicando-se a desigualdade de Jensen para δ > 0 na Eq. (2.38), obtém-se:

−
∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)TRẋ(λ) ≤ − 1

δ(t)

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)dλR

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ

≤ − 1

L

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)dλR

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ (2.41)

E considerando-se que:

d

dt
[xT (t)Px(t)] = 2xT (t)Pẋ(t)

+2[xT (t)P T
2 + ẋT (t)P T

3 ]

[

−ẋ(t) + (A+ A1)x(t)− A1

∫ t

t−δ(t)

ẋ(θ)dθ

]

, (2.42)

O segundo termo pode ser adicionado uma vez que ele tem valor nulo, assim
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obtém-se V̇ (x(t), ẋ(t)) adicionando-se o resultado obtido na Eq. (2.40) como:

V̇ (t, x(t), ẋ(t)) =2xT (t)Pẋ(t)

+2[xT (t)P T
2 + ẋT (t)P T

3 ]

[

−ẋ(t) + (A+ A1)x(t)− A1

∫ t

t−δ(t))

ẋ(λ)dλ

]

+LẋT (t)Rẋ(t)− 1

L

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)dλR

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ, (2.43)

em que P2 e P3 ∈ R
n×n e são consideradas “variáveis de folga”(FRIDMAN,

2014b). A consequência da Eq. (2.43) é que V̇ ≤ −ǫ(|x(t)|2 + |ẋ(t)|2), ǫ > 0.

Definindo-se um novo vetor coluna

η(t) = col{x(t), ẋ(t), 1
L

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ]}

permite escrever

V̇ (t, x(t), ẋ(t)) ≤ ηT (t)Ψdη(t) ≤ −α|x(t)|2

para algum α > 0 se (FRIDMAN, 2014b)

Ψd =






P T
2 (A+ A1) + (A+ A1)

TP2 P − P T
2 + (A+ A1)

TP3 −LP T
2 A1

(∗) −P3 − P T
3 + LR −LP T

3 A1

(∗) (∗) −LR




 < 0.

(2.44)

Esta condição conduz a resultados menos conservadores em sistemas incertos

mesmo na ausência de atraso. O fato da matriz P não multiplicar a matriz do

sistema permite a utilização de incertezas politópicas (DÍAZ, 2018). O sistema

ẋ(t) = −x(t− δ(t)) possui atraso máximo obtido de forma anaĺıtica igual a 1,5 mas

a condição anterior não garante estabilidade para L ≥ 1.

Condições melhoradas

As condições para o atraso variável devem considerar as diferenças entre x(t− δ(t))

e x(t−L) e o funcional de Lyapunov-Krasovskii amplamente utilizado é dependente

da derivada dos estados e é dada por:

V (t, x(t), ẋ(t)) =xT (t)Px(t) +

∫ t

t−L

xT (λ)Sx(λ)dλ+ L

∫ 0

−L

∫ t

t+θ

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλdθ

+

∫ t

t−δ(t)

xT (λ)Qx(λ)dλ. (2.45)
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em que P > 0, S ≥ 0, R ≥ 0 e Q ≥ 0. Com Q = 0, obtém-se uma condição

de estabilidade dependente do atraso com variação rápida. R = S = 0 leva ao

critério independente do atraso com variação lenta coincidindo com a Eq. (2.32)

(FRIDMAN, 2014b).

A derivada da Eq. (2.45) é dada por

d

dt
V ≤2xT (t)Pẋ(t) + L2ẋT (t)Rẋ(t)

− L

∫ t

t−L

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ+ xT (t)[S +Q]x(t) (2.46)

− xT (t− L)Sx(t− L)− (1− d)xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t))

Decompondo-se o terceiro termo da Eq. (2.46)

− L

∫ t

t−L

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ = −L

∫ t−δ(t)

t−L

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ− L

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ

(2.47)

e fazendo uso da desigualdade de Jensen definida na Eq. (2.40) nos dois termos,

resulta em:

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ ≥ 1

L

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)dλR

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ (2.48)

∫ t−δ(t)

t−L

ẋT (λ)Rẋ(λ)dλ ≥ 1

L

∫ t−δ(t)

t−L

ẋT (λ)dλR

∫ t−δ(t)

t−L

ẋ(λ)dλ. (2.49)

O resultado da Eq. (2.47) reescrito na forma da Eqs. (2.48) e (2.49) podem então

ser aplicados na Eq. (2.46) como segue:

d

dt
V ≤2xT (t)Pẋ(t) + L2ẋT (t)Rẋ(t)

− 1

L

∫ t

t−δ(t)

ẋT (λ)dλR

∫ t

t−δ(t)

ẋ(λ)dλ− 1

L

∫ t−δ(t)

t−L

ẋT (λ)dλR

∫ t−δ(t)

t−L

ẋ(λ)dλ

(2.50)

+ xT (t)[S +Q]x(t)− xT (t− L)Sx(t− L)− (1− d)xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t)).
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Com a solução dos termos com integral tem-se

d

dt
V ≤2xT (t)Pẋ(t) + L2ẋT (t)Rẋ(t)− [x(t)− x(t− δ(t)]TR[x(t)− x(t− δ(t)]

− [x(t− δ(t)− x(t− L)]TR[x(t− δ(t)− x(t− L)] (2.51)

+ xT (t)[S +Q]x(t)− xT (t− L)Sx(t− L)− (1− d)xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t))

Inserindo-se a equação dinâmica do sistema descrito pela Eq. (2.31) na Eq. (2.51).

d

dt
V ≤ 2xT (t)P [Ax(t) + A1x(t− δ(t))]

+ L2[Ax(t) + A1x(t− δ(t))]TR[Ax(t) + A1x(t− δ(t))]

− [x(t)− x(t− δ(t)]TR[x(t)− x(t− δ(t)] (2.52)

− [x(t− δ(t)− x(t− L)]TR[x(t− δ(t)− x(t− L)]

+ xT (t)[S +Q]x(t)− xT (t− L)Sx(t− L)− (1− d)xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t))

Com algumas manipulações, o segundo termo da Eq. (2.52) pode ser reescrito

como:

[LAx(t) + LA1x(t− δ(t))]TRR−1R[LAx(t) + LA1x(t− δ(t))]

[LRAx(t) + LRA1x(t− δ(t))]TR−1[LRAx(t) + LRA1x(t− δ(t))]

conduzindo-se ao seguinte resultado:

d

dt
V ≤ 2xT (t)PAx(t) + 2xT (t)PA1x(t− δ(t))

+ L2[Ax(t) + A1x(t− δ(t))]TR[Ax(t) + A1x(t− δ(t))]

− [x(t)− x(t− δ(t)]TR[x(t)− x(t− δ(t)]

− [x(t− δ(t)− x(t− L)]TR[x(t− δ(t)− x(t− L)] (2.53)

+ xT (t)[S +Q]x(t)− xT (t− L)Sx(t− L)− (1− d)xT (t− δ(t))Qx(t− δ(t))

= ηT (t)Φη(t) + ηT (t)
[

LRA 0 LRA1

]

R−1
[

LRA 0 LRA1

]T

η(t)

sendo

η(t) = col{x(t), x(t− L), x(t− δ(t))}

e considerando-se

W =
[

LRA 0 LRA1

]
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é posśıvel escrever a condição em uma forma mais compacta como sendo:

d

dt
V ≤ ηT (t)[Φ +WR−1W T ]η(t). (2.54)

Entretanto, ainda é necessário aplicar o complemento de Schur para obter uma

condição na forma de LMI, ou seja:

d

dt
V ≤ ηT (t)

[

Φ W T

W −R

]

η(t) (2.55)

que permite escrever que d
dt
V ≤ −α|x(t)|2 para algum α > 0 se a seguinte LMI for

fact́ıvel (FRIDMAN, 2014a):









ATP + PA+ S +Q−R 0 PA1 +R LATR

∗ −S −R R 0

∗ ∗ −(1− d)Q− 2R LAT
1R

∗ ∗ ∗ −R









< 0. (2.56)

Esta LMI é dependente do atraso e, além disto, é importante destacar que se

ela for fact́ıvel com Q = 0 ou com d = 1, ela garante estabilidade assintótica em

sistemas com atrasos de variação rápida contidos no intervalo [0, L] (FRIDMAN,

2014b). Ainda é posśıvel reduzir o conservadorismo das condições apresentadas na

LMI (2.56) usando a abordagem reciprocamente convexa apresentada em PARK

et al. (2011).

Um aspecto limitante dessas condições é que consideram apenas atrasos pequenos

δ(t) ∈ [0, L] enquanto em muitas aplicações o atraso é maior e pode variar dentro

de um intervalo δ(t) ∈ [L0, L1] com L0 > 0. A solução, neste caso, de acordo com

FRIDMAN (2014b) é utilizar um funcional composto de duas partes um para o

sistema considerando atraso fixo [0, L0] e outro que considera o efeito variável de L0

até L1 semelhante a Eq. (2.45).

As abordagens de L-K são gerais e valem para sistemas não lineares e variantes

no tempo. Apesar da análise de estabilidade assintótica envolvendo LMI e funcionais

de L-K ser poderosa a busca por condições menos conservadoras por meio da escolha

de funcionais mais elaboradas e com mais informações vem acompanhada de uma

maior complexidade na descrição via LMI e consequente aumento do número de

variáveis de decisão DE OLIVEIRA e SOUZA (2020). Particularizar a análise para

sistemas lineares invariantes usando o teorema do pequeno ganho permite atender

a um grande número de problemas consolidados cuja modelagem é feita por meio

da resposta em frequência como por exemplo os sistemas descritos por meio das

28



receptâncias e conversores eletrônicos de potência.

2.2.4 Teorema do Pequeno Ganho

Nesta seção, é apresentado brevemente o teorema do pequeno ganho que permite

estudar, de forma alternativa, a estabilidade por meio da resposta em frequência.

Os critérios definidos por KAO e LINCOLN (2004), que serão utilizados para obter

as condições de estabilidade na presença de atraso variável e compensação de parte

do atraso fixo através do preditor de Artstein e PSF serão apresentados.

O estudo de sistemas dinâmicos envolve a conexões de pelo menos dois subsis-

temas. Além disyo, na maioria das vezes a descrição de incertezas é feita com base

em um modelo (subsistema) nominal conectado a um subsistema que representa

a incerteza como uma perturbação. Esta interpretação é importante por descre-

ver de maneira formal a estabilidade entrada-sáıda de dois subsistemas conectados

considerando-se seus ganhos ou atenuações aos sinais aplicados (KHALIL, 2001).

Nesta seção, é apresentada a versão L2 do teorema do pequeno ganho (KHALIL,

2001, Caṕıtulo 5). O objetivo desta abordagem é obter uma análise robusta da

interconexão de dois subsistemas considerando-se o pior caso de seus respectivos

ganhos em malha fechada.

A norma L2 de um sinal w(t) é definida como:

||w(t)||L2
=

√
∫ ∞

t=0

w(t)Tw(t)dt. (2.57)

Em um sistema linear estável representado por P (s) sendo Z(s) = P (s)U(s), o

ganho L2 é definido pela seguinte relação (KHALIL, 2001, Caṕıtulo 5):

||z(t)||2L2
≤
(

sup
ω∈R

||P (jω)||2
)2

||u(t)||2L2
. (2.58)

E este ganho L2 pode também ser descrito como:

sup
ω∈R

||P (jω)||2 = sup
ω∈R

σ (P (jω)) , (2.59)

em que σ(P (jω)) corresponde ao máximo valor singular da matriz P (jω) (KHALIL,

2001, Caṕıtulo 5). Este ganho L2 é também conhecido como a norma H∞ de um

sistema linear invariante no tempo, ou seja, supω∈R σ (P (jω)) = ||P (jω)||∞.

Considera-se a conexão em realimentação dos dois subsistemas como mostra a

Fig. 2.2 em que ∆u é um sistema desconhecido eHn(s) é um sistema linear invariante

no tempo. Portanto, assume-se que ∆u e Hn(s) são sistemas cujas relações entrada-

sáıda apresentam estabilidade e possuem os respectivos ganhos L2 dados por γ∆ e
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w1

w2

y1

y2

∆u

Hn(s)

Figura 2.2: Conexão em malha fechada para análise de estabilidade através do
Teorema do Pequeno Ganho.

γH . O sistema global representado na Fig. 2.2 é estável da entrada para sáıda se

γ∆γH < 1, que é conhecido como Teorema do Pequeno Ganho. Este resultado é

importante porque γ∆ não precisa ser conhecido, mas seu valor precisa ser limitado

por γ∆ < 1/γH para garantir a estabilidade robusta da entrada para sáıda.

A prova é direta, pois o ganho global em malha fechada é menor que um em

qualquer frequência. Este teorema fornece uma interpretação particular para muitos

resultados de robustez de sistemas dinâmicos realimentados obtidos a partir da teoria

de Lyapunov. A prova detalhada pode ser encontrada em KHALIL (2001).

Critério de KAO, C.-Y., LINCOLN, B.(2004)

O critério de estabilidade baseado no teorema do pequeno ganho presente em KAO

e LINCOLN (2004) é utilizado neste trabalho.

Considera-se o sistema mostrado nas Figs. 2.3a e 2.3b sendo C o controlador,

P o processo e ∆ representa o atraso variável e os argumentos são omitidos para

simplificar a apresentação. Assume-se que:

i) as ráızes de 1 + P (s)C(s) estão estritamente dentro do semiplano esquerdo ou

,para o caso discreto, as ráızes de 1 + P (z)C(z) estão estritamente dentro do

ciclo unitário;

ii) não há cancelamento de polo instável com zero em malha aberta (devido à

necessidade de garantir estabilidade interna).

Considerando-se as Figs. 2.3a e 2.3b, aplica-se o desacoplamento da parcela va-

riante no tempo da parcela invariante transformando o efeito do atraso variável em

uma perturbação aditiva resultando nas Figs. 2.4, 2.5 e 2.6. Deseja-se encontrar

os ganhos L2 dos dois subsistemas ∆F e Gwv (função de transferência de w para v

conforme indicado nas Figs. 2.4,2.5 e 2.6.) para cada caso. O ganho de ∆F presente

em KAO e LINCOLN (2004) é apresentado a seguir.

Definindo-se os operadores ∆ e ∆F da seguinte forma:
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∆(v) = v(t− δ(t)), (2.60)

∆F (v) =

∫ t

t−δ(t)

v(θ)dθ, (2.61)

sendo δ(t) uma função que representa o atraso variante no tempo, δ ∈ [0, δmax] e

w(t) = −∆F (v).

Para obtenção da norma induzida de w(t) é necessário desenvolver o seguinte

produto:

w(t)2 =

[

−
∫ t

t−δ(t)

v(θ)dθ

]2

. (2.62)

Através da desigualdade de Jensen é posśıvel escrever:

w(t)2 ≤δ(t)

[∫ t

t−δ(t)

v2(θ)dθ

]

, (2.63)

≤δmax

∫ t

t−δmax

v(θ)2dθ. (2.64)

E em seguida substitui-se o resultado anterior na Eq. (2.57) para obter o máximo

ganho L2 de w(t) e t < 0:

||w(t)||2L2
≤
∫ ∞

0

δmax

∫ t

t−δmax

v(θ)2dθdt

= δmax

∫ ∞

0

∫ 0

−δmax

v(t+ s)2dsdt

= δmax

∫ 0

−δmax

∫ ∞

0

v(t+ s)2dtds

= δmax

∫ 0

−δmax

∫ ∞

0

v(t)2dtds (2.65)

= δmax

∫ 0

−δmax

||v(t)||2L2
ds

= δmax||v(t)||2L2

∫ 0

−δmax

ds

= δ2max||v(t)||2L2
.

Assim, conclui-se que o ganho ∆F é limitado por δmax e a condição de estabilidade

passa a depender da topologia que resulta em Gwv pois pelo teorema do pequeno

ganho, se as suposições iniciais apresentadas no inicio da seção forem atendidas a
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(a) Sistema linear invariante no
tempo com atraso.

-

+
d

ZOH sh

∆

P (s)

C(z)

(b) Sistema linear invariante no tempo com atraso -
Discreto/Cont́ınuo.

Figura 2.3: Malhas com atraso variável.

interconexão dos sistemas das Figs. 2.3a (cont́ınuo e discreto) e 2.3b serão estáveis

se

||Gwv(t)||L2
||Gvw(t)||L2

< 1,

||Gwv(t)||L2
||∆F ||L2

< 1,

||Gwv(t)||L2
δmax < 1.

Assim como na maioria dos compensadores de tempo morto (DTC), a principal

vantagem desta abordagem advém da utilização de métodos baseados em frequência

na análise de robustez. Sua interpretação é direta e simples (NORMEY-RICO e

CAMACHO, 2007). Em KAO e LINCOLN (2004), são apresentados três teoremas

para a análise de estabilidade robusta em malha fechada de sistemas com atraso

variável: i) caso de tempo cont́ınuo, ii) caso de tempo discreto, e iii) caso amostrado

(misto cont́ınuo-discreto). Estes teoremas são apresentados brevemente.

Teorema 2.2.3. Para o caso cont́ınuo, considerando que C = C(s) e P = P (s), o

sistema mostrado na Fig. 2.3a é estável para qualquer atraso variável definido por

∆(v) = v(t− δ(t)) com 0 ≤ δ(t) ≤ δmax se

∣
∣
∣
∣

P (jω)C(jω)

1 + P (jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
<

1

δmaxω
, ∀ω ∈ [0,∞). (2.66)

Teorema 2.2.4. Para o caso discreto, considerando que C = C(z), P = P (z)

e um peŕıodo de amostragem h , o sistema mostrado na Fig. 2.3a é estável para

qualque atraso variável múltiplo do peŕıodo de amostragem limitado (considerando-

se um número de intervalos de amostragem máximo inteiro N) definido por ∆(v) =

v(k − δ(k)) com 0 ≤ δ(k) ≤ Nh se

∣
∣
∣
∣

P (ejω)C(ejω)

1 + P (ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣
<

1

N |ejω − 1| , ∀ω ∈ [0, π]. (2.67)

Apesar de z = ejωh com ω ∈ [0, π/h], cabe destacar que ao longo desta tese as

funções de tempo discreto no domı́nio da frequência utilizarão o argumento ejω ao
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-

+-

d

w

v

∆− 1

Gwv

∆F

z−1

z

z
z−1

P (z)

C(z)

Figura 2.5: Sistema linear invariante no tempo com atraso (discreto) - Equivalente.

invés de ejωh uma vez que será adotado ω ∈ [0, π].

Teorema 2.2.5. Para o caso de tempo cont́ınuo e tempo discreto (CT-DT ), P =

P (s) é uma planta de tempo cont́ınuo, estritamente própria e estável, considerando-

se C = C(z), tempo de amostragem h, o sistema mostrado na Fig. 2.3b é estável

para qualquer atraso variável definido por ∆(v) = v(t − δ(t)) com 0 ≤ δ(t) ≤ Nh

para algum inteiro N se

∣
∣
∣
∣

Palias(ω)C(ejω)

1 + PZOH(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣
<

1

N |ejω − 1| , ∀ω ∈ [0,∞]. (2.68)

Neste caso, PZOH(z) é a versão discretizada de P (s) usando um ZOH enquanto

-

+-

d
w

ZOH

ZOH

ZOH

v

∆− 1

Gwv

∆F

z−1

z

z
z−1

P (s)

ShSh C(z)

Figura 2.6: Sistema linear invariante no tempo com atraso (Amostrado) - Equiva-
lente.
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Palias(ω) é uma versão aproximada de P(s) dada por:

Palias(ω) =

√
√
√
√

∞∑

k=−∞

∣
∣
∣
∣
P

(

j(ω + 2πk)
1

h

)∣
∣
∣
∣

2

. (2.69)

O cálculo do ganho do subsistema ∆F (Fig. 2.6) é mais complicado do que para o

caso cont́ınuo e o caso discreto devido à presença de subsistemas cont́ınuos e discre-

tos simultaneamente, portanto, é recomendável utilizar o resultado de YAMAMOTO

e ARAKI (1994) para obtê-lo conforme descrito em KAO e LINCOLN (2004).

O Teorema 2.2.5 serve para encontrar um dado valor de N inteiro que limita

o máximo valor em Nh segundos para o atraso variável máximo com garantia de

estabilidade. O corolário a seguir relaxa o valor de N possibilitando que este seja

real.

Corolário 2.2.1. Seja N um número real e considera-se o sistema misto CT–DT

descrito no Teorema 2.2.5. Então o sistema de controle é estável para todos os

atrasos 0 ≤ δ(t) ≤ Nh se a seguinte desigualdade

∣
∣
∣
∣

Palias(ω)C(ejω)

1 + PZOH(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣
<

1

Ñ |ejω − 1|
, ∀ω ∈ [0,∞], (2.70)

é satisfeita sendo1 Ñ =
√

⌊N⌋2 − 2g⌊N⌋+ g e g = N − ⌊N⌋.

Perceba que Ñ ≤ N e que Ñ = N quando N é um inteiro. Com relação ao

Teorema 2.2.5 e Corolário 2.2.1, vale ressaltar que, conforme apontado em KAO e

LINCOLN (2004), Palias(ω) ≈ P (ejω) com um peŕıodo de amostragem adequado

(suficientemente pequeno).

Além disso, nota-se que o Teorema 2.2.3 apresenta um critério de estabilidade

simplificado para o problema de tempo cont́ınuo. O Teorema 2.2.4 é o equivalente

de tempo discreto, e o Teorema 2.2.5 é aplicado ao problema CT-DT visto que

o comportamento entre os instantes de amostragem devem ser considerados. O

Corolário 2.2.1 estende o resultado do Teorema 2.2.5 a fim de considerar um limite

máximo para o atraso que não seja múltiplo do peŕıodo de amostragem. De fato, o

Teorema 2.2.4 poderia ser aplicado ao caso misto CT-DT se a estabilidade robusta

fosse verificada apenas nos instantes de amostragem (comportamento entre amostras

desconsiderado) e se for admitido que o atraso é múltiplo do peŕıodo de amostragem.

Entretanto, este tipo de suposição para atraso variável é muito restritiva para a

maioria dos problemas práticos com atraso variável.

Para ilustrar a aplicação do critério, considera-se o exemplo retirado de (NORMEY-

RICO e CAMACHO, 2007, Exemplo 4.1) onde é representado um sistema de controle

1A operação ⌊x⌋ denota o maior inteiro menor que x.
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Figura 2.7: Resposta ao degrau do sistema de tanque de aquecimento para diferentes
valores de atraso.

da temperatura de sáıda de um tanque de aquecimento que pode ser medida em di-

ferentes pontos da tubulação. Considera-se o sistema representado pelo seguinte

modelo:

G(s) =
1

1, 5s+ 1
,

sujeito a uma entrada u(t − L(t)) com 0 ≤ L(t) ≤ δmax e controlador PI C(s) =

Kc(1 +
1
Tis

), com Kc = 2, 5 e Ti = 1, 5.

Embora o sistema seja estável para alguns valores de δ entre 1 e δmax = 0, 6

a garantia de estabilidade só obtida para valores menores que δmax para atender

o critério apresentado no Teorema 2.2.3. A Fig. 2.7 apresenta diversas curvas de

resposta ao degrau do sistema para diferentes valores de atraso. Nota-se que, ao

desrespeitar a condição de estabilidade robusta (δ = 1) o sistema entra na região

instável. Além disso, este exemplo ilustra a degradação no desempenho causada

pelo atraso.

O desenvolvimento dos critérios de estabilidade por meio da análise frequencial

traz vantagens em problemas que já são naturalmente identificados por meio da

resposta em frequência como por exemplo os sistemas vibracionais baseados em re-

ceptâncias de segunda ordem. A abordagem frequencial também é bastante utilizada

no controle linear de conversores eletrônicos de potência chaveados. Além disso, por

mais que o modelo não esteja dispońıvel é posśıvel arbitrar uma faixa de segurança

estável por meio da análise via resposta em frequência

Deve-se destacar que a condição de estabilidade robusta com atraso é necessari-

amente mais conservadora do que a margem de atraso obtida com um atraso fixo,

pois o atraso variável induz um comportamento dinâmico arbitrário para o atraso.
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Ou seja, o atraso variável pode modificar o sinal de controle efetivo de forma ar-

bitrária dentro do universo de valores definidos pelo intervalo máximo do atraso

variável. Este comportamento é particularmente viśıvel em redes de computadores

cujo sinal de controle pode ser roteado em caminhos diversos, invertendo-se a ordem

de entrega ou até descartando-se pacotes.

No presente trabalho são propostos critérios que permitem avaliar o papel de

preditores e dos erros de modelagem no máximo atraso variável por meio da gene-

ralização do critério de KAO e LINCOLN (2004).
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Caṕıtulo 3

Estratégias de compensação do

atraso

Os sistemas com atraso atráıram o interesse de pesquisadores de sistemas de controle

nas últimas décadas e diversas contribuições de impacto foram alcançadas, de modo

que o ińıcio do século 21 pode ser caracterizado como “time-delay boom” (FRID-

MAN, 2014b). Neste caṕıtulo, são discutidas estratégias para minimizar os efeitos

negativos do atraso com o uso dos preditores de Smith e Artstein no contexto de

atraso fixo.

3.1 Sistemas com atraso

A abordagem para compensação de atraso baseada na utilização do modelo (controle

preditivo) desponta com resultados relevantes, fazendo deste, um dos focos principais

deste trabalho. As estruturas dos preditores compensam o tempo morto de maneira

que o controlador possa ser sintonizado considerando-se o sistema livre de atraso.

A equação de śıntese do controlador pressupõe a necessidade de se obter um

controlador a partir de uma resposta em malha fechada desejada para um dado

sistema. Em algumas estratégias de śıntese direta, a exemplo da técnica de Dahlin

(NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007), a relação referência sáıda é dada por:

Gd(s) =
Y (s)

R(s)
=

C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
,

ao reescrever para obter a fórmula de śıntese do controlador resulta em:

C(s) =
1

G(s)

Gd(s)

1−Gd(s)
.

Vale destacar que se trata de uma técnica limitada e que só funciona em ca-

sos espećıficos (não vale para sistemas instáveis em malha aberta) pois envolve o
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cancelamento de polos e zeros. A t́ıtulo de exemplo considera-se:

Gd(s) =
1

τcs+ 1

garantindo o ajuste da sintonia a partir de τc (CORRIPIO e SMITH, 1997). Porém,

os sistemas com atraso necessitam que a resposta de malha fechada possua um termo

referente ao atraso, ou seja,

Gd(s) =
e−Ls

τcs+ 1

que, ao ser substitúıdo na fórmula de śıntese, resulta no seguinte controlador:

C(s) =
τs+ 1

Ke−Ls

e−Ls

τcs+1

1− e−Ls

τcs+1

=
τs+ 1

Ke−Ls

e−Ls

τcs+ 1− e−Ls

C(s) =
τs+ 1

K

1

τcs+ 1− e−Ls

O termo transcendental referente ao atraso e−Ls inviabiliza a implementação

analógica desse controlador, contudo, a sua implementação discreta é posśıvel através

de sistemas computacionais. Os controladores capazes de implementar este termo

são conhecidos como compensadores de tempo morto ou preditores (CORRIPIO e

SMITH, 1997).

De forma geral, o sistema de controle com preditor possui um estágio de predição

que utiliza o modelo do processo para estimar o comportamento futuro do sistema.

E a sáıda do preditor é combinada com a sáıda real da planta, para então, calcular

a ação de controle (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008; PALMOR, 1996).

A estrutura clássica para sistemas de controle realimentados com atraso da

Fig. 3.1 permite extrair as seguintes funções de transferência:

Y (s)

R(s)
=

C(s)G(s)e−sL

1 + C(s)G(s)e−sL
,

Y (s)

Q(s)
=

G(s)e−sL

1 + C(s)G(s)e−sL
.

-
+ +C(s) e−Ls

q(t)

r(t)
G(s)

y(t)

Figura 3.1: Sistema de controle com atraso.
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A presença do atraso reduz a margem de fase do sistema e consequentemente

a possibilidade de um desempenho melhor. Lembrando que não é suficiente que

o sistema seja apenas estável, é importante que apresente margens de estabilidade

consistentes. As margens de ganho e de fase são indicadores clássicos de robustez.

Particularmente, a margem de fase tem efeito no desempenho transitório de sistemas.

Tipicamente é recomendável adotar, para grande parte dos sistemas industriais,

margem de fase ≥ 45◦ e margem de ganho ≥ 2 dB (CORRIPIO e SMITH, 1997).

Para ilustrar o efeito do atraso na estabilidade, o exemplo 2.8 estudado em

NORMEY-RICO e CAMACHO (2007) é revisitado. Trata-se de um sistema de

aquecimento de tanque abastecido por uma longa tubulação. Este sistema pode ser

modelado pela seguinte equação:

P (s) =
1

(1, 5s+ 1)(0, 4s+ 1)
e−Ls,

e controlado por um PI dado por:

C(s) = kc
(sTi + 1)

sTi

.

Considerando-se que o sistema não possui atraso, propõe-se kc = 1 e Ti = 1, 2

resultando em uma margem de fase MF = 70◦ e uma frequência de cruzamento de

ganho wcg = 0, 7 rad/s. Entretanto, a partir do momento que o sistema apresenta

um atraso L = 1, 5 esta margem de fase cai para MF = 5◦ resultando em um

coeficiente de amortecimento ruim. Tal efeito pode ser percebido na Fig. 3.2, pois

apresenta o comportamento do sistema para diferentes valores de atraso conside-

rando o controlador PI com dois valores de kc.

Para alcançar um desempenho em malha fechada adequado reduziu-se o valor de

kc até alcançar margem de fase de 60◦. Essa redução do ganho provocou uma redução

na frequência de cruzamento do ganho para wc = 0, 25 rad/s e, consequentemente,

tornou a resposta significativamente mais lenta.

O efeito no domı́nio do tempo, para este exemplo, está ilustrado na Fig. 3.3

demonstrando uma redução no amortecimento da resposta com aproximação da

região instável. Além disso, observa-se que a análise frequencial guarda uma corres-

pondência com a resposta temporal.

Em sistemas com atraso é útil definir a margem de atraso como o máximo valor

de atraso admisśıvel em um sistema para que ele não instabilize. Considerando-se

que o diagrama de Nyquist de um sistema possui margens de fase φi associada a

frequências ωi correspondentes para diferentes valores de atraso, define-se a margem

de atraso como:

Dm = min
i

[
φi

ωi

]

.
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Do ponto de vista teórico é insuficiente considerar apenas as margens de estabilidade

de ganho e fase pois dependendo da constante de tempo alguns sistemas podem se

instabilizar com margem de ganho e fase suficientemente adequadas quando sub-

metidos a um valor de atraso pequeno (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007). O

exemplo seguinte discutido em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007) ilustra este

problema. Considera-se a seguinte função de transferência com n=1,2:

Pn(s) =
Kn

s(1 + sTn)
.

Deseja-se obter na frequência ωn = 1/Tn uma margem de fase 45◦(π/4) e margem

de ganho ∞ através da sintonia do Kn. O ganho adequado é obtido como segue

|Pn(jωn)| =
|Kn|

|jωn(1 + jωnTn)|
=

Kn

ωn|(1 + j1)| =
Kn

ωn

√
2
= 1.

Este ganho é definido por:

Kn = ωn

√
2.

Partindo da suposição de que se trata de dois sistemas com ı́ndice n = 1, 2.

Sabe-se que ambos possuem as mesmas margens de fase e ganho. Adicionalmente

supõe-se que há um atraso nestes sistemas que não foi considerado. Aplicando-se a

definição de margem de atraso chega-se ao seguinte resultado:

Dm =
π

4
Tn

Analisando-se esta margem de atraso percebe-se que os sistemas com constante

de tempo pequenas (ou larguras de banda altas) estão muito mais vulneráveis ao

efeito do atraso mesmo possuindo uma margem de atraso razoável.

3.2 Preditor de Smith

Para aplicação de controladores PID em sistemas com atraso a literatura disponi-

biliza regras de sintonia (Ziegler-Nichols, Cohen-Coon, IAE, ITAE, IMC, S-IMC)

para diversos casos e apresenta suas respectivas limitações principalmente para sis-

temas com atraso dominante. Ainda assim, é posśıvel alcançar uma resposta de

malha fechada satisfatória se o atraso for o dobro da constante de tempo do pro-

cesso (L = 2T0) com a sintonia do PID obtida adequadamente (NORMEY-RICO e

CAMACHO, 2007).

O preditor de Smith representado na Fig. 3.4b foi apresentado inicialmente na

década de 1950 (SMITH, 1957). É composto do controlador primário C(s) e da

estrutura de predição que inclui o modelo nominal da planta. Sistemas com atraso
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do tipo SISO (Single-Input Single-Output) são representados por P (s) = G(s)e−Ls,

e o modelo nominal é descrito por Pn(s) = Gn(s)e
−Lns como consequência.

Gn(s) é conhecido como modelo do sistema sem atraso (ou modelo rápido). O

atraso nominal é representado por e−Lns. Se for considerada a ausência de erros

de modelagem e de perturbação, o erro (ep(s)) entre a sáıda e o modelo da planta

será nulo. Desta forma, na condição nominal, a equação caracteŕıstica que descreve

o denominador da função de transferência de malha fechada Y (s)/R(s) não será

afetada pelo atraso, fazendo com que o uso do preditor se aproxime da solução

ideal.

Uma das grandes vantagens desta formulação é permitir que a sintonia do contro-

lador seja feita utilizando o modelo sem atraso, pois ele elimina o atraso da equação

caracteŕıstica. Este é considerado o primeiro CTM e é muito utilizado para melhorar

o desempenho de controladores clássicos PI e PID. A simplicidade e facilidade de

sintonia fizeram com que o preditor de Smith e suas derivações estejam presentes

em grande parte dos sistemas de controle industriais no que se refere a problemas

com atraso (DA SILVA et al., 2020; NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007, 2008).

A função de transferência do PS da entrada para sáıda (Y (s)/R(s)) é dada por:

Hr(s) =
Y (s)

R(s)
=

C(s)Pn(s)

1 + C(s)Gn(s)
. (3.1)

E da perturbação para a sáıda:

Hq(s) =
Y (s)

Q(s)
= Pn(s)

[

1− C(s)Pn(s)

1 + C(s)Gn(s)

]

(3.2)

= Pn(s)

[
1 + C(s)(Gn(s)− Pn(s))

1 + C(s)Gn(s)

]

.

Nesta estrutura, os polos de malha aberta estão presentes na resposta à per-

turbação (Hq(s)) em malha fechada, o que pode ser observado na Eq. (3.2) por

conta da presença de Pn(s) fora do colchetes. Devido a essa caracteŕıstica, o com-

portamento da rejeição de perturbação terá que lidar com os efeitos dos polos de

malha aberta, implicando em uma resposta à pertubação em malha fechada que não

pode ser mais rápida que a de malha aberta.

Infelizmente, sintonizar C(s) para definir a dinâmica da rejeição de perturbação

não garante liberdade para obter uma resposta à referência desejada. Isto não é

um problema exclusivo do PS, pois trata-se de um problema t́ıpico de sistemas com

apenas um grau de liberdade. Definir C(s) para uma rápida rejeição de perturbação

implica em uma resposta à referência comprometida pela presença de zeros emHr(s).

Um filtro de referência F (s) (de modo a adicionar mais um grau de liberdade ao

CTM) pode ser utilizado para atenuar o efeito desses zeros pois eles não aparecem
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Figura 3.4: Preditor de Smith.

em Hq(s) (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008).

O preditor de Smith possui as seguintes propriedades fundamentais:

i) Compensação do atraso - O atraso não aparece na equação caracteŕıstica de

malha fechada 1 +C(s)G(s) = 0. Desta forma não há interferência na margem

de fase;

ii) Predição - Analisando-se as Figs. 3.4a e 3.4b, percebe-se que yp(t) é uma

estimativa de y(t+ L);

--
++ +C(s)

Ceq(s)

q(t)

r(t)

Gn(s)− Pn(s)

P (s)
y(t)

Figura 3.5: Preditor de Smith - Estrutura Equivalente.
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iii) Compensação dinâmica ideal - considerando-se que o controlador ideal seja

C(s)

1 + C(s)Gn(s)
= Gn(s)

−1,

verifica-se que a sáıda é dada por

y(t) = r(t− L) +G(s)e−Ls[q(t)− q(t− L)]

= r(t− L) +G(s)e−Ls[1− e−Ls]q(t),

resultando-se em uma resposta à perturbação com um atraso de 2L. Esta

propriedade é útil para estabelecer um limite teórico de desempenho mesmo

adotando um preditor e um controlador ideais.

Como apresentado anteriormente, observa-se que a Eq. (3.1) não tem o efeito

do atraso na equação caracteŕıstica. Entretanto, na Eq. (3.2), nota-se que os polos

instáveis de Pn(s) (caso existam) não podem ser removidos de Hq(s), de maneira que

a formulação original do PS não pode ser usada para controle de plantas instáveis

pois esta caracteŕıstica faz com que o sistema seja internamente instável, por con-

sequência da lei de controle que estabelece uma estratégia por cancelamento.

Por outro lado, se o polo estiver na origem (sistema integrador), ou seja, Pn(s)

tiver um polo em zero, significa que o termo Pn(s)[1 − e−Lns] não o terá, uma vez

que [1 − e−Lns] é zero para s = 0, o que cancelaria o polo de Pn(s). A conclusão

é que os polos instáveis não podem ser removidos de Hq(s) mas o polo integrador

s = 0 pode ser retirado. Apesar de permitir o controle de plantas integradoras, este

cancelamento irá impor dificuldades na rejeição de perturbação.

Para compreender a limitação do PS para rejeitar perturbações em relação a

plantas integradoras é necessário analisar a estrutura equivalente obtida da Fig. 3.4b

e representada pela Fig. 3.5 que apresenta um controlador equivalente dado por:

Ceq(s) =
C(s)

1 + C(s)(Gn(s)− Pn(s))
.

O problema existe porque mesmo que C(s) possua uma ação integral, esta é

incapaz de rejeitar perturbações constantes, pois o controlador equivalente Ceq(s)

não possui esta ação integral.

Apesar de poder ser aplicado em muitas situações reais, as desvantagens da

formulação original do preditor de Smith limitam sua aplicação mais ampla servindo

de est́ımulo a modificações em sua estrutura que visam basicamente (NORMEY-

RICO e CAMACHO, 2007):
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Figura 3.6: Preditor de Smith Filtrado.

a) melhorar o desempenho regulatório na presença de perturbações;

b) utilizá-lo no controle de plantas instáveis;

c) melhorar seu desempenho robusto;

d) facilitar a sintonia em estruturas com dois graus de liberdade.

Muitas dessas estruturas propostas são complexas ou são voltadas para casos

mais particulares como FOPDT - First order plus deadtime (primeira ordem mais

atraso) ou SOPDT - Second order plus deadtime (segunda ordem mais atraso) ou

plantas integradoras ou plantas instáveis.

A modificação no PS proposta na seção seguinte permite minimizar os efeitos dos

erros de modelagem e controlar plantas instáveis/integradoras (em malha aberta)

desde que utilize a abordagem discreta unificada.

3.3 Preditor de Smith filtrado

Uma das modificações propostas em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007) está

representada na Fig. 3.6 contando com a presença de dois elementos adicionais: um

filtro de robustez Fr(s) e um filtro de referência F (s). Este é conhecido como PSF

- Preditor de Smith Filtrado. Esta versão do PS é discutida em maiores detalhes

nesta seção pois terá papel fundamental no desenvolvimento dos resultados deste

trabalho.

É na presença de incertezas de modelagem que o filtro de robustez (Fr(s)) se

faz importante, pois age para atenuar os efeitos do erro de predição, melhorando

o desempenho global. Esta robustez alcançada via Fr(s) é benéfica ao sistema,

porém pode tornar a resposta mais lenta, cabendo ao projetista buscar a melhor

relação de compromisso entre robustez e desempenho através da sintonia do Fr(s)

(NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009, 2008). O filtro de referência F (s) é utilizado

para conferir mais um grau de liberdade ao PSF para melhorar o desempenho servo.
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No caso cont́ınuo, a eliminação dos polos indesejáveis de Hq(s) pode não ser

efetiva, de modo que a aplicação do PSF somente é posśıvel em uma estrutura de

controle discreta que será apresentada adiante. Portanto, a estrutura representada

na Fig. 3.6 só pode ser utilizada para plantas estáveis (NORMEY-RICO et al.,

2012a). No caso discreto, o controle de plantas instáveis é posśıvel desde que o o

filtro de robustez seja sintonizado de maneira a eliminar o polo instável na função

de transferência da perturbação para a sáıda. Neste caso, o controlador deve ser

projetado para atender as especificações do seguimento de referência.

Além das propriedades intŕınsecas do PS que já foram mencionadas, duas pro-

priedades importantes do PSF merecem destaque:

i) a relação de compromisso entre robustez e desempenho na rejeição de per-

turbação pode ser definida pelo filtro Fr(s) sem afetar a resposta nominal de

seguimento de referência;

ii) este filtro pode ser aplicado para garantir a estabilidade interna de plantas

integradoras ou instáveis na presença de atraso, quando adotada a formulação

discreta (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009).

A estrutura de análise do PSF é apresentada na Fig. 3.6, sua versão amostrada

está representada na Fig. 3.7a, e a estrutura de implementação prática é exibida na

Fig 3.7b. A versão amostrada exibida na Fig. 3.7a possui elementos similares ao

caso cont́ınuo e a interconexão entre a parte cont́ınua e discreta é feita através de

um ZOH.

Com base na estrutura de análise de tempo discreto da Fig. 3.7a, as seguintes

relações são válidas no caso nominal (P (z) = Pn(z)):

Y (z)

R(z)
= F (z)

C(z)Pn(z)

1 + C(z)Gn(z)
, (3.3)

Y (z)

Q(z)
= Pq(z)

[

1− Fr(z)
C(z)Pn(z)

1 + C(z)Gn(z)

]

, (3.4)

Y (z)

N(z)
= 1− Fr(z)

C(z)Pn(z)

1 + C(z)Gn(z)
, (3.5)

em que Pq(z) = P (z) e N(z) é a transformada Z de n(t). Assim como no caso

cont́ınuo, o filtro de robustez modifica a resposta de rejeição de perturbação, mas não

afeta a resposta nominal à referência. Esta propriedade é interessante e pode ser uti-

lizada para lidar com atrasos variáveis discretos conforme verificado em NORMEY-

RICO et al. (2012b).

Como na prática apenas os CTMs de tempo discretos são utilizados, a estrutura

unificada proposta em NORMEY-RICO e CAMACHO (2009) e representada na

Fig. 3.7b é recomendada pois é necessária no controle de plantas instáveis.
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A estrutura de implementação discreta unificada é utilizada para garantir a

estabilidade interna caso o sistema seja integrador ou instável em malha aberta.

Esta estabilidade interna é obtida se o filtro de robustez garantir que S(z) =

[1− z−dnFr(z)]Gn(z) seja um filtro estável (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009).

Em resumo, Fr(z) deve ser definido de modo que os polos instáveis de Gn(z) sejam

eliminados de S(z).

Considerando-se que:

Gn(z) =
Nn(z)

Dn(z)
; Fr(z) =

Nr(z)

Dr(z)
,

S(z) pode ser escrita como

S(z) =
Nn(z)

Dn(z)Dr(z)
[Dr(z)−Nr(z)z

−dn ],

S(z) =
Nn(z)

zdnDn(z)Dr(z)
[zdnDr(z)−Nr(z)].

O projeto de Nr(z) é feito para garantir

[Dr(z)−Nr(z)z
−dn ] = 0, ∀z∗ : Dn(z

∗) = 0, |z∗| > 1,

sendo z∗ utilizado para representar polos de malha aberta localizados fora do ćırculo

unitário.

O cancelamento de polos com zeros é resolvido através da divisão de polinômios

[Dr(z) − Nr(z)z
−dn ] e Dn(z). Além disto, para rejeitar perturbação em degrau é

necessário que o quociente tenha uma ráız em z = 1, já para rejeitar perturbação em

rampa é necessário que tenha duas ráızes em z = 1 (NORMEY-RICO e CAMACHO,

2009).

3.3.1 Análise de Robustez

A presença de incertezas de modelagem faz com que o erro de predição decorrente

de incerteza de atraso seja realimentado para o controlador de forma periódica. E a

ação de controle para uma mudança de referência aplicada em t = t0 resultará em um

erro nulo até t = t0 + x sendo x = min(Ln, L). Este sinal de erro será realimentado

e seu efeito somente será percebido após x segundos. Apesar da necessidade de

realimentação deste erro atrasado para garantir a rejeição de perturbação ele pode

causar instabilidade em malha fechada.

Importante notar que o erro de modelagem do atraso pode ser assumido como

uma perturbação periódica com peŕıodo aproximadamente igual a x = min(Ln, L).

A filtragem deste erro fornece uma forma de ampliar a faixa de atraso fixo tolerável
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Figura 3.7: Preditor de Smith Filtrado Discreto - Forma Unificada.
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pelo sistema (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2009).

Para iniciar a análise de robustez é necessário compreender que a função que

descreve o processo contém incertezas. Uma ferramenta poderosa e elegante de se

verificar os efeitos dessas incertezas é o diagrama de Nyquist. De modo que P (s)

pertence a uma famı́lia de funções descritas como segue:

P (s) = Pn(s) + ∆a(s) = Pn(s)(1 + ∆P (s)).

As seguintes suposições são assumidas:

i) Todas as plantas possuem o mesmo número de polos no semi plano direito;

ii) ∆P (s) e ∆a(s) definem o limitante de incerteza multiplicativa e aditiva, res-

pectivamente.

Sabe-se que o controlador C(s) estabiliza Pn(s) de modo que a curva (nominal)

C(jω)Pn(jω) não envolve o ćırculo unitário no diagrama de Nyquist, desta forma

a distância da curva de C(jω)Pn(jω) para o ponto −1 estabelece uma margem de

robustez. Assumindo que ∆a(jω) também é conhecido, uma curva semelhante (real)

pode ser obtida para C(jω)(Pn(jω) +∆a(jω)) conforme Fig. 3.8. A distância entre

a curva nominal e a curva real representada pelo segmento AB é obtida conforme a

seguir:

|C(jω)(Pn(jω) + ∆a(jω))− C(jω)Pn(jω)| = |C(jω)∆a(jω))|.

Além disto sabe-se que para cada frequência a distância entre a curva nominal e o

ponto -1 é dada por:

|(−1− C(jω)(Pn(jω))| = |(1 + C(jω)Pn(jω))|,

de modo que a seguinte condição pode ser escrita

|C(jω)∆a(jω))| < |(1 + C(jω)Pn(jω))|, ∀ω > 0.

definindo-se assim, o maior valor de incerteza (maior distância ∆a(jω) entre a

curva real e nominal) que garante a estabilidade robusta como sendo

|∆a(jω))| <
|(1 + C(jω)Pn(jω))|

|C(jω)| , ∀ω > 0,

ou também

|∆P (jω))| <
|(1 + C(jω)Pn(jω))|

|C(jω)Pn(jω)|
, ∀ω > 0.
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Figura 3.8: Diagrama de Nyquist - C(jω)Pn(jω) (linha cheia), C(jω)(Pn(jω) +
∆a(jω)) (linha tracejada) e C(jω)∆a(jω) (segmento cinza - A e B são pontos de
mesma frequência) (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2007).

Lembrando-se que isso precisa ser respeitado para toda a famı́lia de curvas

posśıveis, ou seja,

|∆a(jω))| <
|(1 + C(jω)Pn(jω))|

|C(jω)| , ∀ω > 0. (3.6)

|∆P (jω))| <
|(1 + C(jω)Pn(jω))|

|C(jω)Pn(jω)|
, ∀ω > 0. (3.7)

Neste caso, o filtro de robustez Fr(s) com ganho estático unitário, passa-baixas,

é uma solução simples, pois pode atenuar as oscilações naquelas frequências onde a

incerteza é mais significativa e ainda atenuar rúıdos causados pela medição.

Adota-se dPPS(ω) e dPPSF (ω), respectivamente, como sendo os ı́ndices de ro-

bustez do PS e do PSF. A condição de estabilidade robusta para o PS é dada por:

∆P (ω) < dPPS(ω) =
|1 + C(jω)Gn(jω)|
|C(jω)Gn(jω)|

, ∀ω > 0. (3.8)

Para a nova estrutura, considerando-se o PSF, a condição se torna:

∆P (ω) < dPPSF (ω) =
|1 + C(jω)Gn(jω)|

|C(jω)Gn(jω)Fr(jω)|
, ∀ω > 0, (3.9)

Comparando-se as Eqs.(3.8) e (3.9), nota-se que:

dPPSF (ω) =
dPPS(ω)

|Fr(jω)|
,

de tal maneira que Fr(jω), sendo passa-baixas e com ganho estático unitário, pode

atenuar o indice de robustez em frequências espećıficas. De forma alternativa a

Eq. (3.9) pode ser reescrita para mostrar de forma expĺıcita o papel do Fr(s) em

termos de robustez da seguinte forma:
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Figura 3.9: Incerteza no valor do atraso L = 15 e Ln = 10: Comparação entre PS e
PSF na capacidade de atenuar o efeito da incerteza.

|Fr(jω)| <
1

∆P (ω)

|1 + C(jω)Gn(jω)|
|C(jω)Gn(jω)|

= Ω(ω). (3.10)

Neste caso, Fr(ω) pode ser sintonizado considerando Ω(ω) como uma fronteira

de robustez.

O exemplo a seguir, adaptado de NORMEY-RICO e CAMACHO (2007), de-

monstra o processo de análise de robustez comparando o ı́ndice de robustez do PS e

PSF. Considera-se a planta com erro de estimação do atraso, na constante de tempo

e no ganho estático:

P (s) =
1

s+ 0, 833
e−15s, Pn(s) =

0, 9091

s+ 0, 9091
e−10s,

com controlador PI com Kp = 1 e Ti = 1, 1.

Para ilustrar o ganho de robustez, considera-se o filtro Fr(s) = 1
sTf+1

sendo

Tf = 0, 5Ln.

Na Fig. 3.9, nota-se que para uma determinada faixa de frequência ∆P (ω) >

dPPS(ω), de modo que a condição de estabilidade da Eq. (3.8) não é atendida nessa

faixa, enquanto que ∆P (ω) < dPPSF (ω) para todas as frequências, mantendo a

estabilidade robusta. Pode ser verificado em NORMEY-RICO e CAMACHO (2008)

que incertezas de modelagem no atraso contribuem mais para conduzir sistemas

com atraso dominante para instabilidade do que outros parâmetros da planta como

constante de tempo e ganho estático.

Em controle de processos, é comum usar filtros passa-baixas com apenas um

parâmetro de sintonia para ajustar o controlador para atender aos requisitos de

malha fechada como robustez, sensibilidade a rúıdo entre outros (SANTOS et al.,

2010).

Os estudos de caso descritos nas Seções 7.1,7.2,7.3 7.4 e 7.7 apresentam os be-
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nef́ıcios da utilização do Fr na recuperação da estabilidade robusta. A análise con-

templa sistemas lineares invariantes no tempo incertos. Neste trabalho, será avaliado

o papel do filtro de robustez na presença de atraso variável e incertezas de modelo.

3.4 Preditor de Artstein

O preditor de Artstein permite ampliar a capacidade de compensação de atraso do

preditor de Smith para sistemas MIMO e instáveis em malha aberta. Este é baseado

na alocação de espectro finito (FSA) (MANITIUS e OLBROT, 1979) e no método

de redução de Artstein (ARTSTEIN, 1982). Sua topologia permite o controle de

plantas instáveis sem qualquer modificação na estrutura de predição. Apresenta

as vantagens da representação em espaço de estados em contraponto à descrição

entrada-sáıda do PS.

Diversas propostas têm sido apresentadas para melhorar o desempenho do pre-

ditor de Artstein nos últimos anos em razão de sua facilidade em lidar com plantas

instáveis (FRANKLIN e SANTOS, 2018; LÉCHAPPÉ et al., 2015; SANTOS et al.,

2018b; SANTOS, 2016; SANZ et al., 2016). Para simplificar o problema, considera-

se apenas atraso na entrada e ausência de atraso nos estados. Além disso, este

trabalho irá considerar que os estados estão acesśıveis.

Considera-se o sistema cont́ınuo no tempo e com atraso L(t) = L + δ(t) na

entrada:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− L(t)) + d(t), (3.11)

x(0) = x0, (3.12)

sendo d(t) uma perturbação.

Premissa 3.4.1. A e B são matrizes constantes e conhecidas e o par (A,B) é

controlável.

Premissa 3.4.2. L(t) > 0 é limitado.

Premissa 3.4.3. O sistema será estabilizado através de um ganho/matriz de reali-

mentação de estados K.

Neste problema, x(t) ∈ R
n representa o vetor de estados, u(t) ∈ R

q o vetor

do sinal de controle e d(t) uma perturbação. Para fins de discussão, assume-se

inicialmente que δ(t) = 0 tal que L(t) = L.

O vetor de estados predito do sistema dado pela Eq. (3.11) em relação ao instante

t+ L̄ obtido no instante t, também conhecido como xp(t) é dado por:
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xp(t) = eAL̄x(t) +

∫ t

t−L̄

eA(t−λ)[Bu(λ) + d(λ+ L̄)]dλ, ∀ t ≥ 0. (3.13)

Cabe notar que xp(t) = x(t+ L̄). No entanto, não se conhece o valor de d(t+L)

no instante t, o que inviabiliza o cálculo do valor exato de xp(t) no instante corrente

(t). Uma possibilidade é eliminar a perturbação da equação de predição obtendo-se

uma predição aproximada:

xp̂(t) = eAL̄x(t) +

∫ t

t−L̄

eA(t−λ)Bu(λ)dλ ∀ t ≥ 0. (3.14)

A transformação de Artstein (ARTSTEIN, 1982) permite obter um sistema livre

de atraso a partir do sistema com atraso na entrada.

A equação de estado livre de atraso usando a redução de Artstein (ARTSTEIN,

1982; LÉCHAPPÉ et al., 2015; SANTOS, 2016) pode então ser escrita como:

ẋp̂(t) = Axp̂ + Bu(t) + eAL̄d(t), (3.15)

sendo esta última recomendada para análise de rejeição de perturbação (LÉCHAPPÉ

et al., 2015). Na hipótese de ausência de perturbação (d(t) = 0), estabilizar xp̂ equi-

vale a estabilizar x(t). Entretanto, em sistemas com perturbação, isto não será mais

verdade. Percebe-se que na sua formulação original o preditor de Artstein não teve

como interesse atenuar ou rejeitar perturbações. Em LÉCHAPPÉ et al. (2015), um

novo esquema de predição foi proposto para atenuar o efeito de perturbações des-

conhecidas. Apesar de não poder prever as perturbações desconhecidas de maneira

exata ele se mostra efetivo na eliminação de perturbações constantes em regime per-

manente e ainda é capaz de atenuar o efeito de outros tipos de distúrbios (SANTOS,

2016).

Recentemente, uma generalização para compensação de perturbações constantes

foi proposta em SANTOS (2016) para sistemas com atraso e perturbações des-

conhecidas e que também pode ser utilizada para rejeitar perturbações senoidais

com erro nulo. Para o caso de perturbações suficientemente lentas, SANZ et al.

(2016) apresentam uma proposta de predição utilizando estimativas e derivadas da

perturbação. Em SANTOS e FRANKLIN (2018b), é proposta uma estrutura de

controle feedforward generalizada de duas camadas para atenuar o efeito de per-

turbações casadas e não casadas. A equivalência entre os preditores de Artstein e

PSF foi evidenciada em TORRICO et al. (2019) e será rediscutida nas Seções 5.6.1

e 5.6.2.
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Caṕıtulo 4

Controle de sistemas com atraso

variável baseado em preditores

Como alguns sistemas estão sujeitos a atrasos que variam no tempo, seu efeito,

por muitas vezes, pode causar uma dinâmica significativamente diferente daquela

para o caso considerando-se atraso constante. Esta variação no tempo impossibilita

a análise utilizando a noção de polos e autovalores fazendo com que as soluções

envolvendo funcionais de L-K, L-R e solução de LMIs sejam consideradas. Algumas

aplicações apresentam atraso variável como comportamento caracteŕıstico do sistema

(SEGUY et al., 2010) enquanto em outras é consequência da comunicação em rede

(SANTOS et al., 2018b; YU et al., 2015; ZHANG et al., 2005). Poucos trabalhos

combinam o uso de preditores com atraso variável. Aproveitar o uso de preditores

para compensar parte do atraso incerto pode estender a faixa admisśıvel do atraso

(GONZÁLEZ et al., 2011). Neste caṕıtulo, são desenvolvidos critérios para garantia

de estabilidade baseados no teorema do pequeno ganho com a utilização do PSF e

preditor de Artstein na presença de atraso variável.

4.1 Atraso variável com compensador de tempo

morto

Em FRANKLIN e SANTOS (2018, 2020c), foram usados preditores para compensar

parte do atraso e nas Seções 4.1.1 e 4.1.4 são apresentados critérios de estabilidade

simplificados considerando o preditor de Artstein e PSF. Utilizando-se racioćınio

semelhante, verifica-se na Seção 7.3 e em FRANKLIN et al. (2020) que os sistemas

em cascata com atraso podem se beneficiar do PSF na presença de atraso variável.

Em NORMEY-RICO et al. (2012a), o PSF é utilizado na presença de atraso variável

para o caso discreto e a garantia de estabilidade é obtida considerando-se intervalos

discretos de variação do atraso. A estabilidade é baseada no teorema do pequeno
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Figura 4.1: PSF com atraso variável.

ganho escalado mas apenas o problema com atrasos múltiplos do peŕıodo de amostra-

gem foram considerados. Outra abordagem decorre da estimação online do atraso

variável para ajustar o preditor (HERRERA e IBEAS, 2012; LÉCHAPPÉ et al.,

2016; LIU et al., 2017).

4.1.1 PSF com atraso variável

Os resultados de estabilidade robusta simplificada são aplicados no contexto do

preditor de Smith filtrado. O objetivo inicial é analisar o efeito do filtro de robustez

na presença de atraso variável utilizando-se a interpretação de pequeno ganho.

Neste trabalho, é verificado que Fr(s) ou Fr(z) podem ser usados diretamente

para forçar estabilidade robusta na presença de atraso variável por considerar o

critério de estabilidade simplificado baseado na resposta em frequência. Assume-se

que o atraso é limitado, mas não há restrição quanto ao tipo de variação do atraso.

Assim, diferentemente de NORMEY-RICO et al. (2012b), o atraso variável não

precisa ser múltiplo do peŕıodo de amostragem. Além disso, uma famı́lia de regras

de projeto é obtida como consequência do critério de estabilidade proposto.

Caso de tempo cont́ınuo

Para obter a condição de estabilidade do caso cont́ınuo, adota-se a configuração

ilustrada pela Fig. 4.1 que servirá para obter a estrutura equivalente para aplicação

do teorema do pequeno ganho. Através do desacoplamento obtém-se a figura 4.2 na

qual deseja-se encontrar a função de transferência de w(t) para v(t) dada por:

Hwv(s) =
sFr(s)P (s)C(s)

1 +Gn(s)C(s) + Fr(s)[P (s)C(s)− Pn(s)C(s)]
. (4.1)

Assim, a partir da Eq. 4.1, define-se o ı́ndice ||Hwv(jω)||∞ = µ que é o ganho L2

máximo para este caso SISO, que pode ser escrito como:

µ = sup
ω∈[0,∞)

∣
∣
∣
∣

jωFr(jω)P (jω)C(jω)

1 +Gn(jω)C(jω) + Fr(jω)[P (jω)− Pn(jω)]C(jω)]

∣
∣
∣
∣
. (4.2)
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Figura 4.2: Estrutura equivalente do PSF com atraso variável para aplicar o Teorema
do Pequeno Ganho.

Então, o critério de estabilidade com atraso variável limitado pode ser definido

como segue:

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

jωFr(jω)P (jω)C(jω)

1 +Gn(jω)C(jω) + Fr(jω)(P (jω)− Pn(jω))C(jω)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∞

<
1

δmax

, (4.3)

ou de forma alternativa

∣
∣
∣
∣

ωFr(jω)P (jω)C(jω)

1 +Gn(jω)C(jω) + Fr(jω)(P (jω)− Pn(jω))C(jω)

∣
∣
∣
∣
<

1

δmax

, ∀ω ∈ [0,∞). (4.4)

Se há interesse pela análise nominal (P (s) = Pn(s)), a condição é dada por

∣
∣
∣
∣

ωδmaxFr(jω)Gn(jω)C(jω)

1 +Gn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
< 1, ∀ω ∈ [0,∞), (4.5)

uma vez que |Gn(jω)| = |Pn(jω)|. Este resultado é útil no contexto do preditor

de Smith filtrado pois Fr(s) pode ser aplicado diretamente para mitigar o pior caso

do efeito do atraso variável dado por ωδmax. Por exemplo, um filtro de robustez

bi-próprio devido ao ganho imposto sFr(s) nas altas frequências.

Caso de tempo discreto

O caso discreto é análogo ao problema do caso cont́ınuo com ∆(v(k)) = v(k− δ(k)).

Considerando-se passos similares, foi mostrado em KAO e LINCOLN (2004) que o

ganho máximo da incerteza variante no tempo pode ser limitado por:

||w||2L2
≤ N2||v||2L2

, (4.6)
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sendo ||w||2l2 =
∑∞

k=0w(k)
2 e N um inteiro.

A representação equivalente em tempo discreto para análise é exibida na Figura

4.3a. De forma semelhante ao caso cont́ınuo, a condição de estabilidade é obtida

como segue:

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(1− e−jω)Fr(e
jω)P (ejω)C(ejω)

1 +Gn(ejω)C(ejω) + Fr(ejω)(P (ejω)− Pn(ejω))C(ejω)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∞

<
1

N
. (4.7)

Nota-se que na ausência de erro de modelagem (P (ejω) = Pn(e
jω)) e considerando-

se que |Pn(e
jω)| = |Gn(e

jω)|, o critério pode ser particularizado como segue:

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(1− e−jω)Fr(e
jω)Gn(e

jω)C(ejω)

1 +Gn(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∞

<
1

N
. (4.8)

Caso amostrado (misto entre o caso cont́ınuo e discreto)

O caso amostrado possui dois detalhes adicionais em relação ao caso discreto: i)

o comportamento entre amostras deve ser levado em consideração com relação ao

ganho da parte invariante, e ii) atrasos que não são múltiplos do peŕıodo de amos-

tragem devem ser considerados. A estrutra de análise equivalente é mostrada na

Figura 4.3b.

Assume-se que a interconexão de controle é feita com um retentor de ordem zero

(ZOH). Ademais a sáıda é amostrada regularmente com intervalo de amostragem h.

A fim de completar a condição de estabilidade para o caso cont́ınuo-discreto, o

limite superior do ganho Hwv(s) é necessário. Então, o resultado apresentado em

YAMAMOTO e ARAKI (1994) e KAO e LINCOLN (2004) é aplicado assumindo-se

um sistema estável em malha aberta estritamente próprio. Assim, a norma L2-

induzida pode ser obtida:

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(1− e−jω)Fr(e
jω)Palias(ω)C(ejω)

1 +Gn(ejω)C(ejω) + Fr(ejω)(PZOH(ejω)− Pn(ejω))C(ejω)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∞

<
1

N
, (4.9)

sendo

Palias(ω) =

√
√
√
√

∞∑

k=−∞

∣
∣
∣
∣
P

(

jω + j2πk
1

h

)∣
∣
∣
∣

2

. (4.10)

Para o caso nominal o resultado pode ser particularizado assumindo P (ejω) =

Pn(e
jω) :

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(1− e−jω)Fr(e
jω)Palias(ω)C(ejω)

1 +Gn(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∞

<
1

N
. (4.11)

Da mesma maneira que na seção 2.2.4, se o peŕıodo de amostragem for suficien-

temente pequeno, P (ejω) pode ser substitúıdo por Palias(ω) visto que o ganho entre

amostras é despreźıvel (KAO e LINCOLN, 2004). Neste caso, processos instáveis em
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malha aberta podem ser analisados usando o critério simplificado. Esta suposição

é implicitamente assumida em NORMEY-RICO et al. (2012b) e GONZALEZ et al.

(2012), por exemplo, uma vez que estabilidade robusta é garantida para sistemas de

tempo discreto.

-

-

+ + +

+

+

C(z)F (z)

z
z−1

z−1
z

Hwv(s)

∆F (s)

w(k)v(k)

P (z)

∆− 1

q(k)
r(k)

Fr(z)

Gn(z)

y(k)

yp(k)

ŷ(k)
z−dn

ep(k)

ŷ(k + dn)

(a) Caso discreto.

-

-

+ + +

+

+

C(z)F (z)
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ZOH

ZOH

Sh

Sh

z
z−1

z−1
z

∆F (z)

Hwv(z)

w(t)v(t)

P (s)

∆− 1

q(k)
r(k)

Fr(z)

Gn(z)

y(t)

yp(k)

ŷ(k)
e−jωdk

ep(k)

ŷ(k + dk)

(b) Caso amostrado.

Figura 4.3: PSF equivalente para Teorema do Pequeno Ganho.

Comentário 4.1.1. Note que os intervalos de atraso são, respectivamente, dados

por [L, L+δmax] (CT), [d, d+N ] (DT), e [L, L+Nh] (caso amostrado). Na prática,

L = Ln e d = dn podem ser assumidos com [Ln, Ln + δmax] (CT), [dn, dn + N ]

(DT), e [Ln, Ln + Nh] (CT-DT) de modo que Ln ou dn definem o limite inferior

do atraso e a incerteza do atraso pode ser manipulada pelo intervalo admisśıvel. O

caso geral com L 6= Ln e d 6= dn será tratado no Caṕıtulo 5.
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4.1.2 Critério de estabilidade estendido para o caso MIMO

O PSF discutido anteriormente traz limitações no contexto de sistemas de múltiplas

entradas pois sua formulação é voltada para sistemas SISO. A extensão do critério

de estabilidade baseado no teorema do pequeno ganho para o caso MIMO foi apre-

sentada em SANTOS et al. (2018b) e é demonstrada a seguir.

Extensão caso cont́ınuo

Definem-se os operadores ∆ e ∆F da seguinte forma:

∆(v) = v(t− δ(t)), (4.12)

∆f (v) =

∫ t

t−δ(t)

v(θ)dθ, (4.13)

sendo δ(t) uma função que representa o atraso variante no tempo, δ(t) ∈ [0, δmax] e

w(t) = −∆f (v).

Verifica-se também que, por se tratar de múltiplas entradas, v(t) pode ser escrito

como v(t) = [v1(t) v2(t) ... vp(t)]
T .

Para obtenção da norma induzida de w(t) é necessário desenvolver o seguinte

produto:

w(t)Tw(t) =

[∫ t

t−δ(t)

v(θ)dθ

]T [∫ t

t−δ(t)

v(τ)dτ

]

(4.14)

=

p
∑

j=1

{[∫ t

t−δ(t)

vj(θ)dθ

] [∫ t

t−δ(t)

vj(τ)dτ

]}

.

Através da desigualdade de Jensen é posśıvel escrever:

w(t)Tw(t) ≤ δ(t)

p
∑

j=1

[∫ t

t−δ(t)

v2j (θ)dθ

]

. (4.15)

Com a inequação (4.15) encontra-se o limite de w(t)Tw(t)

w(t)Tw(t) ≤δ(t)

∫ t

t−δ(t)

v(θ)Tv(θ)dθ (4.16)

≤δmax

∫ t

t−δmax

v(θ)Tv(θ)dθ. (4.17)

E em seguida substitui-se o resultado anterior na Eq. (2.57) para obter o máximo
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ganho L2 com v(t) ≡ 0p,1 e t < 0:

||w(t)||2L2
≤
∫ ∞

0

δmax

∫ t

t−δmax

v(θ)Tv(θ)dθdt

=

∫ ∞

0

δmax

∫ 0

−δmax

v(t+ s)Tv(t+ s)dsdt

= δmax

∫ 0

−δmax

∫ ∞

0

v(t+ s)Tv(t+ s)dtds

= δmax

∫ 0

−δmax

∫ ∞

0

v(t)Tv(t)dtds (4.18)

= δmax

∫ 0

−δmax

||v(t)||2L2
ds

= δmax||v(t)||2L2

∫ 0

−δmax

ds

= δ2max||v(t)||2L2
,

isto finaliza a obtenção do ganho L2 para múltiplas entradas.

Aproveitando-se a definição de norma L2 induzida chega-se à condição de esta-

bilidade para o caso MIMO:

||Hvw(jω)||∞ = sup
v(t) 6=0

||w(t)||L2

||v(t)||L2

≤ δmax. (4.19)

Observa-se ainda que o limitante da norma de v(t) é dado por:

||∆f (v)||2L2
≤ δ2max||v(t)||2L2

, (4.20)

uma vez que ||∆f (v)|| = ||w(t)|| é válido para qualquer norma. O limite definido

pela Eq. (4.20) pode ser representado de uma forma mais compacta através de

(SANTOS et al., 2018b):

||∆f ||L2
≤ δmax. (4.21)

Extensão caso discreto

Esta seção demonstra que o resultado para o caso cont́ınuo permanece válido para

o caso discreto e se mantém para o caso com múltiplos atrasos (FRANKLIN e

SANTOS, 2020b).
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Neste caso, os operadores ∆ e ∆F são definidos como segue:

∆(v) = v(k − δ(k)), (4.22)

∆f (v) := (∆− 1)
z

z − 1
. (4.23)

em que δ(k) representa uma função que descreve o atraso variável no tempo, δ(k) ∈
[0, 1 . . . , N ] e w(k) = ∆f (v). Nota-se também que v(k) pode ser representado

através de v(k) = [v1(k) v2(k) ... vm(k)]
T

w(k) =

k−δ(k)
∑

i=0

v(i)−
k∑

i=0

v(i) = −
k∑

i=k−δ(k)+1

v(i), (4.24)

e w(k)Tw(k) é descrito como:

w(k)Tw(k) =





k∑

i=k−δ(k)+1

v(i)





T 



k∑

i=k−δ(k)+1

v(i)



 ,

=
m∑

j=1











k∑

i=k−δ(k)+1

vj(i)









k∑

i=k−δ(k)+1

vj(i)










,

através da desigualdade de Cauchy-Schwarz a seguinte condição pode ser defi-

nida:

w(k)Tw(k) ≤ N

m∑

j=1

[
k∑

i=k−N+1

v2j (i)

]

. (4.25)

Invertendo-se a ordem do somatório, tem-se:

w(k)Tw(k) ≤ N

k∑

i=k−N+1

[
m∑

j=1

v2j (i)

]

,

≤ N
k∑

i=k−N+1

v(i)Tv(i).

Uma vez que ||w(k)||2L2
=
∑∞

k=0w(k)Tw(k), o máximo ganho L2 com v(k) ≡ 0m,1
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para k < 0 é dado por:

||w||2L2
≤

∞∑

k=0

N
k∑

i=k−N+1

v(i)Tv(i)

≤
∞∑

k=0

N

0∑

i=1−N

v(i+ k)Tv(i+ k)

≤ N

0∑

i=1−N

∞∑

k=0

v(k)Tv(k)

︸ ︷︷ ︸

||v||2
L2

≤ N ||v||2L2

0∑

i=1−N

≤ N2||v||2L2

completando a generalização do ganho L2.

4.1.3 Critério de estabilidade simplificado - PSF caso MIMO

tempo cont́ınuo

Os problemas de controle de sistemas multivariáveis também podem fazer uso do

PSF para lidar com atraso variável. A estrutura para utilização do teorema do

pequeno ganho está descrita na Fig. 4.4. São poucas as diferenças em relação ao

caso SISO apresentado anteriormente. Aqui foi inclúıda a descrição em negrito

para representação matricial e algumas definições para direcionar a estratégia de

compensação como S•(s) = G•(s)−Fr(s)Pn(s), em que G•(s) vai definir o modelo

rápido adotado para o compensador.

Considera-se uma matriz (de funções) de transferência MIMO n ×m cujos ele-

mentos são definidos como Pik(s) = Gik(s)e
−sdik em que cada um relaciona a k-ésima

entrada com a i-ésima sáıda. Gik representa uma função de transferência sem atraso

e dik representa os atrasos parciais. Portanto, o modelo nominal é apresentado como:

Pn(s) =









G11(s)e
−sd11 G12(s)e

−sd12 . . . G1m(s)e
−sd1m

G21(s)e
−sd21 G22(s)e

−sd22 . . . G2m(s)e
−sd2m

...
...

. . .
...

Gn1(s)e
−sdn1 Gn2(s)e

−sdn2 . . . Gnm(s)e
−sdnm









. (4.26)

Nos sistemas MIMO com múltiplos atrasos a forma de predição é definida pensando-

se em propriedades de compensação especificamente desejadas. Basicamente são

três as propriedades tratadas para o preditor de Smith original (NORMEY-RICO e

CAMACHO, 2007; SANTOS et al., 2016): i) predição da sáıda, ii) equação carac-

62



teŕıstica livre de atraso, e iii) compensação dinâmica ideal. No caso MIMO podem

ser considerados diferentes modelos rápidos para o compensador ou DTC depen-

dendo da estratégia desejada.

Para obter a predição da sáıda o modelo rápido do DTC é definido como em

JEROME e RAY (1979):

Go(s) =









G11(s)e
−s(d11−d1) G12(s)e

−s(d12−d1) . . . G1m(s)e
−s(d1m−d1)

G21(s)e
−s(d21−d2) G22(s)e

−s(d22−d2) . . . G2m(s)e
−s(d2m−d2)

...
...

. . .
...

Gn1(s)e
−s(dn1−dn) Gn2(s)e

−s(dn2−dn) . . . Gnm(s)e
−s(dnm−dn)









.

(4.27)

Adotando-se di = min
k=1,...,m

dik para i = 1, . . . , n. O atraso da sáıda MIMO efetivo é

dado por

L(s) =









e−sd1 0 . . . 0

0 e−sd2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . e−sdn









, (4.28)

de modo que o modelo nominal pode ser decomposto como segue:

Pn(s) = L(s)Go(s) → Go(s) = L(s)−1Pn(s).

Nota-se que para o caso nominal (Pn(s) = P(s)) a predição nominal Yp(s), para

a sáıda do processo Y(s), pode ser obtida como:

Yp(s) = Go(s)U(s) = L(s)−1P(s)U(s) = L(s)−1Y(s)

Percebe-se que, neste caso, o modelo rápido para compensação de sáıda relaciona

a sáıda predita com a entrada sem atraso, removendo o atraso de sáıda efetivo da

descrição entrada-sáıda.

Por outro lado, a equação caracteŕıstica completamente livre de atraso pode ser

obtida por meio do modelo rápido para o compensador completo que é dado por:

Gf (s) =









G11(s) G12(s) . . . G1m(s)

G21(s) G22(s) . . . G2m(s)
...

...
. . .

...

Gn1(s) Gn2(s) . . . Gnm(s)









. (4.29)

Neste caso, a equação caracteŕıstica de malha fechada não terá atraso (OGUN-

NAIKE e RAY, 1979; RAO e CHIDAMBARAM, 2006). Nota-se também que

Yp(s) = Gf (s)U(s) não é uma predição de Yp(s) (SANTOS et al., 2014).
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Figura 4.4: PSF equivalente cont́ınuo MIMO com atraso variável.

Para finalizar a descrição, G•(s) é usada para representar ou o modelo rápido do

compensador de sáıda (Go(s)) ou o modelo para o compensador completo (Gf (s)).

Considerando-se a presença de perturbações e atraso variável, a sáıda MIMO Y(s)

a partir da Fig. 4.4 será definida como:

Y(s) = P(s) [U(s) +Q(s) +W(s)] , (4.30)

em que U(s) ∈ R
m representa a entrada de controle MIMO no domı́nio s, Y(s) ∈ R

n

é a sáıda do processo P(s), Q(s) ∈ R
n é uma perturbação externa, W(s) ∈ R

m

representa o efeito do atraso variável.

A estrutura equivalente para análise via Teorema do pequeno ganho é apresen-

tada na Fig. 4.4 em que ∆(v(t)) = v(t− δ(t)) com v(t) ∈ R
m.

Teorema 4.1.1 (Estabilidade baseada no PSF - caso MIMO). O sistema multi-

variável representado pela Fig. 4.4 é estável da entrada para sáıda para qualquer par

entrada-sáıda se:

δmax

∣
∣
∣
∣jωM•(jω)

−1C(jω)Fr(jω)P(jω)
∣
∣
∣
∣
∞

≤ 1. (4.31)

sendo M•(s) = [I +C(s)S•(s) +C(s)Fr(s)P(s)].

A prova está detalhada no Apêndice A.1. Reescrevendo-se (4.31) para o caso

nominal (P(s) = Pn(s)) e considerando-se que |Pn(s)| = |Gn(s)|:

δmax

∣
∣
∣
∣jωM•(jω)

−1C(jω)Fr(jω)Gn(jω)
∣
∣
∣
∣
∞

≤ 1, (4.32)

em que

M•(s) = [I +C(s)G•(s)]. (4.33)

Este resultado pode ser utilizado para estender o resultado de KAO e LINCOLN
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(2004) para sistemas MIMO, o que é particularmente útil para utilização em sistemas

baseados no preditor de Artstein no caso de sistemas vibratórios de segunda ordem,

que são naturalmente multivariáveis como discutido em SANTOS et al. (2018b).

4.1.4 Preditor de Artstein com atraso variável

Nesta seção, é apresentado um critério de estabilidade simplificado utilizando o

método de compensação do atraso descrito na Seção 3.4 combinado com o teorema do

pequeno ganho devido à simplicidade de utilização no contexto de sistemas incertos.

O critério proposto em KAO e LINCOLN (2004) não pode ser aplicado diretamente

nesta configuração pois ele é válido somente para o caso SISO e sua extensão para

o caso de múltiplas entradas apresentado na seção 4.1.2 é necessária.

Preditor

B

A

1/s

e−sL̄

∆

K

u(t− L̄) x(t)

x̂p(t)

Figura 4.5: Descrição do sistema de controle com o preditor de Artstein na presença
de atraso variável.

Neste problema, um rearranjo de malha pode ser utilizado para decompor o

sistema da Fig. 4.5 em uma partição nominal e outra partição incerta que decorre

da variação do atraso conforme indicado na Fig. 4.6. Deve-se observar que Hwv(s)

representa o sistema nominal em malha fechada enquanto ∆F (s) descreve o efeito do

atraso. A interconexão do sistema nominal com o efeito das incertezas se manifesta

nos sinais w(t) e v(t).

O termo w(t) é uma perturbação equivalente causada pela variação do atraso.

Nota-se que o efeito do atraso fixo permanece na Eq. 3.11 e na Fig. 4.6. Entretanto,

a representação equivalente do preditor apresentada na Fig. 4.7 é mais conveniente

para eliminar a componente L̄ da malha de controle e obter a função de transferência

Hwv(s). Esta representação possui a seguinte equação dinâmica:

˙̂xp(t) =Anx̂p(t) + Bnu(t)

+ eAnL̄Bn[u(t− L̄− δ(t))− u(t− L̄)], (4.34)

sendo x̂p(t) o vetor de predição e eAnL̄Bn[u(t− L̄− δ(t))− u(t− L̄)] a perturbação

equivalente obtida pelo método da redução (SANTOS, 2016).
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Preditor

B

A

s1/s

1/s
w(t)

u(t− L̄)

e−sL̄

∆− 1

K

x(t)

Hwv(s)∆F (s) x̂p(t)

Figura 4.6: Representação equivalente via decomposição do sistema: modelo nomi-
nal interconectado com dinâmica incerta.

Bn
An

s1/s

1/s

e−sL̄

e−sL̄eAnL̄Bn

wm(t)

v(t)

ep(t)

dm(t)

∆− 1

K

u(t)

x(t)
∆F (s)

Hwv(s)

x̂p(t)

Figura 4.7: Representação equivalente obtida através do método da redução.

De maneira mais ampla, o método da redução pode ser descrito por:

˙̂xp(t) =Anx̂p(t) + Bnu(t) + wm(t), (4.35)

wm(t) =eAnL̄Bn[u(t− L̄− δ(t))− u(t− L̄)], (4.36)

x(t) =x̂p(t− L̄) + ep(t), (4.37)

ep(t) =

∫ t−2L̄

t−L̄

eAn(t−L̄−τ)w(τ + L̄)dτ. (4.38)

Desta forma, a função de transferência Hwv(s) passa a representar a descrição no-

minal, a qual não depende da incerteza. Assim, o método da redução permite que

o sistema de controle se encarregue de estabilizar x̂p(t), o que consequentemente

levará à estabilização de x(t) desde que as condições de estabilidade robusta sejam

asseguradas. Nota-se que limt→∞ ||x̂p(t)|| = 0 =⇒ limt→∞ ||w(t)|| = 0 de tal ma-
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neira que limt→∞ ||x̂p(t)|| = 0 =⇒ limt→∞ ||wm(t)|| = 0 e limt→∞ ||x̂p(t)|| = 0 =⇒
limt→∞ ||ep(t)|| = 0.

Teorema 4.1.2 (Condição de estabilidade). Assumindo-se que :

i) a matriz An + BnK possui todos os autovalores no semi-plano esquerdo;

ii) o atraso total é L(t) = L̄+ δ(t);

iii) 0 ≤ δ(t) ≤ δmax.

O sistema de controle da Figura 4.5 será internamente estável se

‖jωe−jωL̄K(jωI − An − BnK)−1eAnL̄Bn‖∞δmax ≤ 1. (4.39)

Sabendo-se que |je−jωL̄| = 1, conclui-se com

‖ωK(jωI − An −BnK)−1eAnL̄Bn‖∞δmax ≤ 1. (4.40)

A interpretação deste resultado é baseada no teorema do pequeno ganho con-

forme a Figura 4.7. Observe que o sistema equivalente invariante no tempo definido

por Hwv(s) é perturbado pelo sistema variante no tempo ∆F (s).

Comentário 4.1.2. Este resultado foi inspirado em KAO e LINCOLN (2004), o

qual tratava de um sistema com apenas uma entrada e uma sáıda sem compensação

de atraso. Neste trabalho, o efeito do preditor de Artstein será incorporado ao es-

tudo. Inicialmente observa-se que a norma L2 de um sinal w(t) foi definida por

2.57. Em um sistema linear invariante no tempo representado por uma matriz de

transferência P (s) em que Z(s) = P (s)U(s), o ganho L2 é definido pela seguinte

relação (KHALIL, 2001, Caṕıtulo 5):

||z(t)||2L2
≤
(

sup
ω∈R

||P (jω)||2
)2

||u(t)||2L2
. (4.41)

Além disso, o ganho L2 pode ser descrito também da seguinte forma:

sup
ω∈R

||P (jω)||2 = sup
ω∈R

σ (P (jω)) , (4.42)

em que σ(P (jω)) representa o valor singular máximo da matriz P (jω) (KHALIL,

2001, Caṕıtulo 5). Este ganho L2 também é denominado norma H∞ de um sistema

linear invariante no tempo, ou seja, supω∈R σ (P (jω)) = ||P (jω)||∞. Por simplici-

dade de apresentação, os detalhes da prova são apresentados no Apêndice A.2. De

maneira resumida, demonstra-se que o ganho do subsistema

||Hwv(jω)||∞ ≤ supω∈[0,∞] σ(jωe
AL̄BK[jωI − A − BK]−1) ao passo que ∆F (jω) ≤

δmax.
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O teorema do pequeno ganho fornece uma condição apenas suficiente e, portanto,

conservadora. Este é um resultado esperado, uma vez que a natureza da variação do

atraso é desconhecida. Por outro lado, como discutido em KAO e LINCOLN (2004),

este conservadorismo não é excessivo em diversos casos. Essa caracteŕıstica desejável

foi verificada em casos sem compensação de atraso apresentados recentemente em

SANTOS et al. (2018b). Uma das vantagens desse critério advém do fato de que

não se faz qualquer suposição a respeito da taxa de variação de δ(t).

Comentário 4.1.3. O método proposto requer apenas o cálculo da norma de

Hwv(jω), o que pode ser obtido diretamente de programas de matemática computa-

cional convencionais. Assim, a abordagem apresentada é sistemática.

Comentário 4.1.4. O valor exato do atraso mı́nimo não precisa ser conhecido,

apenas um limitante inferior. Deve-se notar que toda a discussão é válida caso

u(t− L̄− L̃− δ̃(t)) com δ(t) = L̃+ δ̃(t) e L̃ > 0.

68



Caṕıtulo 5

Controle robusto de sistemas com

atraso variável

Este caṕıtulo apresenta os resultados obtidos para o caso nominal incluindo incerte-

zas não estruturadas em sua descrição. Ao contrário do critério de KAO e LINCOLN

(2004), que assume o modelo exato conhecido, será considerado o efeito do erro de

modelagem. Desta maneira evita-se a superestimação do atraso variável máximo

em decorrência do erro de modelagem.

5.1 Descrição de incertezas

A modelagem de sistemas f́ısicos convive com incertezas de diversas origens sendo

consideradas como erros genéricos nos modelos projetados levando a uma discrepância

entre a resposta do modelo e a realidade que ele representa. Um bom modelo precisa

ser simples o suficiente para permitir um bom projeto e complexo o bastante para

oferecer segurança ao projetista que o utiliza (o modelo baseado na planta real). As

fontes dessas discrepâncias, de maneira geral, residem em dinâmicas não modeladas,

não linearidades desprezadas, efeitos da redução da ordem dos modelos e variações

nos parâmetros do sistema (GU et al., 2013; ZHOU e DOYLE, 1997).

Neste contexto, é papel do projetista obter, pelo menos, um conjunto de modelos

que se aproxime de forma suficiente da planta real, pois é imposśıvel alcançar um

conjunto de modelos capaz de representar o universo de possibilidades que a planta

real está sujeita. Além disto, em grande parte dos casos, um simples modelo fixo

não consegue representar completamente o comportamento do sistema f́ısico (ZHOU

e DOYLE, 1997).

Muitos sistemas de controle industriais apresentam erros de modelagem causados

por incertezas na descrição de seus elementos f́ısicos como desgaste dos componen-

tes da planta, mudança nos pontos de operação etc. Estes efeitos geralmente são
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+G(s) ⇐⇒
∆a(s)

Gn(s)

Figura 5.1: Incerteza aditiva.

representados por variações nos valores dos parâmetros f́ısicos do sistema, como in-

dutância, viscosidade, resistência, massa etc. O conhecimento desta incerteza leva

a uma modelagem mais precisa e é conhecida como incerteza paramétrica.

As incertezas podem ser classificadas em duas categorias principais quanto ao

seu efeito nos parâmetros do modelo:

• Estruturadas - Quando se conhece os efeitos das incertezas nos parâmetros do

modelo como polos e zeros, ou elementos das matrizes de estado por exemplo.

Aqui a estrutura do modelo é conhecida inclusive a ordem do sistema.

• Não estruturadas - Quando não se sabe como cada parâmetro incerto afeta o

modelo. Neste caso, é comum apenas admitir que a incerteza é limitada em

norma. Aqui as fontes de incertezas são combinadas em uma perturbação.

A representação de uma incerteza não estruturada pode ser feita utilizando um

simples bloco de perturbação ∆a ou ∆P de duas formas considerando G(s) e o

modelo nominal Gn(s) como segue:

G(s) = Gn(s) + ∆a(s), (5.1)

G(s) = Gn(s)[I +∆P (s)]. (5.2)

Esta representação fornece a descrição de incerteza aditiva Eq. (5.1) (Fig. 5.1) e

multiplicativa Eq. (5.2).

Assume-se que G(s) é então representada por uma famı́lia de funções de trans-

ferência de maneira que seu módulo e fase podem variar em um disco de raio ∆P (s)

definido como limitante de incerteza. Com isso, as descrições podem ser feitas no

domı́nio da frequência como (NORMEY-RICO e CAMACHO, 2008)

G(jω) = Gn(jω) + ∆a(jω), |∆a(jω)| ≤ ∆a(jω) ∀ω ≥ 0, (5.3)

ou de maneira equivalente

G(jω) = Gn(jω)(1 + ∆P (jω)), |∆P (jω)| ≤ ∆P (jω) ∀ω ≥ 0, (5.4)

a relação entre os dois tipos de incerteza pode ser obtida como segue
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∆P (jω) =
∆a(jω)

Gn(jω)
, ∆P (jω) =

∆a(jω)

|Gn(jω)|
∀ω ≥ 0. (5.5)

Desta maneira, ∆a(jω) e ∆P (jω) são definidos como os limitantes das incertezas

aditivas e multiplicativas. Percebe-se que com esta definição que considera os discos

para representar os limites de incerteza da planta contempla uma série de outras

plantas que poderiam não estar na famı́lia de plantas original (NORMEY-RICO e

CAMACHO, 2008).

Nesta tese, a maior parte dos problemas utiliza a descrição baseada em incertezas

não estruturadas utilizando o domı́nio da frequência. Embora a forma das incer-

tezas descritas anteriormente seja útil para descrever dinâmicas não modeladas ou

desprezadas, elas podem não levar em consideração atrasos, acoplamentos parasitas,

histerese e outras não linearidades (GU et al., 2013).

Neste trabalho, assume-se que esta incerteza é limitada para definir uma fronteira

clara de robustez. Na ausência de incerteza de modelagem, as margens de robustez

são inteiramente dedicadas às incertezas oriundas do atraso variável. Como as incer-

tezas de modelagem presentes em outros parâmetros estão presentes na prática, os

erros de modelagem serão reescritos a fim de definir uma conexão entre os critérios

de estabilidade propostos no Caṕıtulo 4 e as ferramentas de estabilidade robusta

convencionais.

5.2 Critério de estabilidade de tempo cont́ınuo

Nesta seção, é desenvolvido o critério de estabilidade robusta para o sistema des-

crito por P (s) baseado no modelo Pn(s) e no limitante de incerteza ∆P (ω), uma

vez que P (s) é desconhecido. Primeiramente, considera-se a descrição incerteza

multiplicativa da seguinte forma:

P (s) = Pn(s)[1 + ∆P (s)]. (5.6)

Reescrevendo-se de forma alternativa a Eq. (4.4), ∀ω ∈ [0,∞), como sendo:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω) + Fr(jω)(P (jω)− Pn(jω))C(jω)

ωFr(jω)Pn(jω)C(jω)[P (jω)/Pn(jω)]

∣
∣
∣
∣
> δmax, (5.7)

ou também

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)
+

P (jω)− Pn(jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
> ω

∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
δmax, (5.8)

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)
+ ∆P (ω)

∣
∣
∣
∣
> ω

∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
δmax. (5.9)
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Separando o erro de modelagem a condição é descrita como:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
− |∆P (ω)| > ω

∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
δmax, ∀ω ∈ [0,∞). (5.10)

Comentário 5.2.1. Sabe-se que:

|∆P (ω)| ≥ |[P (jω)− Pn(jω)]/Pn(jω)|,

então

|∆P (ω)| ≥
∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)
− 1

∣
∣
∣
∣
≥
∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
− 1, ∀ω ∈ [0,∞).

Por consequência

|∆P (ω)|+ 1 ≥
∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)
− 1

∣
∣
∣
∣
+ 1 ≥

∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
, ∀ω ∈ [0,∞).

Portanto se

|∆P (ω)|+ 1 ≥
∣
∣
∣
∣

P (jω)

Pn(jω)

∣
∣
∣
∣
, ∀ω ∈ [0,∞), (5.11)

a condição (5.10) pode ser simplificada usando este resultado como segue:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
− |∆P (ω)| > ωδmax(|∆P (ω)|+ 1), ∀ω ∈ [0,∞). (5.12)

Assumindo-se que esta incerteza |∆P (ω)| possui um limitante ∆P (ω) (definido

previamente), ou seja

∆P (ω) ≥ |∆P (jω)|, ∀ω ∈ [0,∞), (5.13)

a condição (5.12) pode ser relaxada com consequente aumento do conservadorismo

por meio da inclusão do limitante de incerteza ∆P (ω) que pode ser definido previ-

amente. Como vantagem, elimina-se o termo desconhecido |∆P (ω)| do critério de

estabilidade.

Teorema 5.2.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso cont́ınuo SISO). O sistema

de malha fechada apresentado na Fig. 4.1 com ∆P (ω) ≥ |[P (jω)−Pn(jω)]/Pn(jω)|,
∀ω ∈ [0,∞), definido previamente, será estável para qualquer atraso variável defi-

nido por ∆(v) = v(t − δ(t)), 0 ≤ δ(t) ≤ δmax se o sistema de malha fechada for

estável com δ(t) = 0, ∀t e
∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
> ∆P (ω) + (1 + ∆P (ω))ωδmax, ∀ω ∈ [0,∞). (5.14)
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Observando-se o lado direito da condição de estabilidade percebe-se que ωδmax

descreve o efeito do atraso variável, ∆P (ω) representa um limitante superior para a

incerteza de modelagem, e ωδmax∆P (ω) é fruto da interconexão entre a variação do

atraso e a incerteza modelo.

Comentário 5.2.2. Esta condição de estabilidade robusta é uma extensão do critério

de estabilidade robusta padrão com δmax 6= 0. Se δmax = 0, o critério proposto é

simplesmente

∆P (ω) <

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
, ∀ω ∈ [0,∞), (5.15)

que é a condição de estabilidade robusta padrão do PSF (NORMEY-RICO e CA-

MACHO, 2009).

Comentário 5.2.3. O filtro de robustez Fr(s) pode ser usado diretamente para

atenuar, de forma conjunta, a incerteza de modelagem e de atraso variável. Nota-se

que a condição (5.9) pode ser reescrita como segue ∀ω ∈ [0,∞):

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
− |Fr(jω)|∆P (ω) > |Fr(jω)jω|δmax(1 + ∆P (ω)). (5.16)

Como já esperado, Fr(s) pode ser usado para atenuar a incerteza de modelagem

como mostra |Fr(jω)|∆P (ω). Além do mais, o efeito do atraso variável pode ser

atenuado diretamente pelo filtro de robustez observando o termo |Fr(jω)jω|δmax.

Comentário 5.2.4. Se o filtro de robustez for definido por Fr(s) =
1

τs+1
com τ > 0,

então |Fr(jω)jω|δmax ≤ δmax/τ uma vez que ||Fr(jω)jω||∞ = 1/τ .

O comentário 5.2.4 mostra que um filtro estritamente próprio é útil para atenuar

o efeito de alta frequência causado pela variação do atraso. Na realidade, o pior

caso do atraso pode ser limitado por um filtro estritamente próprio.

Corolário 5.2.1. Seja P (s) uma função de transferência estável e Pn(s) definido de

maneira que supω∈[0,∞) ∆P (ω) < ∞ (garantido para qualquer planta/modelo estável

se a partes real dos zeros não for nula). Considera-se um controlador C(s) que

estabiliza a planta e um filtro de robustez F 0
r (s) tal que a seguinte condição padrão

se mantém: ∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
> ∆P (ω). (5.17)

Consequentemente, o filtro Fr(s) =
1

τs+1
F 0
r (s) com τ > 0 pode sempre ser definido

de modo que o seguinte critério permanece válido:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
−∆P (ω) > δmaxω(1 + ∆P (ω)). (5.18)
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Demonstração. A prova é uma consequência direta da condição de estabilidade ro-

busta padrão com o Comentário 5.2.4. Inicialmente deve-se observar que |1/(jωτ +
1)| < 1, ∀ω ∈ [0,∞) e |ω/(jωτ + 1)| < 1/τ , ∀ω ∈ [0,∞). Assume-se um filtro

estável descrito por:

Fr(s) = F 0
r (s)

1

τs+ 1
. (5.19)

A condição de estabilidade robusta é definida por:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

Fr(jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
−∆P (ω) > ωδmax(1 + ∆P (ω)), ∀ω ∈ [0,∞). (5.20)

Alternativamente,

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
− ∆P (ω)

|jωτ + 1| >
δmaxω

|jωτ + 1|(1 + ∆P (ω)). (5.21)

Considerando-se a propriedade dada por |ω/(jωτ +1)| < 1/τ , ∀ω ∈ [0,∞), verifica-

se, ∀ω ∈ [0,∞), a seguinte desigualdade:

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
− ∆P (ω)

|τjω + 1| ≥
∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
−∆P (ω) (5.22)

>
δmax

τ
(1 + ∆P (ω)) (5.23)

≥ ωδmax

|τjω + 1|(1 + ∆P (ω)). (5.24)

Então, a condição a seguir é suficiente para garantir a Eq. (5.18)

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
−∆P (ω) >

δmax

τ
(1 + ∆P (ω)), ∀ω ∈ [0,∞). (5.25)

Sejam µ0 e γ dados respectivamente por

µ0 = inf
ω∈[0,∞)

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(jω)C(jω)

F 0
r (jω)Pn(jω)C(jω)

∣
∣
∣
∣
−∆P (ω), (5.26)

γ = sup
ω∈[0,∞)

(1 + ∆P (ω)), (5.27)

caso µ0 > 0, então τ > γδmax/µ
0 assegura que a Eq. (5.18) será respeitada. A

condição µ0 > 0 corresponde ao critério de estabilidade para o caso sem atraso

variável utilizando o filtro F 0
r (s). Observa-se também que 1/|jωτ + 1| ≤ 1, ∀ω.

Assim, o critério pode ser substitúıdo por µ0 > δmaxω
|jωτ+1|

(1 + ∆P (ω)) em que µ0 é

obtido a partir do lado esquerdo da Eq. (5.21) com τ = 0. Finalmente, uma vez

que (1 + ∆P (ω)) é limitado e δmaxω
|jωτ+1|

≤ δmax/τ, ∀ω ∈ [0,∞], então a condição de

estabilidade robusta é reforçada para qualquer τ > [1 + supω∈[0,∞] ∆P (ω)]δmax/µ
0 e
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isto completa a prova.

Um aspecto importante é que o filtro de robustez pode ser re-sintonizado para

recuperar a estabilidade robusta na presença de atraso variável. Além do mais, este

filtro pode ser adaptado durante a operação se o atraso variável real for maior do

que o atraso estimado. Então, na prática, o limite exato de δmax não é exigido,

uma vez que a largura de banda do filtro pode ser corrigida durante a operação.

Entretanto terá que lidar com a degradação do desempenho em relação à rejeição

de perturbação.

5.3 Critério de estabilidade em tempo discreto

O critério de tempo discreto pode ser obtido seguindo os mesmos passos do caso

cont́ınuo. Por uma questão de simplicidade o teorema é apresentado diretamente.

Teorema 5.3.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso de tempo discreto SISO).

O sistema de malha fechada da Fig. 4.3a com ∆P (e
jω) ≥ |[P (ejω)−Pn(e

jω)]/Pn(e
jω)|,

∀ω ∈ [0, π], é estável para qualquer atraso variável definido por ∆(v) = v(k− δ(k)),

δ(k) ∈ {0, 1, ..., N} se a malha for estável com δ(k) = 0 e

∣
∣
∣
∣

1 +Gn(e
jω)C(ejω)

Fr(ejω)Pn(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣
> ∆P (e

jω) + (1 + ∆P (e
jω))N |1− ejω|, ∀ω ∈ [0, π]. (5.28)

De maneira similar ao caso cont́ınuo: i) este resultado é também uma genera-

lização da condição de estabilidade robusta padrão com atraso variável (NORMEY-

RICO e CAMACHO, 2009), ii) o filtro de robustez pode ser usado diretamente para

atenuar o efeito do atraso variável, e ii) ||(1− ejω)Fr(e
jω)||∞ = 2(1− α)/(1 + α) se

Fr(z) =
(1−α)z
z−α

com 1 > α > 0. Então, se o processo for estável em malha aberta, um

filtro passa baixa pode ser usado para reforçar a estabilidade robusta considerando

qualquer limite para o atraso variável como ||(1− ejω)Fr(e
jω)||∞ → 0 à medida que

α → 1.

5.4 Critério de estabilidade para o caso amos-

trado

Finalmente, a condição de estabilidade robusta pode ser encontrada para o caso

amostrado. Tanto o efeito entre amostras e quanto a possibilidade de atrasos não

múltiplos do tempo de amostragem são contempladas neste novo teorema.
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Teorema 5.4.1 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso com controle amostrado

SISO). O sistema de malha fechada mostrado na Fig. 4.3b com P (s) estável e es-

tritamente próprio, P (z) sendo obtido através da discretização com um retentor

de ordem zero, ∆P (e
jω) ≥ |[P (ejω) − Pn(e

jω)]/Pn(e
jω)|, ∀ω ∈ [0, π], ∆Pa(e

jω) ≥
|[Palias(ω) − Pn(e

jω)]/Pn(e
jω)|, ∀ω ∈ [0,∞) é estável para qualquer atraso variável

definido por ∆(v) = v(t − δ(t)), 0 ≥ δ(t) ≥ Nh se a malha fechada é estável com

δ(t) = 0, ∀t e
∣
∣
∣
∣

1 +Gn(e
jω)C(ejω)

Fr(ejω)Pn(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣
∣
> ∆P (e

jω)+(1+∆Pa(e
jω))Ñ |1−ejω|, ∀ω ∈ [0,∞), (5.29)

onde Ñ =
√

⌊N⌋2 − 2g⌊N⌋+ g e g = N − ⌊N⌋. Sabendo que ⌊N⌋ define o maior

inteiro que é menor ou igual a N . Nota-se também que g é uma fração de N e

que geralmente Ñ ≤ N , além disto eles são iguais quando N é inteiro levando à

condição de tempo discreto dada pela Eq. (5.28) (KAO e LINCOLN, 2004).

Observa-se que as propriedades do filtro são similares ao caso discreto e que,

se o peŕıodo de amostragem for definido adequadamente, então Palias(ω) pode ser

aproximado por P (ejω) e este teorema vale para sistemas instáveis em malha aberta.

5.5 Generalização da análise robusta: PSF multi-

variável

O critério de estabilidade MIMO para o caso cont́ınuo já foi desenvolvido na Seção

4.1.3 e esta seção é direcionada para o caso discreto para permitir a comparação

do resultado com NORMEY-RICO et al. (2012b) porém sem perda de generalidade

como em SANTOS et al. (2014). Além disto, para permitir a utilização em plantas

instáveis em malha aberta, se faz necessário adotar a implementação discreta.

Considera-se uma matriz (de funções) de transferência n × m cujos elementos

são definidos como Pij(z) = Gij(z)z
−dij em que cada elemento relaciona a j-ésima

entrada com a i-ésima sáıda. Gij representa uma função de transferência sem atraso

e dij representa os atrasos parciais. Portanto, o modelo nominal é apresentado como:

Pn(z) =









G11(z)z
−d11 G12(z)z

−d12 . . . G1m(z)z
−d1m

G21(z)z
−d21 G22(z)z

−d22 . . . G2m(z)z
−d2m

...
...

. . .
...

Gn1(z)z
−dn1 Gn2(z)z

−dn2 . . . Gnm(z)z
−dnm









. (5.30)

Seguindo-se os mesmos passos apresentados na Seção 4.1.3, o modelo rápido do CTM
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para predição da sáıda é definido como em JEROME e RAY (1979):

Go(z) =









G11(z)z
−(d11−d1) G12(z)z

−(d12−d1) . . . G1m(z)z
−(d1m−d1)

G21(z)z
−(d21−d2) G22(z)z

−(d22−d2) . . . G2m(z)z
−(d2m−d2)

...
...

. . .
...

Gn1(z)z
−(dn1−dn) Gn2(z)z

−(dn2−dn) . . . Gnm(z)z
−(dnm−dn)









. (5.31)

Adotando-se di = min
k=1,...,m

dik para i = 1, . . . , n, é posśıvel escrever o atraso da sáıda

efetivo como:

L(z) =









z−d1 0 . . . 0

0 z−d2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . z−dn









, (5.32)

e assim decompor o modelo nominal da seguinte maneira

Pn(z) = L(z)Go(z) → Go(z) = L(z)−1Pn(z).

O modelo rápido do compensador completo é dado por:

Gf (z) =









G11(z) G12(z) . . . G1m(z)

G21(z) G22(z) . . . G2m(z)
...

...
. . .

...

Gn1(z) Gn2(z) . . . Gnm(z)









. (5.33)

Assim como no caso cont́ınuo, com esse modelo rápido a equação caracteŕıstica

não terá atraso (OGUNNAIKE e RAY, 1979; RAO e CHIDAMBARAM, 2006).

De maneira geral G•(z) será usado para representar ou o modelo rápido para o

compensador de sáıda ou o modelo rápido para o compensador completo. De modo

semelhante à forma unificada de implementação para o PSF caso SISO, se o sistema

é instável em malha aberta, a estabilização do modelo rápido garante a estabilidade

interna se S•(z) = G•(z) − Fr(z)Pn(z) for implementado com um filtro estável

(SANTOS et al., 2014).

Na presença de incerteza de modelo, perturbações e atraso variável, a sáıda

MIMO será definida como:

Y(z) = P(z) [U(z) +Q(z) +W(z)] , (5.34)

em queU(z) ∈ R
m representa a entrada de controle MIMO no domı́nio z, Y(z) ∈ R

n

é a sáıda MIMO do processo, Q(z) ∈ R
n é uma perturbação externa, W(z) ∈ R

m
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S•(z)

Figura 5.2: PSF equivalente discreto MIMO com atraso variável.

representa o efeito do atraso variável, P(z) 6= Pn(z) é usado para descrever o erro

de modelagem.

A estrutura equivalente para análise via Teorema do pequeno ganho é apre-

sentada diretamente na Fig. 5.2 em que ∆(v(k)) = v(k − δ(k)) com v(k) ∈ R
m.

Percebe-se que, como mostrado na Seção 4.1.2, o ganho do pior caso considerando-

se o problema MIMO permanece válido:

||w||2L2
≤ N2||v||2L2

. (5.35)

A partir do teorema do pequeno ganho, a estabilidade robusta pode enfim ser

verificada e estendida para o caso MIMO por meio da condição dada pelo Teorema

a seguir.

Teorema 5.5.1 (Condição de estabilidade simplificada - Caso MIMO tempo dis-

creto). O sistema representado pela Figura 5.2 é estável da entrada para sáıda para

cada par entrada-sáıda se:

N
∣
∣
∣
∣(1− e−jω)M•(e

jω)−1C(ejω)Fr(e
jω)P(ejω)

∣
∣
∣
∣
∞

< 1, (5.36)

em que M•(z) = [I +C(z)S•(z) +C(z)Fr(z)P(z)].

Sabe-se que P(z) é desconhecido, mas se P(z) ∈ ΠPn(z),∆Π
em que

ΠPn(z),∆Π
= {Pj(z) : σ̄(Pj(e

jω)−Pn(e
jω)) < ∆Π(e

jω), ∀ω ∈ [0, π]},

então a condição de estabilidade pode ser obtida considerando o pior ganho fornecido

por alguma planta P(z) presente no conjunto.

A condição para o caso nominal Pj(e
jω) = Pn(e

jω) é obtida com

78



M•(z) = [I +C(z)G•(z)], (5.37)

e, por consequência

∣
∣
∣
∣[I +C(ejω)G•(e

jω)]−1C(ejω)Fr(e
jω)P(ejω)

∣
∣
∣
∣
∞

≤ 1

N(1− e−jω)
. (5.38)

A condição (5.36) combinada com Pj(z) pode ser usada para avaliar a robustez

do preditor de Smith multivariável desde que o teste seja realizado com as matrizes

P(z) que pertencem a uma famı́lia de modelos. Por outro lado, este resultado não

separa os fatores nominais e incertos de maneira expĺıcita, o que dificulta a análise

do problema na presença de incertezas. Na próxima seção, o efeito do erro de

modelagem do preditor de Smith filtrado em tempo-discreto será obtido por meio

de um critério reformulado de maneira análoga ao caso SISO, separando o efeito das

incertezas da malha de controle nominal.

5.5.1 PSF multivariável baseado em redefinição de incerte-

zas

Com vista a reformular a descrição do erro de modelagem no caso multivariável,

considera-se o critério obtido a partir de Eq. (5.36) descrito por:

Nσ((1− e−jω)M•(e
jω)−1C(ejω)Fr(e

jω)P(ejω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (5.39)

Por simplicidade de notação, serão utilizadas as seguintes definições:

L(ejω) = C(ejω)P(ejω), (5.40)

Ln(e
jω) = C(ejω)Pn(e

jω), (5.41)

∆m(e
jω) = (L(ejω)− Ln(e

jω))Ln(e
jω)−1. (5.42)

De maneira preliminar, cabe destacar um conjunto particular de propriedades

matriciais. Consideram-se um escalar α e as matrizes A, A, e B de dimensões

apropriadas, então as seguintes propriedades valem (FRANKLIN et al., 2021):

i) σ(A−1) = 1/σ(A), se det(A) 6= 0,

ii) σ(A+ A) ≤ σ(A) + σ(A),

iii) σ(AB) ≤ σ(A)σ(B),

iv) σ(αA) = |α|σ(A),
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v) σ(A+ A) ≥ σ(A)− σ(A).

Neste trabalho, é utilizado um filtro de robustez diagonal tal que Fr(z) = Fr(z)I,

sendo Fr(z) um filtro escalar estável, o que simplifica o procedimento de análise e

sintonia de Fr(z) assim como ocorre em trabalhos relacionados ARAÚJO e SANTOS

(2018); FRANKLIN et al. (2021); SANTOS et al. (2018a, 2016).

O Teorema a seguir descreve o critério robusto.

Teorema 5.5.2 (Critério de Estabilidade Robusta - Caso MIMO de Tempo Dis-

creto).

Π(ω)σ([I +C(ejω)G•(e
jω)]−1C(ejω)Pn(e

jω)) <
1

N |1− e−jω| , ∀ω ∈ [0,∞), (5.43)

sendo

Π(ω) = σ(Ln(e
jω)−1L(ejω)Fr(e

jω)) + σ(∆m(e
jω)Fr(e

jω)) (5.44)

o efeito do erro de modelagem, o qual foi separado do ganho de malha nominal.

Comentário 5.5.1. Deve-se observar que, na ausência de erro de modelagem, as

seguintes consequências são asseguradas: (i) Ln(e
jω) = L(ejω), (ii) ∆m(e

jω) = 0 e

(iii) Π(ω) = σ(Fr(e
jω)). Fazendo-se com que (5.43), para o caso nominal, coincida

com (5.38). Assim, o critério proposto é uma generalização da formulação sem

incerteza no qual o efeito do erro de modelagem é descrito pelo ganho Π(ω) ≥ 1.

Como já era esperado, quanto maior a incerteza, menor o máximo atraso tolerável

descrito por Nmaxh, sendo Nmax o atraso máximo tolerável em tempo-discreto.

Comentário 5.5.2. Apesar do ı́ndice Π(ω) ser incerto seu efeito sofre influência

direta do filtro de robustez permitindo atenuação de efeitos indesejáveis. Assim como

no caso SISO, um desenvolvimento análogo pode ser feito com as representações de

tempo-cont́ınuo ou mesmo o caso de controle amostrado.

Comentário 5.5.3. Cabe ainda enfatizar que σ(Ln(e
jω)−1L(ejω)) ≤ 1+σ(∆m(e

jω)).

Conforme verificado com o caso SISO, o efeito de Π(ω) pode ser mitigado dire-

tamente pelo filtro de robustez de forma a recuperar a estabilidade a despeito da

presença de um atraso variável. O caso cont́ınuo e o caso amostrado podem ser

deduzidos de forma análoga.

5.6 Análise robusta: preditor de Artstein

O critério de estabilidade para sistemas com atraso variável controlados pelo predi-

tor de Artstein foi estabelecido através do método da redução, o qual transforma o
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sistema original com atraso e preditor num sistema equivalente. Caso assuma-se que

o modelo de predição não corresponde ao sistema controlado, o método da redução

apresenta dificuldades adicionais para obtenção do modelo equivalente. Uma alter-

nativa é explorar a equivalência do preditor de Artstein com o preditor de Smith

filtrado com o objetivo de realizar a análise de robustez por meio das ferramentas

desenvolvidas para o preditor de Smith filtrado.

5.6.1 Relação entre o PSF e o preditor de Artstein

Para um determinado valor de filtro pode ser demonstrada a equivalência entre o

preditor de Artstein e o PSF. Resgatando-se a equação de predição para o PSF

Xp(s) = Fr(s)X(s) + (I− Fr(s)e
−sL)Gn(s)U(s), (5.45)

sendo Gn(s) = (sI − An)
−1Bn. Considerando-se que Xp(s) é uma predição para

X(s)esL. A predição para o preditor de Arstein pode ser apresentada como

xp(t) =eAnLx(t) +

∫ t

t−L

eAn(t−τ)Bnu(τ)dτ,

=eAnLx(t) +

∫ t

0

eAn(t−τ)Bnu(τ)dτ −
∫ t−L

0

eAn(t−τ)Bnu(τ)dτ,

=eAnLx(t) +

∫ t

0

eAn(t−τ)Bnu(τ)dτ − eAnL

∫ t−L

0

eAn(t−L−τ)Bnu(τ)dτ. (5.46)

Lembrando que

L
[∫ t

0

eAn(t−τ)Bnu(τ)dτ

]

= Gn(s)U(s),

e sua versão atrasada

L
[
∫ t−L

0

eAn(t−L−τ)Bnu(τ)dτ

]

= Gn(s)e
−LsU(s),

após as devidas substituições resulta em:

Xp(s) = eAnLX(s) +Gn(s)U(s) + eAnLe−LsGn(s)U(s). (5.47)

Ou, alternativamente, tem-se que:

Xp(s) = eAnLX(s) + (I − eAnLe−sL)Gn(s)U(s). (5.48)

É importante destacar a equivalência entre (5.48) e (5.45), desde que Fr(s) = eAnL.

O PSF é mais utilizado com sistemas representados na forma de função (matriz)
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de transferência enquanto que o preditor de Artstein utiliza o modelo descrito na

forma de espaço de estados. Destaca-se a simplicidade do preditor de Artstein em

lidar com plantas instáveis em malha aberta através de uma simples realimentação

de estado, todavia não dispõe do filtro de robustez presente no PSF para ajustes do

desempenho regulatório versus robustez.

Para desenvolvimento da análise de robustez, deve-se observar o conjunto de

equivalências dado por:

• Fr(s) = eAnL;

• Gn(s) = (sI − An)
−1Bn;

• Pn(s) = (sI − An)
−1Bne

−sL;

• C(s) = −K.

Assim, de maneira análoga à Eq. (5.36), chega-se a:

∣
∣
∣

∣
∣
∣δmaxω[I −KGn(jω)−KeAnL(P(jω)−Pn(jω))]

−1KeAnLP(ejω)
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∞

< 1. (5.49)

Contudo este resultado engloba a incerteza na malha de realimentação o que dificulta

a utilização de limitantes de incertezas multiplicativas. A análise com desacopla-

mento de incertezas será discutida na próxima seção.

5.6.2 Preditor de Artstein baseado em redefinição de incer-

tezas

A análise da estabilidade robusta com preditor de Artstein é obtida considerando-se

um filtro Fr(s) = eAnL, o qual não é diagonal. Assim, a propriedade de comutativi-

dade não é válida, de tal maneira que os ganhos de malha são redefinidos por:

L(jω) = KeAnLP(jω), (5.50)

Ln(jω) = KeAnLPn(jω), (5.51)

sendo a definição da incerteza multiplicativa preservada como indicado na seção

anterior pela Eq. (5.42), isto é, ∆m(ω) = (L(jω)− Ln(jω))Ln(jω)
−1.

Partindo-se da Eq. (5.49), deve-se garantir

σ([I −KGn(jω)−KeAnL(P(jω)−Pn(jω))]
−1KeAnLP(jω)) <

1

δmax|ω|
. (5.52)

De maneira alternativa, a condição (5.49) pode ser descrita por:

σ([I −KGn(jω) + (Ln(jω)− L(jω))]−1KeAnLP(jω)) <
1

δmax|ω|
. (5.53)
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Portanto, usando-se os mesmos passos do PSF multivariável em tempo discreto

obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 5.6.1 (Condição de Estabilidade Robusta - Artstein em Tempo Cont́ınuo).

O sistema representado na Figura 4.6 é estável da entrada para sáıda para cada par

entrada sáıda se:

Π(ω)σ([I −KGn(jω)]
−1KeAnLPn(jω)) <

1

δmax|ω|
, (5.54)

sendo

Π(ω) = σ(Ln(jω)
−1L(jω)) + σ(∆m(ω)) (5.55)

e Gn(jω) = (jωI − An)
−1Bn

Comentário 5.6.1. A grande diferença desta abordagem é que o filtro não é livre

e não se aplica a propriedade de comutatividade. Assim, o filtro fixo, eAnL está

embutido no efeito das incertezas por meio de L(jω) e Ln(jω). Por outro lado, as

principais conclusões são equivalentes às do preditor de Smith filtrado. Na ausência

de incertezas, Π(ω) = σ(Fr(e
jω)), como discutido anteriormente.

Na próxima seção, é demonstrado que o caso nominal retorna um resultado

equivalente ao critério obtido na seção 4.1.4 via método da redução.

Particularização para o caso nominal

A análise do caso nominal pode ser reestabelecida partindo de (5.54) com Ln(jω) =

L(jω). Desta maneira, obtém-se a seguinte condição em particular:

σ([I −KGn(jω)]
−1K

︸ ︷︷ ︸

K[I−Gn(jω)K]−1

eAnLPn(jω)) <
1

δmax|ω|
, (5.56)

ou

σ(K[I −Gn(jω)K]−1KeAnLGn(jω)) <
1

δmax|ω|
, (5.57)

já que Pn(jω) = Gn(jω)e
−jωL e P (I +QP )−1 = (I + PQ)−1P . Outra propriedade

útil advém do fato que AeAh = eAhA e, por consequência, verifica-se a identidade

dada por1 eAh(sI − A)−1 = (sI − A)−1eAh. Logo, partindo da expressão (5.57),

obtém-se:

σ(K[I − (jωI − An)
−1Bn

︸ ︷︷ ︸

Gn(jω)

K]−1 (jωI − An)
−1Bn

︸ ︷︷ ︸

Gn(jω)

eAnL) <
1

δmax|ω|
. (5.58)

1A propriedade eAh(sI −A)−1 = (sI −A)−1eAh pode ser verificada expandindo (sI −A)−1 em
série de potência ou simplesmente notando-se que eAheAt = eAteAh e (sI −A)−1 = L{eAt}.
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Mais uma vez, substituindo I = (jωI −A)−1(jωI −A), verifica-se a condição dada

por:

σ(K[(jωI−An)
−1(jωI−An)−(jωI−An)

−1BnK]−1(jωI−An)
−1eAnLBn) <

1

δmax|ω|
.

(5.59)

σ(K[jωI − An − BnK]−1(jωI − An)(jωI − An)
−1eAnLBn) <

1

δmax|ω|
. (5.60)

σ(δmaxωK(jωI − An −BnK)−1eAnLBn) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (5.61)

Finalmente, chega-se à seguinte condição de estabilidade robusta para sistemas com

erro de modelagem controlados com realimentação de estados e preditor de Artstein:

||δmaxωK(jωI − An − BnK)−1eAnLBn)||∞ < 1. (5.62)

Este resultado é equivalente ao critério sem erro de modelagem com atraso

variável obtido através do método da redução descrito pela condição (4.40) indi-

cando a compatibilidade das análises propostas. Apesar dessa equivalência, os dois

critérios apresentam suas particularidades. O preditor de Artstein não necessita

de ajuste para garantir a estabilidade interna ao lidar com plantas instáveis em

malha aberta, porém, não dispõe da mesma liberdade que o PSF para ajuste do

filtro de robustez. De qualquer forma os principais benef́ıcios do PSF MIMO foram

preservados.
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Caṕıtulo 6

Controle robusto de sistemas de

segunda ordem com atraso variável

Este caṕıtulo inclui no estudo os sistemas de segunda ordem vibracionais sujeitos

ao atraso variável. Critérios de estabilidade robusta são desenvolvidos e um método

baseado em IMC é proposto para melhoria de desempenho.

6.1 Atraso variável em sistemas de segunda or-

dem

Os sistemas de controle que utilizam modelos de segunda ordem possuem impor-

tante aplicação prática. Na indústria automobiĺıstica e aeronáutica, a absorção de

vibrações tem impacto direto na satisfação dos clientes. Em um helicóptero, des-

conectar o assento do piloto do restante da estrutura através do controle ativo de

vibração é um dos maiores desafios nessa área (MOTTERSHEAD e RAM, 2006).

Praticamente tudo que se movimenta gera algum tipo de vibração que pode ser mi-

nimizada ou refazendo o projeto do sistema com inclusão de absorvedores ou através

do controle ativo da vibração.

Alguns trabalhos relevantes demonstram os benef́ıcios da abordagem baseada em

modelos de segunda ordem (DATTA, 2003; MOTTERSHEAD e RAM, 2006, 2007).

O controle ativo de vibrações mecânicas, de oscilações em redes elétricas, fenômenos

de vibrações acústicas entre outros, são naturalmente caracterizados através de sis-

temas de segunda ordem (FULLER, 2008; GUDARZI, 2015; MISRIKHANOV e

RYABCHENKO, 2006; PALAZZOLO, 2016). O controle em malha fechada para

este tipo de sistema é implementado utilizando-se os estados e suas derivadas de ma-

neira a obter propriedades importantes tanto para análise quanto para śıntese (AB-

DELAZIZ, 2016, 2013; ARAÚJO et al., 2016; DATTA et al., 1997, 2000; OUYANG,

2010; ZHANG et al., 2017).
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Um sistema de segunda ordem de vibração forçada com uma entrada pode ser

descrito como segue:

Mẍ(t) +CCC ẋ(t) +KKKx(t) = Bu(t), (6.1)

sendo que M, CCC , KKK são, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e

de rigidez, as três de ordem n, x(t) ∈ R
n é o vetor de deslocamento da posição e

sua dimensão representa o número de graus de liberdade, Bu(t) representa a força

externa associada à configuração dos atuadores e u(t) ∈ R
p. A resposta natural da

Eq. (6.1) é conhecida na literatura como problema do autovalor quadrático (MOT-

TERSHEAD e RAM, 2006).

KKKCCC

1/s1/sM−1B
u(t) x(t)

ẋ(t)

Figura 6.1: Esquemático de um sistema linear de segunda ordem.

O esquemático em diagrama de blocos do sistema de segunda ordem descrito

na Eq. (6.1) é mostrado na Fig. 6.1 em que x(t) e ẋ(t) são variáveis dispońıveis

para o controle em malha fechada. Perceba que, mesmo que x(t) tenha apenas uma

dimensão o sistema já é tratado como multivariável pelo fato de realimentar ẋ.

Nesses sistemas, a massa e a rigidez geralmente são consideradas grandezas fáceis

de se medir através de procedimentos estáticos. A frequência natural (peŕıodo da

vibração) pode ser obtida utilizando-se um cronômetro, porém muitas vibrações

possuem amplitudes baixas ou de curta duração exigindo dispositivos cada vez mais

sofisticados. O coeficiente de amortecimento é uma grandeza que requer o uso de

métodos dinâmicos para ser obtido (INMAN, 2014). A estrutura forçada indicada

pela Eq. (6.1) é vantajosa para caracterizar muitos sistemas vibracionais pois em

alguns casos é dif́ıcil medir o decaimento de uma oscilação através de uma excitação

que não seja sustentada (INMAN, 2014).

Experimentos que estimulam um sistema vibratório são amplamente conhecidos

no ramo da engenharia elétrica e têm sido usados para obter modelos baseados na

resposta em frequência. A função de transferência do sistema é obtida a partir de

medições na sáıda causadas por sinais na entrada. Uma faixa de sinais senoidais

de entrada acionam um shaker que induz vibrações na estrutura e as medidas das
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TT

CS CS
Fonte

Excitador Estrutura

Análise Modal

Análise de Sinal

CS - Cond. de Sinal

T - Transdutor

Gravador

Gerador de Sinal

Figura 6.2: Esquema de Hardware utilizado para identificação de sistemas vi-
bratórios (Fonte: INMAN (2014)).

amplitudes são coletadas simultaneamente (INMAN, 2014). Um esquema comum

utilizado para efetuar estas medições é exibido na Fig. 6.2

Se a grandeza medida for o deslocamento x(t), a função de transferência obtida

a partir da relação entre X(s)/F (s), sendo F (s) = BU(s), é conhecida como rigidez

dinâmica e sua inversa é conhecida como receptância R(s) (INMAN, 2014).

Neste contexto, o projeto baseado na receptância (INMAN, 2014; MOTTERSHEAD

e RAM, 2006, 2007) é bastante útil, uma vez que não requer o conhecimento ou

cálculo das matrizes M, CCC e KKK no processo de identificação do modelo (MOT-

TERSHEAD e RAM, 2006, 2007; TEHRANI e MOTTERSHEAD, 2012). Além

disso, a identificação baseada na resposta em frequência pode ser obtida direta-

mente de dados experimentais, tornando o processo de identificação mais simples

(MOTTERSHEAD e RAM, 2006, 2007; TEHRANI e MOTTERSHEAD, 2012). O

método das receptâncias simplifica o problema a tal ponto que permite descrevê-lo

como um sistema linear de equações (RAM et al., 2009).

A receptância de malha aberta (ou receptância) é representada por:

R(s) = (Ms2 +CCC s+KKK)−1, (6.2)

sendo s a variável complexa de Laplace.

Esta matriz de transferência possui uma relação importante com o método de

projeto baseado em dados experimentais que permitem obter o modelo para um

sistema de segunda ordem de forma direta.

Além disso, a lei de controle pode ser definida a partir da informação da re-

ceptância que é útil para sistemas de ordem elevada, uma vez que, a descrição via

espaço de estados aumentada não é necessária. Para efeito de apresentação, perceba

que o modelo de segunda ordem sem atraso pode ser descrito de forma alternativa,
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a partir da receptância, por:

P(s) =

[

R(s)B

sR(s)B

]

, (6.3)

adotando-se z(t) = [x(t)T ẋ(t)T ]T , permite-se definir Z(s) = L{z(t)}, U(s) =

L{u(t)}, Z(s) = P(s)U(s) sabendo-se que L{·} representa a transformada de La-

place de um dado sinal.

De maneira geral, se ẋ(t) e x(t) são mensuráveis, a lei de controle é definida

como:

u(t) = Fẋ(t) +Gx(t), (6.4)

de maneira que F ∈ R
p×n e G ∈ R

p×n sejam matrizes de ganho da realimentação.

Alternativamente, se ẏ(t) = Tẋ(t) e y(t) = Tx(t) são variáveis mensuráveis

então

u(t) = Fyẏ(t) +Gyy(t) (6.5)

em que F = FyT e G = GyT para garantir a generalidade da Eq. (6.4).

Embora os projetos de controle em malha fechada de sistemas de segunda or-

dem já possuam resultados consolidados, a presença de tempo morto pode causar

perda de desempenho e até mesmo instabilidade (AGRAWAL e YANG, 2000; DU e

ZHANG, 2008; JINWU et al., 2016; UDWADIA et al., 2003).

A definição das matrizes F eG é tratada em diversos artigos, mas em sua maioria

não consideram a análise de estabilidade na presença de atraso na entrada.

De qualquer forma, a análise dos autovalores de malha fechada e da estabilidade

somente pode ser feita assumindo-se atraso constante (ARAÚJO, 2018; BAI et al.,

2016a; RAM et al., 2009, 2011; SINGH e OUYANG, 2013; SINGH et al., 2014).

Desta maneira a análise de robustez é considerada um problema aberto para sistemas

de segunda ordem na presença de atraso variável, uma vez que a abordagem usando

autovalores não pode ser utilizada diretamente para o caso de sistemas variantes

no tempo. Vale lembrar que um fator relevante do uso das receptâncias é que seu

modelo é obtido tipicamente por meio da resposta em frequência.

6.1.1 Atraso variável na entrada

Nesta seção, é considerado o sistema de segunda ordem com atraso variável na

entrada descrito como:

Mẍ(t) +CCC ẋ(t) +KKKx(t) = Bu(t− δ(t)), (6.6)

o atraso variável é limitado de modo que δ(t) ∈ [0, δmax] e as condições iniciais
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P(s)

G

∆

F
u(t)

x(t)

ẋ(t)

Figura 6.3: Descrição em malha fechada do sistema de segunda ordem com atraso
variável.

são definidas por x(0) = x0, ẋ(0) = x′
0 e ainda u(t) ≡ 0p,1, t < 0 em que 0l,m

representa uma matriz (nula) de zeros l linhas e m colunas.

A representação simplificada do problema com atraso variável está representada

pela Fig. 6.3 onde ∆ representa o efeito do atraso variável e seu modelo é baseado

nas receptâncias.

Uma extensão do artigo de receptâncias foi apresentado em FRANKLIN e SAN-

TOS (2020b) incluindo incertezas de modelo não estruturadas que será tratado na

Seção 6.2. Caso a receptância apresente incerteza significativa, a faixa de atraso

máximo admisśıvel pode ser subestimada ou superestimada. É naturalmente inde-

sejável que esta faixa de atraso máximo seja superestimada, pois do ponto de vista

prático pode ser verificado uma instabilidade que não foi prevista pela garantia de

estabilidade teórica.

Incertezas nas receptâncias é um tema importante do ponto de vista prático

(ADAMSON et al., 2019, 2020a,b; BAI et al., 2016b; LIANG et al., 2017; TEHRANI

et al., 2011).

A incerteza de modelo tem diversas origens como, por exemplo, erros de medição;

distorção de resposta em frequência causada por dinâmicas não lineares (TEHRANI

et al., 2013); variabilidade na velocidade de vibração, resultante da variação do

material e da constituição de materiais compósitos (ADAMSON et al., 2020b); e

variação paramétrica (LIANG et al., 2017).

Uma consequência direta deste erro de modelagem é um descasamento entre a

as respostas de malha fechada teórica e prática. Para evitar resultados inesperados

se faz necessário o uso de ferramentas de projeto e análise robusta. As formas

convencionais de assegurar estabilidade na presença de atraso variável são baseados

em funcionais de L-K e L-R, os quais exigem uma descrição em espaço de estados

de ordem aumentada para lidar com sistemas de segunda ordem (SANTOS et al.,

2018b). Entretanto, representações aumentadas são indesejáveis principalmente no

controle de sistemas com dimensões elevadas.

Em razão disto, a abordagem utilizando o teorema do pequeno ganho é uma
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alternativa interessante por conta de sua simplicidade. Esta solução foi utilizada

em KAO e LINCOLN (2004) para o caso SISO. Para o controle de sistemas de

segunda ordem é necessária a realimentação de x(t) e ẋ(t) impondo, de antemão,

uma abordagem multivariável. Em SANTOS et al. (2018b), o resultado de KAO e

LINCOLN (2004) foi estendido para o caso MIMO e re-apresentado na seção 4.1.2.

6.1.2 Critério de estabilidade simplificado

O critério para estabilidade para sistemas de segunda ordem com atraso variável é

apresentado nesta seção.

Considera-se inicialmente o sistema descrito pela Fig. 6.3 em que o efeito do

atraso variável é representado por:

∆(u) = u(t− δ(t)), (6.7)

com delta limitado, ou seja, δ(t) ∈ [0, δmax].

Considera-se que F e G são ganhos estabilizantes sem qualquer cancelamento

polo-zero instável (condição para estabilidade interna). Neste caso, a seguinte

hipótese é assumida

Hipótese 6.1.1.

i) a receptância de malha fechada é dada por

H(s) = [Ms2 + (CCC −BF)s+KKK −BG]−1;

ii) os polos de H(s) estão estritamente dentro do semiplano esquerdo;

iii) a matriz de função de transferência R(s)B(sF +G) é definida sem cancela-

mento polo-zero instável;

iv) o atraso variável é definido de modo que δ(t) ∈ [0, δmax].

Percebe-se que esta hipótese é utilizada para formalizar condições de estabilidade

convencionais e suas principais definições. Hipótese 6.1.1 (i) define a condição de

receptância de malha fechada sem atraso (ii) exige a estabilidade de malha fechada,

(iii) expõe de forma expĺıcita que não pode haver cancelamento polo-zero de R(s)B

por meio de sF + G para garantir estabilidade interna 1 (iv) define o intervalo de

variação do atraso.

1Observe também que se F e G forem definidos de modo que os polos instáveis de R(s)B sejam
cancelados por sF+G, então estes modos indesejáveis seriam polos da função de transferência de
malha fechada da perturbação na entrada para x(t). Consequentemente, a condição de estabilidade
interna é necessária para garantir uma relação estável entre qualquer par entrada-sáıda.
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P(s)
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s1/s

w(t)

v(t)

∆

F
u(t)

x(t)Hwv(s)Hvw(s)

ẋ(t)

Figura 6.4: Descrição equivalente em malha fechada com atraso variável.

Assim, o teorema de estabilidade para sistemas de segunda ordem com atraso

variável é apresentado a seguir.

Teorema 6.1.1 (Estabilidade simplificada para sistemas de 2ª ordem). Assumindo

que a Hipótese 6.1.1 é válida, então, o sistema de malha fechada da Fig. 6.3, será

internamente estável se

||jω(jωF+G)H(jω)B||∞δmax < 1. (6.8)

Este resultado é fruto da combinação entre um sistema invariante no tempo

sem atraso (Hwv(s)) e uma perturbação desconhecida causada pelo atraso variável

(Hvw(s)). A representação da Fig. 6.4 demonstra essa combinação.

A prova detalhada é apresentada no Apêndice A.4 e lá se verifica que ||Hwv||∞ =

||jω[jωF+G]H(jω)B||∞ completando a prova do Teorema do Pequeno Ganho.

Percebe-se que este resultado não impõe qualquer limitação em relação à taxa

de variação do atraso. Ainda assim, o ganho desta variação do atraso é pequeno

(KAO e LINCOLN, 2004) evitando conservadorismo desnecessário.

Mais uma vez o conceito de receptância é importante, pois R(s) pode ser obtido

diretamente sem a necessidade de se obter as matrizes M, CCC e KKK individualmente.

O Lema da Inversão de Matriz permite relacionar diretamente a receptância de

malha fechada sem atraso com a receptância de malha aberta da seguinte maneira:

H(s) = {R(s)−1 −B[sF+G]}−1 (6.9)

= R(s) +R(s)B{I− [sF+G]R(s)B}−1[sF+G]R(s), (6.10)

o que equivale à fórmula de Sherman-Morrison com múltiplas entradas, mas sem

atraso.

Esta abordagem possui uma vantagem importante por conta da dimensão de

{I−[sF+G]R(s)B}−1 ser definida pelo número de entradas (p) ao invés da dimensão

dos estados (n) de maneira que pode ser muito menor que a dimensão do sistema.
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Esta é uma vantagem relevante desta abordagem para sistemas com altas dimensões

uma vez que: i) o cálculo de matriz inversa é feito com dimensões reduzidas (ou até

mesmo uma função de transferência escalar) e ii) o critério de estabilidade pode ser

aplicado diretamente a partir do modelo de receptância de malha aberta.

Além disso, a análise de estabilidade pode ser executada diretamente usando o

máximo valor singular da matriz s[sF +G]H(s)B com s = jω sendo também algo

importante.

E percebe-se que o critério de estabilidade pode ser calculado de forma alternativa

considerando-se a malha L(s) através de:

s[sF+G]H(s)B = sL(s)[I− L(s)]−1, (6.11)

em que L(s) = [sF+G]R(s)B.

Prova: Substituindo (6.10) no lado direito de (6.11) resulta em

s[sF+G]H(s)B =

= s[sF+G]R(s)+R(s)B{I− [sF+G]R(s)B}−1[sF+G]R(s)B

= s[sF+ F]R(s)B+s[sF+ F]R(s)B+ {I − [sF+G]R(s)B}−1[sF+G]R(s)B

(6.12)

Adotando L(s) = [sF+G]R(s)B e aplicando em (6.12) obtém-se:

s[sF+G]H(s)B = sL(s) + sL(s){I − L(s)}−1L(s) (6.13)

Pós multiplicando o primeiro termo do lado direito de (6.13) por {I − L(s)}−1{I −
L(s)} e colocando em evidência sL(s){I − L(s)}−1 completa a prova. �

Por consequência, uma condição de estabilidade simplificada é dada pelo seguinte

corolário.

Corolário 6.1.1 (Condição de estabilidade simplificada). Assumindo que a Hipótese

6.1.1 permanece válida e que L(jω) = [jωF+G]R(jω)B. Para o sistema em malha

fechada representado pela Fig. 6.4, o sistema será internamente estável se

||jωL(jω)[I− L(jω)]−1||∞δmax < 1. (6.14)

Nota-se que L(s) ∈ R
p×p enquanto que R(s) ∈ R

n×n. Se o problema tem apenas

uma entrada simples (p = 1), por exemplo, toda operação pode ser realizada utili-

zando uma função escalar L(jω) que, de forma significativa, simplifica a complexi-

dade computacional, visto que ||jωL(jω)[I−L(jω)]−1||∞ = supω∈[0,∞) ω|L(jω)/[I−
L(jω)]|. Além de que, L(s) é a matriz de transferência de malha aberta de w(t) para

u(t), e tal fato generaliza o resultado de KAO e LINCOLN (2004) com o objetivo
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de considerar sistemas de segunda ordem com uma ou múltiplas entradas.

Comentário 6.1.1. Note que se u(t) = Fyẏ(t) +Gyy(t) então todos os resultados

são válidos com F = FyT e G = GyT.

Na seção 6.2, os critérios simplificados para garantir estabilidade robusta na

presença de incerteza de modelo e atraso variável serão apresentados.

6.2 Critério de estabilidade robusta para sistemas

de segunda ordem

A descrição da incerteza não estruturada considerando-se o pior caso é utilizada

para obter o critério de estabilidade robusta. O limitante da incerteza é definido de

forma a obter o limite de incerteza admisśıvel. Considera-se a descrição de incerteza

aditiva definida como

∆a(s) = R(s)B−Rn(s)Bn, (6.15)

sendo Pn(s) = Rn(s)Bn a matriz de transferência utilizada para projeto e P(s) =

R(s)B descreve o sistema dinâmico de u(s) para x(s). A Fig. 6.5 demonstra o

diagrama de malha fechada considerando a incerteza.

∆a(s)

v(t)w(t)

Rn(s)Bn

sF+GsF+G

∆vw(s)

∆wv(s)

Figura 6.5: Descrição equivalente para Teorema do pequeno ganho.

Embora ∆a(s) seja claramente desconhecido é posśıvel estabelecer um limitante

superior para este erro de descrição como

∆a(ω) ≥ σ(R(jω)B−Rn(jω)Bn), ∀ ω ∈ [0,∞), (6.16)
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sendo σ(·) e σ(·) o máximo e o mı́nimo valor singular de uma matriz, respectiva-

mente.

Além disso, as seguintes incertezas são definidas considerando-se a malha da

Fig. 6.5:

∆ℓ(ω) ≥ σ(L(jω)− Ln(jω)), ∀ ω ∈ [0,∞), (6.17)

∆m(ω) ≥ σ(Ln(jω)
−1[L(jω)− Ln(jω)]), ∀ ω ∈ [0,∞), (6.18)

∆i(ω) ≥ σ(Ln(jω)
−1L(jω)), ∀ ω ∈ [0,∞), (6.19)

com L(s) = (sF + G)R(s)B e Ln(s) = (sF + G)Rn(s)Bn. O limitante ∆i(ω) é

incomum na literatura de controle robusto mas pode ser superestimado a partir de

∆m(ω) diretamente, uma vez que

σ(∆i(jω)) = σ(Ln(jω)
−1L(jω)− I+ I) = σ(∆m(jω)− I) ≤ ∆m(ω) + 1

pois se verifica que ∆i(ω) = ∆m(ω) + 1.

Assim como foi feito nas seções anteriores considerando o PSF, agora com base

na Fig. 6.5 e em (KHALIL, 2001, Caṕıtulo 5) um critério de estabilidade robusto

pode ser definido a partir do teorema do pequeno ganho da seguinte maneira:

σ(∆vw(jω))σ(∆wv(jω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞), (6.20)

se ambos subsistemas ∆vw(s) e ∆wv(s) forem estáveis. A Eq. (6.20) é respeitada

se a seguinte condição, que considera o pior caso, for atendida

σ([I− (jωF+G)Rn(jω)Bn]
−1(jωF+G))∆a(ω) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (6.21)

Esta condição de estabilidade foi apresentada em FRANKLIN e SANTOS (2020b) e

estende o resultado de SANTOS e FRANKLIN (2018a) com a inclusão de incertezas

de modelo. As hipóteses seguintes e o desenvolvimento detalhado em FRANKLIN e

SANTOS (2020b) permitem obter a condição de estabilidade robusta contemplando

os efeitos de incertezas de modelo e do atraso variável.

Hipótese 6.2.1.

i) Considera-se que as ráızes de det(I−(sF+G)Rn(s)Bn) = 0 estão estritamente

no semiplano esquerdo;

ii) A matriz de transferência Ln(s) = (sF+G)Rn(s)Bn é definida sem cancela-

mentos de polos instáveis;

iii) O atraso variável é definido como δ(t) ∈ [0, δmax];
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iv) A incerteza não estruturada é definida como

∆m(ω) ≥ σ(Ln(jω)
−1[L(jω)− Ln(jω)]), ∀ω ∈ [0,∞).

Teorema 6.2.1 (Condição de Estabilidade Robusta). Assumindo-se a validade das

hipóteses 6.2.1, o sistema de malha fechada da Fig. 6.3 é estável da entrada para

sáıda se para qualquer par entrada-sáıda

σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))(ωδmax + (ωδmax + 1)∆m(ω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (6.22)

Comentário 6.2.1. A prova do Teorema segue o mesmo procedimento dos teoremas

anteriores e está detalhada em FRANKLIN et al. (2021) e no Anexo A.4.1.

Comentário 6.2.2. Os limitantes de incerteza ∆ℓ(ω), ∆m(ω) podem ser obtidos

através de identificação experimental ou simulações. Sua simplicidade permite a

análise de sistemas de segunda ordem com atrasos incertos porém constantes (FRAN-

KLIN et al., 2021).

6.2.1 Estratégia IMC para melhoria na robustez

Como forma de melhorar o desempenho robusto de sistemas de segunda ordem na

presença de atraso variável esta seção apresenta um controlador IMC (MORARI e

ZAFIRIOU, 1989) baseado em receptância discutido em FRANKLIN et al. (2021).

De modo semelhante ao PSF, onde se busca preservar o comportamento nominal

na presença de atraso constante enquanto se busca um melhor desempenho robusto

através da resposta mais lenta à rejeição de perturbação ou menor atenuação da

perturbação.

Partindo de um filtro diagonal MIMO definido como

Φ(s) =









φ(s) 0 ... 0

0 φ(s) ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... φ(s)









, (6.23)

em que φ(s) é um filtro SISO estável e Φ(s) = φ(s)I. A estratégia usando IMC com

base na receptância é implementada conforme ilustrado na Fig. 6.6 (FRANKLIN

et al., 2021) de onde percebe-se que a equação caracteŕıstica livre de atraso é definida

por:

det(I− (sF+G)Φ(s)R(s)B+ (sF+G)Rn(s)Bn(I− Φ(s))) = 0, (6.24)
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sendo Rn(s)BnΦ(s) = Φ(s)Rn(s)Bn porque Φ(s) = φ(s)I. Logo, se Rn(s)Bn =

R(s)B, a equação caracteŕıstica é dada simplesmente por:

det(I− (sF+G)Rn(s)Bn) = 0,

ou seja, a equação caracteŕıstica nominal padrão na ausência de incertezas.

Comentário 6.2.3. Para garantir a estabilidade interna é necessário garantir a

BIBO estabilidade de Γ(s) = sRn(s)Bn(1− φ(s)).

Se algum polo de Rn(s)Bn não estiver estritamente dentro do semiplano es-

querdo, então: (i) o numerador de φ(s) deve ser definido de modo que os polos de

malha aberta instáveis ou marginalmente instáveis sejam zeros de (1− φ(s)), e (ii)

sRn(s), Bn, (1− φ(s)) devem ser agrupados e implementados como uma realização

estável mı́nima definida por Γ(s) = sRn(s)Bn(1− φ(s)).

F

G

KKKCCC

∆

1/s

1/s1/sM−1B

Bn

u(t) x(t)
ẋ(t)

Rn(s)s(1− φ(s))I

Φ(s)

Φ(s)

Figura 6.6: Diagrama esquemático em malha fechada do sistema de controle com
IMC e atraso variável.

A consideração de atraso variável foi tratada inicialmente em SANTOS e FRAN-

KLIN (2018a). Para aplicação do teorema do pequeno ganho considera-se o sistema

de malha fechada equivalente mostrado na Fig. 6.7. Seguindo-se a demonstração

do Apêndice A.4 (KAO e LINCOLN, 2004; SANTOS e FRANKLIN, 2018a), o pior

caso para o ganho L2 do subsistema ∆vw é dado por δmax. Resta encontrar ∆wv para

poder aplicar o teorema do pequeno ganho. Sabe-se que W(s) = sU(s). A partir da
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Fig. 6.7 são obtidas as seguintes relações em que P(s) = R(s)B e Pn(s) = Rn(s)Bn:

U(s) =(sF+G)Φ(s)R(s)BV(s) + (sF+G)Φ(s)R(s)BU(s)

+ (sF+G)Rn(s)Bn(1− φ(s))U(s). (6.25)

Verifica-se anteriormente que (sF+G)Φ(s) = Φ(s)(sF+G), logo, ∆wv(s) é definido

como:

∆wv(s) = s[Ln(s) + Φ(s)(L(s)− Ln(s))]
−1Φ(s)L(s). (6.26)

Considerando-se a relação de V(s) para W(s), o critério de estabilidade para a

abordagem IMC baseada na receptância é dada por:

σ([Ln(jω) +Φ(jω)(L(jω)−Ln(jω))]
−1Φ(jω)L(jω))ωδmax < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (6.27)

Nota-se que este critério exige L(jω), claramente desconhecido, portanto, con-

siderando esta dificuldade, um critério robusto pode ser apresentado a partir da

descrição de incertezas não estruturadas de L(jω). Assim, com a inclusão de

Ln(s)Ln(jω)
−1 na Eq. (6.27), a sequinte condição permanece válida

σ([Ln(jω) + Φ(jω)(L(jω)− Ln(jω))]
−1Ln(s)Ln(jω)

−1Φ(jω)L(jω)) ≤
σ(Φ(jω)∆i(jω))σ([Ln(jω) + Φ(jω)∆a(jω)]

−1Ln(jω)). (6.28)

Desta maneira, o critério apresentado pela Eq. (6.27) também é garantido se a

condição seguinte for respeitada

σ(Φ(jω)∆i(jω))δmax < σ(Ln(jω)
−1[Ln(jω) + Φ(jω)∆a(jω)]). (6.29)

Utilizando-se as mesmas operações anteriores o critério para IMC é obtido de forma

mais simples como sendo

σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))σ(φ(jω)[∆i(ω)ωδmax +∆m(ω)]) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (6.30)

Nota-se que o filtro φ(jω) não interfere no desempenho nominal embora possa ser

utilizado para atenuar o efeito da incerteza de modelo diretamente. Considerando-

se mais uma vez que ∆i(ω) pode ser substitúıdo por 1 + ∆m(ω) a condição de

estabilidade robusta com IMC é dada em seguida.

Teorema 6.2.2 (Condição de Estabilidade Robusta - IMC). Se o conjunto de su-

posições 6.2.1 forem válidas, o sistema da Fig. 6.3 é estável da entrada para sáıda
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para qualquer par entrada-sáıda se

σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))σ(φ(jω)[ωδmax + (ωδmax + 1)∆m(ω)]) < 1, ∀ω ∈ [0,∞).

(6.31)

Observa-se que φ(s) multiplica os termos definidos por ∆i(ω) e ∆m(ω) conforme

Eq. (6.30) e (6.31). Apesar do principal objetivo ser encontrar um critério de estabi-

lidade baseado em receptância para sistemas de segunda ordem com atraso variável,

ocorre que é interessante, como consequência, descrever um procedimento para pro-

jeto robusto baseado no controlador IMC.

s

F

G

KKKCCC

1/s

1/s

1/s1/sM−1B

Bn

u(t) x(t)
ẋ(t)

Rn(s)s(1− φ(s))I

Φ(s)

Φ(s)

∆vw

∆wv

∆− 1

Figura 6.7: Descrição equivalente para análise através do teorema do pequeno ganho.

Se o sistema possui somente polos estáveis, um filtro passa baixas definido como

φ(s) = 1
(τs+1)m

pode ser projetado para forçar estabilidade robusta para um dado

limite de atraso δmax e uma determinada incerteza não estruturada ∆m(ω).

A partir da definição do seguinte ı́ndice de frequência

µ(ω) = σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))(ωδmax + (ωδmax + 1)∆m(ω)), (6.32)

a condição para forçar a estabilidade robusta com o filtro passa baixas é simples-

mente µ(ω)/[(
√

(τω)2 + 1)m] < 1. Com base neste limitante, a condição de projeto
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é definida como τ ≥ τc em que τc possui valor real
2 calculado da seguinte forma

τc = sup
s.a. ω∈[0,∞)

√

µ(ω)2/m − 1

ω
. (6.33)

Mais uma vez um filtro passa baixas é projetado para respeitar a condição de

estabilidade e o compromisso com desempenho e robustez deve ser considerado.

Uma constante de tempo τ elevada reduz a frequência de corte enquanto a ordem

do filtro m reduz a banda de transição. De qualquer maneira, filtros de primeira e

segunda ordem oferecem respostas razoáveis (FRANKLIN et al., 2021).

Como forma de consolidar o projeto para sistemas de segunda ordem com in-

certezas, em FRANKLIN et al. (2021) apresenta-se uma análise semelhante ao que

foi feito com o PSF utilizando IMC, pois em ambos os casos é necessário fazer uso

do modelo da planta. Assim como no PSF, verificou-se que é posśıvel aumentar a

margem de robustez em troca de perda no desempenho em relação à rejeição de per-

turbação. Esta técnica é semelhante ao PSF mas deve ser usada quando não há um

atraso mı́nimo ou seu valor é desconhecido. Esta abordagem foi usada em sistemas

de segunda ordem mas pode ser aplicada para os casos dos caṕıtulos anteriores na

medida em que o conceito é similar ao preditor de Smith.

2Valores Complexos não são considerados uma vez que a condição de estabilidade é assegurada
em uma dada frequência para algum valor de τ mesmo quando um valor complexo é encontrado.
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Caṕıtulo 7

Estudo de Casos

Para ilustrar os resultados deste trabalho seis simulações e um resultado experimen-

tal são apresentados. Na Seção 7.1, o PSF é utilizado em um caso SISO estável

em malha aberta e na Seção 7.2 considera-se a aplicação do PSF para um sistema

SISO instável em malha aberta. Na Seção 7.3, considera-se a aplicação do PSF no

contexto de sistemas em cascata. A Seção 7.4 trata de um caso instável em malha

aberta controlado por realimentação de estados. A simulação da Seção 7.5 envolve

o caso multivariável com preditor de Artstein aplicado a um RPA - Reator Perfeita-

mente Agitado (instável em malha aberta). Em seguida o caso baseado em sistemas

de segunda ordem que utiliza a estratégia do IMC é analisado na Seção 7.6. Os

resultados finalizam com um caso experimental de controle de temperatura de um

termoresistor na Seção 7.7.

7.1 Caso I: PSF - Processo estável em malha aberta

SISO

O estudo de caso inicial considerado no ambiente cont́ınuo como proposto origi-

nalmente em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007). O problema representa um

sistema de controle de fluxo de ar onde o fluxo de ar da sáıda no final de um tubo é

controlado variando a velocidade angular de um ventilador do outro lado do tubo.

Mecanismo

 manual

Ventilador

Fonte de 

Potência

Fluxo de ar

Turbina

Figura 7.1: Sistema de controle de fluxo de ar. (Fonte: Adaptado de NORMEY-
RICO e CAMACHO (2008) pág. 158).
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Figura 7.2: Pior caso de incerteza multiplicativa (linha tracejada), incertezas de mo-
delo aleatórias baseadas em 500 plantas distribúıdas uniformemente (linhas sólidas).

Observa-se que neste processo, o atraso variável é de natureza cont́ınua (função

cont́ınua com o tempo). Assim como em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007), o

modelo rápido do processo é dado por:

Gn(s) =
1

1, 7s+ 1
. (7.1)

Por conta do efeito variável do atraso, assume-se uma variação de 30% em torno de

L = 8, 2 como proposto em NORMEY-RICO e CAMACHO (2007), com este sendo

descrito como uma incerteza variável no tempo ao invés de um erro de modelagem

fixo.

O modelo nominal completo é definido como

Pn(s) =
e−5,74s

1, 7s+ 1
, (7.2)

onde L(t) ∈ [5, 74; 10, 66] e δmax ≥ 4, 92 de maneira que possa ser considerado 30%

de variação em torno de L = 8, 2. Além do mais, assume-se um limite máximo de

20% de erro de modelagem do ganho e da constante de tempo. Neste caso, ∆P (ω)

resulta diretamente de

P 1(s) =
1, 2e−5,74s

1, 2 · 1, 7s+ 1
, P 2(s) =

0, 8e−5,74s

0, 8 · 1, 7s+ 1
,

P 3(s) =
1, 2e−5,74s

0, 8 · 1, 7s+ 1
, P 4(s) =

0, 8e−5,74s

1, 2 · 1, 7s+ 1
,

em que ∆j
P (ω) = |Pn(ω)−P j(ω)|/|Pn(ω)| é um vértice de incerteza dado e ∆P (ω) =

max(∆1
P (ω),∆

2
P (ω),∆

3
P (ω),∆

4
P (ω)). O limitante de incerteza ∆P (ω) e 500 incerte-

zas multiplicativas de plantas aleatórias distribuidas uniformemente são mostradas

na Fig. 7.2.
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Figura 7.3: Análise de sintonias do filtro de robustez (caso estável de malha aberta).

Um simples controlador PI é definido por

C(s) =
1, 5(1 + 1, 7s)

1, 7s
.

Baseado no controlador do PSF, o efeito de um filtro de primeira ordem (Fr(s) =
1

τs+1
) é estudado. Uma vez que δmax > 4, 92 é exigido, os limites definidos por

HBound(jω) =

[∣
∣
∣
1+Gn(jω)C(jω)
Gn(jω)C(jω)

∣
∣
∣− |Fr(jω)|∆P (ω)

]

|Fr(jω)ω|(1 + ∆P (ω))
> δmax, ∀ω ∈ [0,∞),

são obtidos com interesse de projeto. Os limites com múltiplos valores de τ são

mostrados na Fig. 7.3a para ilustrar. O atraso variável máximo para cada filtro é

exposto também na Fig. 7.3b. Se τ = 6 for usado, então δmax = 4, 93 o qual respeita

a faixa de atraso desejada [5, 74; 10, 67]. De modo evidente, a constante de tempo

do filtro pode ser usada para suavizar o efeito do atraso ampliando o intervalo de

atraso tolerável.

Para efeito de simulação, o atraso global é considerado como L(t) = 8, 5 +

2sen(ωt) e o seguinte processo é adotado:

P (s) =
1, 2e−8,5s

1, 36s+ 1
. (7.3)

Uma perturbação em degrau na entrada com 0, 2 de amplitude é aplicado em

t = 90 s. São utilizados dois filtros, Fr(s) = 1
s+1

e Fr(s) = 1
6s+1

. A sáıda e o

sinal de controle são apresentados nas Figs. 7.4a e 7.4b, respectivamente. Observe

que a abordagem proposta pode ser usada em um sistema de controle de tempo

cont́ınuo a fim de lidar com atraso cont́ınuo e nenhuma informação adicional é ne-
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Figura 7.4: Respostas de malha fechada com atrasos variáveis: L(t) = 8, 5+2sen(ωt)
(caso estável).

cessária se comparado com Teorema do pequeno ganho padrão. Como já esperado,

τ pode resultar diretamente de HBound(jω) já que este necessita apenas do limite

de incerteza multiplicativa convencional. Em resumo, a complexidade da proposta

é equivalente ao caso invariante usual.

7.2 Caso II: PSF - Processo SISO instável em ma-

lha aberta

O controle de concentração de um reator instável é apresentado em NORMEY-RICO

e CAMACHO (2009) e considerado neste caso. O modelo linearizado no ponto de

operação desejado é dado pela seguinte função de transferência:

Pm(s) =
3, 443e−20s

103, 1s− 1
.

O controlador e o filtro de referência apresentados em NORMEY-RICO e CAMA-

CHO (2009) são dados por:

C(s) =
3, 29(43, 87s+ 1)

43, 87s
; F (s) =

(20s+ 1)

(43, 87s+ 1)
.

Nota-se que a estrutura de implementação unificada de tempo discreto do PSF é

exigida a fim de garantir a estabilidade interna. O Teorema 2.2.5 requer um modelo

estável de malha aberta devido ao cálculo do Palias(ω). Entretanto, como mostrado

em YAMAMOTO e ARAKI (1994), a resposta em frequência de um sistema instável

em malha aberta amostrado pode ser obtida se o sistema de malha fechada é estável.

Além do mais, Palias(ω) pode ser aproximado por P (z)|z=ejω se o comportamento
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entre amostras for despreźıvel (h for suficientemente pequeno) (KAO e LINCOLN,

2004). Neste exemplo, h = 0, 5 s a fim de que P (z)|z=ejω ≈ Palias(ω) e o Teorema

2.2.5 possa ser aplicado diretamente.

Dado que sistemas reais são afetados por incertezas, a condição dada pela Eq. (5.29)

é usada. Mais uma vez, será considerado 20% de incerteza na estimação da cons-

tante de tempo e ganho estático. Para o limite do atraso variável é considerado 10%

de variação máxima. Assim, os modelos nominais cont́ınuo e discreto com atraso

fixo são dados respectivamente por:

Pn(s) =
3, 443e−18s

103, 1s− 1
,

Pn(z) =
0, 01669z−36

z − 1, 005
.

Pra efeito de simulação, assume-se que o processo sem o efeito do atraso é dado

por:

P (s) =
3, 787

92, 79s− 1
,

de modo que o atraso global é limitado a L(t) ∈ [19, 21]. Então, ∆P (e
jω) pode ser

obtido diretamente de

P 1(s) =
1, 2 · 3, 443

1, 2 · 103, 1s+ 1
, P 2(s) =

0, 8 · 3, 443
0, 8 · 103, 1s+ 1

,

P 3(s) =
1, 2 · 3, 443

0, 8 · 103, 1s+ 1
, P 4(s) =

0, 8 · 3, 443
1, 2 · 103, 1s+ 1

,

em que

∆j
P (e

jω) = |Pn(e
jω)− P j(ejω)|/|Pn(e

jω)|

é um dado vértice de incerteza e o pior caso da incerteza multiplicativa é dada

por

∆P (e
ejω) = max(∆1

P (e
jω),∆2

P (e
jω),∆3

P (e
jω),∆4

P (e
jω)).

O limitante de incerteza ∆P (e
jω) e 500 incertezas multiplicativas de plantas aleatórias

distribuidas uniformemente são mostradas na Fig. 7.5.

O filtro de robustez é definido como:

Fr(z) =
a0z + a1
(z − zf )2

em que zf define os polos do filtro e a0 e a1 são usados para garantir um S(z) estável.

Além disso, ∆P (e
jω) ≈ ∆Pa

(ejω) por conta do tempo de amostragem usado neste

exemplo.
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Figura 7.5: Pior caso de incerteza multiplicativa (linha tracejada), incertezas de mo-
delo aleatórias baseadas em 500 plantas distribúıdas uniformemente (linhas sólidas)
- caso instável em malha aberta.

Para o caso misto, o limite do ganho é dado por:

HBound(e
jω) =

∣
∣
∣
1+Gn(ejω)C(ejω)
Pn(ejω)C(ejω)

∣
∣
∣− |Fr(e

jω)|∆P (e
jω)

|Fr(ejω)(1− ejω)|(1 + ∆Pa(ejω))
> Ñ, ∀ω ∈ [0,∞), (7.4)

em que

N =
Ñ2 + ⌊Ñ⌋2 + ⌊Ñ⌋

2⌊Ñ⌋+ 1
,

pode ser usado diretamente para obter N a partir de Ñ .

O efeito da sintonia do filtro de robustez está ilustrado na Fig. 7.6a enquanto

que o atraso variável máximo para cada filtro é exibido na Fig. 7.6b. Perceba que

a margem de atraso variável é afetada por zf , mas a relação não é direta como

no caso estável em malha aberta uma vez que os zeros do filtro são usados para

garantir estabilidade robusta. De qualquer maneira a estratégia com o PSF pode

ser facilmente projetada para garantir estabilidade robusta, visto que a interpretação

através da resposta em frequência pode ser aplicada diretamente. Neste problema,

δmax = 8, 2 · h o que garante estabilidade robusta para 18 ≤ L(t) ≤ 22, 1.

As respostas de malha fechada para seguimento de referência com uma per-

turbação em degrau na entrada com 0, 5 de amplitude em 330 s são mostradas nas

Figs. 7.7a e 7.7b sendo L(t) = 20 + 2sen(2t). Perceba que, como já esperado, a es-

tratégia proposta é capaz de atenuar o efeito indesejável do atraso variável. Mesmo

para o caso instável, a sintonia do filtro de robustez pode ser facilmente alcançada

usando o critério de estabilidade proposto. Como previsto, a resposta de malha

fechada é estável com zf = 0, 98. Além disso, o resultado é não conservador em

excesso visto que a instabilidade é percebida com zf = 0, 85.
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7.3 Caso III: PSF - Sistema em cascata

Considerando o sistema de controle em cascata apresentado na Fig. 7.8, assume-

se uma estrutura com controlador local no qual os sinais de medição e atuação

trafegam via meios de comunicação dedicados. Esta hipótese é tipicamente imposta

por razões de segurança tanto em malhas industriais, quanto em robótica móvel.

Enquanto que a malha de controle externa é configurada com um controlador mais

afastado compartilhando um rede de comunicação.

O problema do controle em cascata de sistemas com atraso é um tema relevante,

uma vez que este tipo de estratégia é usualmente empregada em processos indus-

triais e robótica móvel (GARCIA et al., 2010; SANTOS et al., 2018a). A t́ıtulo de

exemplo, robôs móveis costumam apresentar um controlador local para regular a

velocidade das rodas e um controlador externo para controlar uma trajetória. No

campo da indústria de processo, costuma-se utilizar controladores locais para agir

sobre a dinâmica de atuadores e os controladores mestres são empregados para re-

gular a variável de processo de interesse. Com o avanço das redes de comunicação

no contexto do chão de fábrica e da robótica móvel, novos desafios têm surgido.

7.3.1 Projeto de PID baseado em IMC

A malha (rápida) interna constitúıda por C2 e P2 é sintonizada usando a estrutura

IMC para obter um PID equivalente utilizando um modelo Gn2 de P2 conforme

Fig. 7.9. As perturbações estão representadas em q.

--

r y
C C2 P2∆ P1

q

Figura 7.8: Sistema de controle em cascata.

--

-

r y
C Gc2

Gn2

P2 P1∆

q

Figura 7.9: Sistema de controle em cascata IMC.

Considerando-se que a malha interna pode ser aproximada por uma planta de

primeira ordem com atraso tem-se que:

Pn2(s) =
Km

τms+ 1
e−Ln2 , (7.5)
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Figura 7.10: Sistema de controle em cascata IMC com controlador equivalente.

e utilizando-se a aproximação de Padé de primeira ordem para aproximar o termo

correspondente ao atraso de transporte, obtém-se o modelo aproximado de Pn2(s)

como

Pn2 =
Km2

τms+ 1

(1− sLn2

2
)

(1 + sLn2

2
)
. (7.6)

Semelhante ao desenvolvimento apresentado em BEQUETTE (2002), considera-

se a função Gc2 como:

Gc2 =
(τms+ 1)(1 + sLn2

2
)

Km2(τ0s+ 1)
. (7.7)

O controlador de malha fechada C2(s) para a malha interna pode ser obtido

como segue (BEQUETTE, 2002):

C2(s) =
Gc2

1−Gc2Pn2

(7.8)

=
1

Km2

(

(0, 5τmLn2s
2 + (τm + 0, 5Ln2)s+ 1)

(τ0 − Ln2

2
)s

)

.

Resta então, multiplicar o último termo da Eq. (7.9a) por τm+0,5Ln2

τm+0,5Ln2
para obter

os parâmetros do controlador PID C2(s) :

Kc =
(τm + 0, 5Ln2)

Km(τ0 + 0, 5Ln2)
, (7.9a)

T i =(τm + 0, 5Ln2), (7.9b)

Td =
τmLn2

2τm + Ln2

. (7.9c)

Vale lembrar que a aproximação de Padé provoca um erro que deve ser levado

em conta. Uma alternativa é respeitar a regra τ0 > 0, 8Ln2 conforme apontado em

BEQUETTE (2002). No entanto, cabe ressaltar que o erro de aproximação será

levado em consideração no critério de estabilidade robusta com atraso variável.

Em FRANKLIN e SANTOS (2020a) foi verificado que um filtro passa-baixas

poderia assegurar estabilidade robusta para qualquer atraso máximo desde que o
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sistema seja estável em malha aberta. A despeito da degradação do desempenho da

resposta de rejeição de perturbação, este resultado indica que o filtro de robustez

pode ser adaptado durante a operação da malha com vistas a recuperar a estabilidade

robusta caso o atraso máximo seja subestimado. Isto faz com que, na prática, não

seja necessário conhecer o valor exato de δmax, uma vez que a redução online da

largura de banda do filtro de robustez permite recuperar a estabilidade robusta.

Nesta seção, é proposta uma técnica de sintonia exata para o um filtro passa

baixas descrito como

Fr(s) =
1

(τs+ 1)m
, (7.10)

sendo τ > 0 e m parâmetros com liberdade de ajuste. Então, a condição (5.18) pode

ser reescrita da seguinte forma:

|Fr(jω)|µ(ω) < 1. (7.11)

sendo

µ(ω) = |C(jω)| (∆P (ω) + δmaxω(1 + ∆P (ω))),

com C(jω) = Gn(jω)C(jω)
1+Gn(jω)C(jω)

. Vale lembrar que |Pn(jω)| = |Gn(jω)|.
Neste problema de projeto, considere a necessidade de se estabelecer a menor

constante de tempo cŕıtica τc para que o filtro possa garantir a estabilidade robusta.

Reescrevendo a condição (7.11) demonstra-se que:

τ ≥ τc =

√

µ(ω)2/m − 1

ω
. (7.12)

É necessário levar em consideração a relação de compromisso entre a rejeição de

perturbação e a robustez na definição da largura de banda do filtro. Desta forma, é

posśıvel encontrar o τc de forma exata com vistas a assegurar estabilidade robusta

com atraso variável e erro de modelagem numa estratégia em cascata, sendo um

PID local o regulador da malha interna.

Em algumas aplicações, pode ser necessário utilizar um filtro de robustez que

elime o polo de malha aberta da função de transferência da perturbação para a sáıda.

Neste tipo de problema, o procedimento de śıntese do filtro pode ser realizada por

meio do método de bissecção, conforme discutido em DE LIMA e SANTOS (2015).

Considera-se um processo cuja dinâmica sofre com termos de ordem superior e

de fase não-mı́nima. Este processo foi discutido em JENG e LEE (2012) e as funções

de transferência são descritas em seguida:
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P1(s) =
10(1− 5s)

(30s+ 1)3(10s+ 1)2
e−5s, (7.13)

P2(s) =
3

(13, 3s+ 1)
e−3s. (7.14)

O modelo da planta interna adotado é definido como:

Pn2(s) =
2, 972

(12, 970s+ 1)
e−3,053s. (7.15)

Para a definição da malha interna de controle, utilizou-se o método do IMC

descrito na seção 7.3.1 para obter o controlador equivalente da malha interna. O

conjunto de Eqs. (7.9) foi utilizado para obter Gc2 com os seguintes parâmetros:

Kc2 = 0, 822, τI2 = 14, 8, τD2 = 1, 348.

O modelo da planta vista pelo controlador primário, considerando o fechamento

da malha interna, é , através de identificação como sendo

Pn(s) =
9, 979

(1922, 3s2 + 81, 11s+ 1)
e−43,77s. (7.16)

O controlador primário do PSF é sintonizado considerando o modelo rápido de

Pn(s), ou seja, Gn(s), e o atraso de 43, 77 será compensado. Adotando o seguinte

controlador primário

C(s) = 25
(s+ 0, 117)(s+ 0, 005)

s(s+ 1, 636)
. (7.17)

Assume-se que:

i) a planta está submetida a um atraso variável L(t) = 27+ δ(t) com δ ∈ [−5, 5]

sendo δ(t) = 5sen(t);

ii) há uma mudança de referência em degrau unitário em t = 0;

iii) Ocorre uma perturbação dada por q(t) = 0, 5u(t− 700).

A t́ıtulo ilustrativo, apenas o erro causado pela aproximação da malha interna e

o efeito do atraso variável foram considerados, sem erro de modelagem adicional. O

principal objetivo é ilustrar a importância da análise de estabilidade robusta mesmo

em situações com erros de modelagem teoricamente despreźıveis.

Para o exemplo em análise, a condição de estabilidade robusta para diferentes

valores de τ pode ser verificada observando as curvas da Fig. 7.11, onde as curvas

de µ(ω) para diferentes filtros de robustez permitem demonstrar a possibilidade de

se obter um filtro que garanta a estabilidade robusta para um dado valor de atraso

variável. O valor limite imposto pela condição da Eq. (7.12) é τ ≥ 68, 9 e é exibido

na Fig. 7.11 como a curva tracejada.

110



10-4 10-3 10-2 10-1 100 101
0

0,5

1

1,5

2

2,5

c
=68,9

=30

=40

=50

=60

=70

=80

=90

=100

Limite

ω(rad/s)

µ
(ω

)

Figura 7.11: µ(ω) para diferentes valores de de τ .
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Figura 7.12: Respostas da variável de sáıda e de controle sem filtro de robustez
(Fr(s) = 1) e com filtro (Fr(s) = 1/(69s+ 1)).

O resultado da simulação com ausência do filtro de robustez é mostrado na

Fig. 7.12a de modo que o efeito da incerteza de modelo e do atraso é evidenciado

no comportamento instável exibido. Aplicando o filtro que respeite a condição de

estabilidade, chega-se à resposta apresentada na Fig. 7.12b. Na Fig. 7.13 é feita

a troca do parâmetro do filtro durante a simulação e este resultado demonstra a

utilidade do filtro de robustez na recuperação da estabilidade comprometida pelo

atraso sem necessidade de interromper o processo.

7.4 Caso IV: PSF - Processo instável em malha

aberta com realimentação de estados

Neste exemplo, um sistema controlado por rede apresentado em HU et al. (2007) e

discutido em NORMEY-RICO et al. (2012a) é utilizado para enfatizar os benef́ıcios
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Figura 7.13: Recuperação da estabilidade chaveando a constante de tempo do filtro
de τ = 0 para τ = 69 em t=700 s.

da condição simplificada proposta. Agora considere o modelo discreto dado por

xk+1 =

[

0, 6693 −0, 0042

0, 4231 1, 0501

]

xk +

[

0, 1647

0, 0960

]

uk

yk =[1 0]xk

O PI multivariável proposto em NORMEY-RICO et al. (2012a) na forma de

espaço de estados pode ser reescrito como C(z) = Ka[−I 0,5
z−1

[1 0]] com Ka sendo

definido para posicionar os autovalores de malha fechada em {0,7020 0,7020 0,95}.
O filtro de robustez diagonal (por simplicidade) é definido como

Fr(z) =

[

Fr(z) 0

0 Fr(z)

]

,

com Fr(z) usado para garantir estabilidade interna (S(z) é estável).

7.4.1 Cálculo do S(z)

Lembrando-se das condições que precisam ser atendidas:

a) Fr(1) = 1;

b) Polos indesejáveis de Gn precisam ser zeros de [1−Fr(z)]z−d. Neste caso, o polo

indesejado é a.

Logo, seguindo o método apresentado em SANTOS (2011), considera-se que

Fr(z) pode ser escrito como o produto de dois filtros

Fr(z) = Fp(z)Fc(z),
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sendo Fp(z) um filtro primário e Fc(z) um filtro de cancelamento.

Definindo Fp(z) =
1

z−zf
e Fc(z) = bc1z + bc0 e considerando a primeira condição

de S(z) escreve-se:

Fr(1) = Fp(1)[bc1z + bc0]
∣
∣
∣
z=1

= 1,

resultando em:

Fp(1)[bc1 + bc0] = 1. (7.18)

Para a outra condição de S(z)

[1− Fr(z)]z−d
∣
∣
∣
z=a

= 0 → Fr(z)z−d
∣
∣
∣
z=a

= 1

Para definir Fr NORMEY-RICO et al. (2012a) considera-se a compensação de

uma amostra fixa de atraso, logo d = 1.

Fc(z)z
−1
∣
∣
∣
z=a

=
1

Fp(z)

∣
∣
∣
z=a

[bc1z + bc0]z
−1
∣
∣
∣
z=a

=
1

Fp(z)

∣
∣
∣
z=a

Reescrevendo-se e substituindo a no lado esquerdo:

[bc1a+ bc0]a
−1 =

1

Fp(z)

∣
∣
∣
z=a

(7.19)

As condições impostas por Eqs. 7.18 e 7.19 resultam no seguinte sistemas de

equações: 





bc1 + bc0 = Fp(1)
−1,

bc1a+ bc0 = aFp(a)
−1.

Neste problema não é considerado erros de modelagem, uma vez que apenas

atraso variável é assumido em NORMEY-RICO et al. (2012a). O filtro proposto em

NORMEY-RICO et al. (2012a) também precisa atender às condições de S(z). Como

lá é considerado que Fp(z) =
1

z−β
com β = 0.8 é posśıvel obter o Fr(z) utilizado em

NORMEY-RICO et al. (2012a) como:

Fr1(z) =
1, 245(z − 1, 045)

(z − 0, 8)
,

neste caso o atraso variável admisśıvel, segundo o critério apresentado em NORMEY-

RICO et al. (2012a), é dado por δ[n] ∈ [1, 3]. Todavia, este filtro não é estritamente

próprio permitindo ganhos indesejados em altas frequências. De fato, uma sinto-

nia fina pode ser facilmente usada para aumentar a faixa de atraso admisśıvel pois
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Figura 7.14: Condição de estabilidade simplificada (MIMO).

a análise via resposta em frequência oferece uma interpretação gráfica clara para

ajuste deste filtro.

Um novo filtro estritamente próprio é definido por

Fr2(z) =
1, 9978(z − 0, 8763)(z − 0, 7)

(z − 0, 8)2
,

onde os valores singulares Hwv considerando ambos os filtros são apresentados na

Fig. 7.14. Como destacado previamente, Fr1(z) viola, por pouco, o limite superior

definido por Nmax = 3, enquanto que Fr2(z) é capaz de aumentar a faixa de variação

do atraso. Esta análise qualitativa é uma vantagem da abordagem do Teorema do

pequeno ganho. Além disso, o desempenho de rejeição de perturbação obtido com

Fr1(z) e Fr2(z) são similares como observado na Fig. 7.15a, apesar da faixa de

variação do atraso máximo admisśıvel ser 50% maior (Nmax = 2 versus Nmax = 3).

Note que Nmax = 2 foi obtida com o critério definido em NORMEY-RICO et al.

(2012a) 1.

Respostas comparativas à rejeição de perturbação com atraso fixo e atraso variável

são apresentadas nas Fig. 7.15a e 7.15b respectivamente. Como pode ser verificado

no resultado de malha fechada, Nmax = 2 é muito conservador caracterizando uma

limitação intŕınseca da abordagem proposta em NORMEY-RICO et al. (2012a) visto

que Nmax é assumidamente um inteiro. Por outro lado, Nmax = 3 pode ser facil-

mente obtido com uma resposta a rejeição de perturbação similar usando o método

de reposta em frequência proposto.

1Os exemplos que utilizaram métodos baseados em LMI utilizaram a biblioteca YALMIP para
os cálculos computacionais (LÖFBERG, 2004; STURM, 1999)
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Figura 7.15: Caso V: Comparação de rejeição de perturbação.

7.5 Caso V: FSA - Processo MIMO Instável em

Malha Aberta

Um RPA realiza uma transformação irreverśıvel de A → B em que podem ocorrer

múltiplos tipos de atrasos. Outros processos industriais possuem o comportamento

dinâmico semelhante ao modelo do RPA. Reatores cataĺıticos e reações de hidrólise

são alguns exemplos de utilização (ALBERTOS e GARCÍA, 2012).

Neste exemplo, é posśıvel ilustrar a estratégia proposta aplicada a um sistema de

duas entradas e duas sáıdas, instável em malha aberta e com a presença de atraso

L(t) como em ALBERTOS e GARCÍA (2012). Por simplicidade de discussão, será

desprezado o efeito do atraso interno dos estados.

O modelo linearizado em torno de um ponto de equiĺıbrio é dado por ALBERTOS

e GARCÍA (2012):

[

Ċa(t)

Ṫ (t)

]

=

[

−2, 1779 −0, 30067

37, 557 5, 9545

][

Ca(t)− C∗
a

T (t)− T ∗

]

+

+

[

3, 6206 0

−34, 656 −49, 158

][

q(t− L(t))− q∗

qJ(t− L(t))− q∗J

]

,

(7.20)

Neste caso, assume-se que o ponto de equiĺıbrio é formado por vazões de equiĺıbrio

definidas como q∗ = q∗J = 1, 41 m3/s, o que resultaria em:

C∗
a = 3, 0577kmolA/m3; T ∗ = 340, 17◦K.

O sistema possui como variáveis manipuladas as vazões q (vazão de sáıda) e qJ (vazão

do ĺıquido refrigerante) e como variáveis de processo a concentração do reagente A
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Tabela 7.1: Valores de δmax e L̄+ δmax com ( L̄ = 110 · 10−3 ) e sem compensação (
L̄ = 0 ).

L̄ 0 110 ms
δmax 21 ms 11 ms

δmax + L̄ 21 ms 121 ms

Ca(t) e T (t) a temperatura no reator. Assim, define-se:

x(t) =

[

Ca(t)− C∗
a

T (t)− T ∗

]

,

u(t) =

[

q(t)− q∗

qJ(t)− q∗J

]

.

O ganho de realimentação foi definido como

K1 =

[

−0, 0007 0, 2037

0, 8037 0, 3728

]

,

sendo este obtido através da solução do LQR -Linear-Quadratic Regulator (Regula-

dor Linear Quadrático), com objetivo de minimizar a função custo (7.21)

J =

∫ ∞

0

x(t)Tx(t) + u(t)T

[

10 0

0 10

]

u(t)dt. (7.21)

O atraso utilizado na compensação através do preditor de Artstein, assim como

o limite teórico da componente variante no tempo segundo o critério proposto estão

apresentados na Tabela 7.1. Para fins de compensação do atraso, assume-se L̄ =

110 ms. Nota-se que L̄ = 0 corresponde à estratégia sem compensação de atraso,

sendo posśıvel garantir estabilidade para qualquer variação de atraso entre 0 e 21ms.

A faixa tolerável de variação do atraso torna-se menor uma vez que a norma da

matriz eAL̄ tende a aumentar com o crescimento de L̄. Por outro lado, conforme

esperado, o valor máximo de atraso aumenta de maneira significativa, uma vez que

o preditor cumpre o papel de eliminar o atraso mı́nimo da malha. Neste exemplo, o

atraso tolerável deve pertencer ao intervalo de 110 a 121 ms.

Nesta primeira simulação, utilizou-se um atraso variável dado por:

L(t) = [115 + 5sen(1t)]ms. (7.22)

O sistema parte da condição inicial x0 = [−0, 02; 0, 2] com u(τ) = 0, τ < 0. As

respostas com preditor e sem preditor são exibidas nas Figs. 7.16a e 7.16b, respec-

tivamente.
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Figura 7.16: Resposta ao degrau do RPA - Controlador K1.
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Figura 7.17: Resposta ao degrau do RPA com o preditor - Controlador K2.

Nota-se, como esperado, que o atraso variável não foi capaz de instabilizar a

simulação com o preditor de Artstein, conforme indicado na Fig. 7.16a. Com relação

à resposta sem preditor (Fig. 7.16b), a inexistência de compensação de atraso é

suficiente para causar instabilidade, sendo esta a principal consequência indesejada

da presença de tempo-morto numa malha de controle.

Para tornar mais clara a importância da utilização do critério foi aplicado o

controlador definido como

K2 =

[

−0, 6297 0, 083

1, 2079 0, 8511

]

.

Para este controlador e com L̄ = 110 ms, o valor máximo de atraso variável, aten-

dendo ao critério, é δmax = 8, 8 ms.

Neste cenário, simula-se primeiramente o sistema com o controlador K2 con-

siderando somente a componente fixa do atraso e o resultado é apresentado na

Fig. 7.17a. O sistema se mantém estável, uma vez que ainda há uma margem de
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atraso de 8, 8 ms. Em contrapartida, quando o sistema é submetido ao efeito da

componente variável do atraso o resultado da simulação mostrado na Fig. 7.17b de-

monstra instabilidade. Este atraso é variável no intervalo [110, 125] ms excedendo

o δmax para o qual a estabilidade é garantida.

O resultado demonstrado pelas Figs.7.17a e 7.17b reforça a importância de cuidar

para que a sintonia do controlador leve em consideração o atraso variável máximo

admisśıvel. O critério proposto oferece uma forma simples de verificá-lo. Estes

resultados ilustram o benef́ıcio da solução proposta no controle de sistemas com

atraso variável, mitigando o efeito do atraso constante por meio do preditor de

Artstein. Se comparado ao preditor de Smith, não há a necessidade de qualquer

ajuste espećıfico, o que simplifica o processo de śıntese. Uma realimentação de

estados convencional pode ser ajustada de tal maneira que a estabilidade é verificada

com o critério proposto. Desta forma, o problema de śıntese e compensação de

tempo-morto na presença de atraso variável pode ser tratado de maneira similar a

um sistema sem atraso. A única diferença decorre da verificação de estabilidade por

meio de um critério simplificado baseado no teorema do pequeno ganho.

7.6 Caso VI: Sistema vibratório com dois graus

de liberdade

Este estudo de caso foi apresentado inicialmente em RAM e MOTTERSHEAD

(2007) e aplicado em FRANKLIN et al. (2021). Ele é importante para confirmar

os resultados obtidos para sistemas de segunda ordem sujeitos ao atraso variável

considerando-se incertezas de modelagem. A estrutura mecânica de referência é

mostrada na Fig. 7.18 e as matrizes nominais do sistema são dadas por:

Mn =

[

1 0

0 2

]

, CCC n =

[

1 −1

−1 1

]

, KKKn =

[

8 −3

−3 3

]

, Bn =

[

1

2

]

.

Com isto, a receptância de malha aberta nominal do sistema é obtida a partir da

Eq. (6.2) como sendo:

Rn(s) =
1

s4 + 1, 5s3 + 9, 5s2 + 2, 5s+ 7, 5

[

s2 + 0, 5s+ 1, 5 0, 5s+ 1, 5

0, 5s+ 1, 5 0, 5s2 + 0, 5s+ 4

]

.

Os polos de malha aberta são λ1,2 = −0, 6727±2, 8190i, λ2,3 = −0, 0773±0, 9418i

e os polos de malha fechada desejados são definidos por µ1 = −2, µ2 = −3, µ3,4 =

−1 ± 10i. As matrizes de ganho do controlador via realimentação de estados na

118



1 2
5

3

1

x1 x2

Figura 7.18: Caso IV: Sistema massa mola amortecedor.

Figura 7.19: Modelagem de incerteza para o pior caso com ±2% na massa m1 e
±1% na massa m2.

forma da Eq. (6.4) que posiciona os polos de malha fechada no local desejado é dado

como:

F =
[

62, 6750 −68, 1750
]

, G =
[

−68, 8750 −30, 3750
]

.

A condição de estabilidade robusta foi verificada por meio de variação da diagonal

da matriz de massas ±%2 e ±%1 respectivamente em m11 e m22.

O pior caso do ∆̄m(ω) resultante dessa variação foi exibido na Fig. 7.19. Mil

tentativas de variações combinadas na matriz de massa foram executadas para en-

contrar a envoltória destacada em vermelho.

A Fig. 7.20 exibe a primeira parte da Eq. (6.14) representando o caso nominal, o

caso com δmax = 0, 0209, o pior caso com incerteza de modelo seguindo a Eq. (A.62)

considerando o mesmo δmax e por último a utilização da estratégia IMC.

Nota-se que a resposta de malha fechada é estável considerando o caso nominal,

porém a estabilidade não pode mais ser assegurada quando o pior caso de variações

na matriz de massas é simulado. As simulações das respostas de malha fechada

no domı́nio do tempo observadas na Fig. 7.21 confirmam o resultado do critério.

Perceba que, se nenhuma correção for aplicada uma resposta instável é obtida devido
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Figura 7.20: Caso VI: Critério de estabilidade robusta (6.1.1) (nominal), (A.62)
(pior caso de perturbação na massa) e (6.31) (IMC).

ao erro de modelagem (SANTOS e FRANKLIN, 2018a).

O controlador IMC é implementado considerando a presença de incertezas ado-

tando um simples filtro de primeira ordem φ(s) = 1
τcs+1

ajustado para reduzir o

pico do pior caso de tal maneira que ele se mantenha abaixo da linha de 0 dB.

Para uma atenuação exata desse pico ((ωc, µc) ≈ (10; 6, 538 dB)), o ganho do filtro

deve ser |φ(jωc)| = −6, 538 dB. Usando a condição dada pela Eq. (6.33) chega-se

τc = 0, 1858. A Fig. 7.20 exibe, com o traçado em verde, o critério de estabilidade

robusta com o IMC filtrado dado pela Eq. (6.31) enquanto que a resposta temporal

com o pior caso de incerteza e o atraso máximo é exibido na Fig. 7.22 demonstrando

o benef́ıcio da utilização do IMC.

7.7 Caso VII: PSF - Controle de potência em um

termoresistor (experimental)

Nesta seção será apresentado um resultado experimental de um sistema com atraso

variável mais compensação. Optou-se por um sistema de baixo custo com carac-

teŕıstica não linear do tipo SISO.

Este sistema está representado na Fig. 7.23. Rs é um termoresistor de 10kΩ do

tipo NTC - Negative Temperature Coefficient (coeficiente de temperatura negativo)

e R é um resistor comum de 10kΩ. O amplificador é polarizado com 5 volts.
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Figura 7.21: Simulação no tempo para uma condição inicial dada por x(0) = [1 2]T :
caso nominal com atraso variável δ(t) = 0, 0167+0, 0042sen(t) (Linha sólida preta);
e δ(t) = 0, 0167 + 0, 0042sen(t) com o pior caso de incerteza na matriz de massas
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Figura 7.22: Simulação no tempo para uma condição inicial dada por x(0) = [1 2]T :
caso nominal com atraso variável δ(t) = 0, 0167+0, 0042sen(t) (Linha sólida preta);
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Figura 7.23: Caso VII: Sistema de Controle de Temperatura.

A tensão no NTC é obtida a partir da sequinte equação:

Vo = Vi(1 +
Rs

R
).

Neste caso, deseja-se que a potência dissipada no Rs seja a variável controlada

de modo que a relação entrada-sáıda é obtida a seguir

Is =Ii =
vi
R
,

Ps =VsIs = RsI
2
s =

(Vo − Vi)

Is
I2s = (Vo − Vi)Is,

Ps =
(Vo − Vi)

R
Vi.

O modelo linear do sistema é do tipo FOPDT cujos parâmetros foram obtidos a

partir da curva de reação ao degrau:

P (s) = Gne
−Ls,

sendo

Gn(s) =
K

τs+ 1
,

cujos parâmetros do modelo são K = 0, 19 e τ = 0, 17 s.

Um computador é utilizado para controlar o sistema através de comunicação

serial e o atraso variável é introduzido na entrada por meio de um buffer. A taxa

de amostragem utilizada é de h = 0, 0177 s.

Utiliza-se um PI como controlador primário. O polo desejado de malha fechada

é sd =
−1,052

τ
e os demais parâmetros do PI são obtidos da seguinte forma:

Kp =

[

−(τs+ 1)s

K(s+ 1,05
τ
)

]

s=sd

,

Ki = Kp
1.05

τ
,

resultando em Kp = 11, 3 e Ki = 70 definindo o seguinte controlador:
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Figura 7.24: Caso VII: Resposta de um sistema com atraso variável experimental
amostrado.

Gc(s) = 11, 3
(s+ 7)

s
.

Um filtro de referência de primeira ordem é utilizado para atenuar o sobressinal

causado pelo zero do controlador portanto ele é sintonizado de maneira a cancelar

este o zero.

Uma vez que o sistema possui incertezas, utiliza-se o seguinte filtro de robustez

para garantir estabilidade:

Fr(e
jω) =

z(1− α)

z − α
. (7.23)

Um tempo morto aleatório é adicionado na entrada do sistema limitado a

[10, 25]h e o preditor de Smith é utilizado para compensar 25 h.

Um filtro Fr(z) com extensa largura de banda resulta em um sistema instável

conforme Fig. 7.24a utilizando-se a sintonia do PI apresentado. Este exemplo de-

monstra a importância de cuidar para que as incertezas na estimação do atraso não
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levem o sistema para instabilidade

No segundo experimento a largura de banda de Fr(z) é reduzida e a resposta

ao degrau para α = 0, 97 na Fig. 7.24b mostra a efetividade do Fr(z) para evitar

instabilidade.

Uma situação t́ıpica pode ocorrer quando o operador propõe uma sintonia es-

pećıfica para o controlador mas, por conta de incertezas, o sistema se mostra instável,

a partir dáı ele pode ajustar a largura de banda do filtro recuperando o comporta-

mento estável desejado. Este resultado pode ser notado na Fig. 7.24c.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Esta tese procurou apresentar critérios de garantia de estabilidade robusta para

sistemas sujeitos a atraso variável utilizando-se uma abordagem baseada na resposta

em frequência como alternativa à abordagem temporal que utiliza descrições por

meio de funcionais de L-K e L-R. Parte dos critérios propostos utiliza compensadores

de atraso e outra parte foi direcionada aos problemas de sistemas vibracionais de

segunda ordem. Adicionalmente foi considerada a presença de incertezas de modelo

não estruturadas.

Além disso, verificou-se a importância desta abordagem considerando-se especi-

almente o preditor de Smith filtrado e o preditor de Artstein (FSA). Os critérios

baseados no PSF ou para sistemas de segunda ordem demonstraram a viabilidade de

utilizá-los para recuperar a estabilidade robusta na presença de incertezas e atraso

variável. No PSF o filtro de robustez pode ser ajustado durante a operação. Pro-

curou mostrar também a viabilidade de se utilizar o PSF para sistemas de controle

em cascata sujeitos a atraso variável.

8.1 Potenciais Contribuições

Este trabalho apresenta as seguintes contribuições principais:

i) Condições de estabilidade simplificadas para sistemas com atraso

variável com compensação de atraso usando preditores (PSF e de Artstein)

baseadas no teorema do pequeno ganho para o caso de tempo cont́ınuo, de

tempo discreto e a dados amostrados;

ii) Regras de sintonia para o filtro de robustez do PSF e do IMC em sistemas

de segunda ordem para recuperação da estabilidade robusta na presença de

atraso variável;
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iii) Extensão do critério de KAO e LINCOLN (2004) para o caso MIMO

incluindo incertezas não estruturadas;

iv) Critério de estabilidade para sistemas de 2ª ordem na presença de

atraso variável com garantia de estabilidade robusta.

8.1.1 Lista de Publicações

Na forma de publicação, são relacionadas as seguintes contribuições no contexto do

tema do doutorado proposto até o momento:

Periódicos aceitos

• SANTOS, T. L. M., FRANKLIN, T. S., “Enhanced Finite Spectrum Assign-

ment with Disturbance Compensation for LTI Systems with Input Delay”,

Journal of the Franklin Institute (2018)

• SANTOS, T. L., ARAÚJO, J. M., FRANKLIN, T. S., “Receptance-Based Sta-

bility Criterion for Second-Order Linear Systems with Time-Varying Delay”,

Journal of Mechanical Systems and Signal Processing, 2018.

• FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., “Robust filtered Smith predictor for

processes with time-varying delay: a simplified stability approach.”European

Journal of Control, 2020.

• FRANKLIN, T. S., ARAÚJO, J. M., SANTOS, T. L. M., “Receptance-Based

Robust Stability Criteria for Second-Order Linear Systems with Time-Varying

Delay and Structured Uncertainties”, Journal Mechanical Systems and Signal

Processing, 2021.

Conferências aceitas

• FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., “Critério de Estabilidade Simplificado

para sistemas Lineares com Atraso Variável: Uma Abordagem via Preditor de

Artstein”, Congresso Brasileiro de Automática, 2018.

• FRANKLIN, T. S., SANTOS, T. L. M., ARAÚJO, J. M. “Critério de esta-

bilidade simplificado para sistemas lineares em cascata com atraso variável:

uma abordagem via preditor de Smith Filtrado”, Congresso Brasileiro de Au-

tomática, 2020.
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8.2 Perspectivas de atividades futuras

Como forma de dar continuidade a este trabalho, propõe-se:

i) desenvolver critérios de estabilidade robusta menos conservadores na presença

de atraso variável utilizando desigualdades mais aperfeiçoadas como Wirtinger

e Bessel-Legendre como alternativas à desigualdade de Jensen;

ii) tratar do problema com preditores e controladores distribúıdos;

iii) considerar o problema do preditor de Artstein e sistemas de 2ª ordem utili-

zando estimador de estados;

iv) considerar o problema de variação do instante de amostragem e controle ba-

seado em evento;

v) explorar outras formas de representação de incertezas a exemplo de problemas

com incertezas politópicas.
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DÍAZ, R. S., 2018, Robust Control Strategies for Unstable Systems with Input/Out-

put Delays. Tese de Doutorado, Universitat Politècnica de València.
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GONZÁLEZ, A., SALA, A., GARCIA, P., ALBERTOS, P., 2011, “Robustness

analysis of discrete predictor-based controllers for input-delay systems”,

International Journal of System Science, v. 44, n. 2, pp. 232–239.
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MOULAY, E., A., G., 2016, “Delay Estimation and Predictive Control of

Uncertain Systems With Input Delay: Application to a DC Motor”, IEEE

TRANSACTIONS ON INDUSTRIAL ELECTRONICS, v. 63, pp. 5849–

5857.

LEE, S. Y., LEE, W. I., PARK, P., 2018, “Orthogonal-polynomials-based inte-

gral inequality and its applications to systems with additive time-varying

delays”, Journal of the Franklin Institute, v. 355, n. 1, pp. 421 – 435.

LEE, T. H., PARK, J. H., 2018, “Improved stability conditions of time-varying de-

lay systems based on new Lyapunov functionals”, Journal of the Franklin

Institute, v. 355, n. 3, pp. 1176 – 1191. ISSN: 0016-0032.

LI, X., GAO, H., 2011, “A New Model Transformation of Discrete-Time Sys-

tems With Time-Varying Delay and Its Application to Stability Analysis”,

IEEE Transactions on Automatic Control, v. 56, n. 9, pp. 2172 – 2178.

133



LIANG, Y., YAMAURA, H., OUYANG, H., 2017, “Active assignment of eigen-

values and eigen-sensitivities for robust stabilization of friction-induced

vibration”, Mechanical Systems and Signal Processing, v. 90, pp. 254 –

267. ISSN: 0888-3270.

LIU, R.-J., LIU, G.-P., WU, M., NIE, Z.-Y., 2014, “Disturbance rejection for time-

delay systems based on the equivalent-input-disturbance approach”, Jour-

nal of the Franklin Institute, v. 351, n. 6, pp. 3364–3377.

LIU, T., GIL, G., CHEN, Y., REN, X., P. ALBERTOS, SANZ, R., 2017, “New

Predictor and 2DOF Control Scheme for Industrial Processes with Long

Time Delay”, IEEE Transactions on Industrial Electronics, v. PP, n. 99,

pp. 1–1. ISSN: 0278-0046. doi: 10.1109/TIE.2017.2760839.
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Apêndice A

Ganho dos subsistemas

A.1 Ganho Hwv PSF - Caso MIMO cont́ınuo

Com base na Fig. 4.4 matriz de funções de transferência de w(t) para v(t) são

obtidas por meio das relações a seguir:

Yp(s) = S•(s)U(s) + Fr(s)Y(s), (A.1)

Y(s) = P(s)[W(s) +U(s)], (A.2)

Sabendo que as relações permanecem válidas se ||r(k)|| = 0 e ||q(k)|| = 0 :

V(s) = −sC(s)Yp(s), (A.3)

Yp(s) = S•(s)U(s) + Fr(s)P(s)W(s) + Fr(s)P(s)U(s), (A.4)

Yp(s) = [S•(s) + Fr(s)P(s)]U(s) + Fr(s)P(s)W(s), (A.5)

U(s) =
1

s
V(s), (A.6)

Yp(s) = [S•(s) + Fr(s)P(s)]
1

s
V(s) + Fr(s)P(s)W(s) (A.7)

reescrevendo de forma mais simples e substituindo Yp(s) em V(s)

V(s) = −s[I +C(s)S•(s) +C(s)Fr(s)P(s)]−1C(s)Fr(s)P(s)W(s) (A.8)

= sM•(s)
−1C(s)Fr(s)P(s)W(s) (A.9)

adotando

M•(s) = [I +C(s)S•(s) +C(s)Fr(s)P(s)], (A.10)

para simplificar a apresentação.
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Assim, a partir da definição da norma (∞):

||Hwv||∞ = sup
ω∈[0,∞]

σ̄(Hwv(jω))

=
∣
∣
∣
∣jωM•(jω)

−1C(jω)Fr(jω)P(jω)
∣
∣
∣
∣
∞

(A.11)

Este resultado combinado com a Eq. (4.21) permite, a partir do teorema do pequeno

ganho, encontrar a condição de estabilidade robusta estendida para o caso MIMO

de tempo cont́ınuo.

A.2 Ganho Hwv Artstein

Em sistemas na forma de espaço de estados utiliza-se o resultado obtido na seção

4.1.2 para sistemas de múltiplas entradas onde verificou-se que ||∆f ||L2
≤ δmax.

A partir de agora considera-se o sistema nominal descrito por:

˙̂xp(t) =Anx̂p(t) + Bnu(t) (A.12)

+ eAnL̄Bn[u(t− L̄− δ(t))− u(t− L̄)]. (A.13)

Note que este sistema compensado não conta com o atraso mı́nimo. Por outro lado,

a perturbação equivalente é depende do valor de L̄ devido ao método da redução.

Aqui, considera-se a lei de controle u(t) = Kx̂p(t).

Este sistema pode ser reescrito por:

˙̂xp(t) = Anx̂p(t) +Bnu(t) + wm(t)

wm(t) = eAnL̄Bnw(t)

w(t) =

∫

0

t− δ(t)v(τ)dτ −
∫

0

tv(τ)dτ (A.14)

= [u(t− L̄− δ(t))− u(t− L̄)] (A.15)

v(t) = u̇(t− L̄),

u(t) = Kx̂p(t).

(A.16)

A variável auxiliar v(t) será utilizada para definir o ganho do sistema incerto con-

forme indicado na Fig. 4.7.

Portanto, utilizando a Tranformada de Laplace é posśıvel escrever:

X̂p(s) = [sI − An − BnK]−1Wm(s) (A.17)

V (s) = se−sL̄KX̂p(s) (A.18)
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Logo, a função de transferência de wm(t) para v(t) será dada por:

Hvw(s) = se−sL̄K(sI − A− BK)−1eAL̄B. (A.19)

Para o sistema em questão o ganho L2 é dado por:

||Hwv(jω)||∞ = sup
ω∈[0,∞]

σ(Hwv(s)) (A.20)

= sup
ω∈[0,∞]

σ(jωe−jωL̄K[jωI − An − BnK]−1eAnL̄Bn) (A.21)

= sup
ω∈[0,∞]

σ(jωK[jωI − An −BnK]−1eAnL̄Bn). (A.22)

A estabilidade robusta pode ser finalmente verificada em sistemas com atraso

variável, a partir do Teorema do Pequeno Ganho:

||Hwv(jω)||∞δmax < 1. (A.23)

Este resultado conclui a prova do critério simplificado para o preditor de Artstein

com realimentação de estado.

A.3 Ganho Hvw PSF - Caso MIMO discreto

A matriz de funções de transferência de w(k) para v(k), para o sistema representado

pela Figura 5.2, é obtida por meio das seguintes relações:

Yp(z) = S•(z)U(z) + Fr(z)Y(z), (A.24)

Y(z) = P(z)[W(z) +U(z)], (A.25)

Sabendo que as relações permanecem válidas se ||r(k)|| = 0 e ||q(k)|| = 0 :

V(z) = −z − 1

z
C(z)Yp(z), (A.26)

Yp(z) = S•(z)U(z) + Fr(z)P(z)W(z) + Fr(z)P(z)U(z), (A.27)

Yp(z) = [S•(z) + Fr(z)P(z)]U(z) + Fr(z)P(z)W(z), (A.28)

U(z) =
z

z − 1
V(z), (A.29)

Yp(z) = [S•(z) + Fr(z)P(z)]
z

z − 1
V(z) + Fr(z)P(z)W(z) (A.30)
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reescrevendo de forma mais simples

V(z) = −z − 1

z
[I +C(z)S•(z) +C(z)Fr(z)P(z)]−1C(z)Fr(z)P(z)W(z) (A.31)

=
z − 1

z
M•(z)

−1C(z)Fr(z)P(z)W(z) (A.32)

adotando

M•(z) = [I +C(z)S•(z) +C(z)Fr(z)P(z)] (A.33)

por simplicidade de apresentação. Assim, a partir da definição da norma (∞):

||Hwv(e
jω)||∞ = sup

ω∈[0,π]

σ(Hwv(z))

||Hwv(e
jω)||∞ =

∣
∣
∣
∣(1− e−jω)M•(e

jω)−1C(ejω)Fr(e
jω)P(ejω)

∣
∣
∣
∣
∞

em que σ̄() representa o máximo valor singular de uma determinada matriz

A.3.1 Critério de Estabilidade Robusta

Partindo da Eq. (5.39) para cada valor de frequência ω e considerando a comutati-

vidade de Fr(z) por ser um filtro diagonal, obtém-se:

σ((1−e−jω)[I+C(ejω)G•(e
jω)+(L(ejω)−Ln(e

jω)Fr(e
jω)]−1

L(ejω)Fr(e
jω)) <

1

N
. (A.34)

Inserindo o produto I = Ln(e
jω)Ln(e

jω)−1 imediatamente após a matriz inversa,

aplicando as propriedades e a Eq. (5.42) observa-se a relação dada por:

σ([I +C(ejω)G•(e
jω) + (L(ejω)− Ln(e

jω))Fr(e
jω)]−1IL(ejω)Fr(e

jω)) ≤ (A.35)

σ(Ln(e
jω)−1L(ejω)Fr(e

jω))

σ(Ln(ejω)−1[I +C(ejω)G•(ejω) + (L(ejω)− Ln(ejω))Fr(ejω)])
≤ (A.36)

σ(Ln(e
jω)−1L(ejω)Fr(e

jω))

σ(Ln(ejω)−1[I +C(ejω)G•(ejω)])− σ(∆m(ejω)Fr(ejω)])
. (A.37)

Assim, substituindo a Eq. (A.37) em Eq. (5.39) , chega-se a:

N |1− e−jω|Π(ω)σ([I +C(ejω)G•(e
jω)]−1C(ejω)Pn(e

jω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞), (A.38)

com

Π(ω) = σ(Ln(e
jω)−1L(ejω)Fr(e

jω)) + σ(∆m(e
jω)Fr(e

jω)). (A.39)
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A.4 Ganho Hwv sistema de segunda ordem

Verificou-se na Seção 4.1.2 que

||∆f ||L2
≤ δmax. (A.40)

Para concluir a condição para sistemas de segunda ordem resta, portanto, deter-

minar o ||Hwv(jω)||∞. Um sistema de segunda ordem sujeito a atraso variável na

entrada é considerado a partir de agora:

Mẍ(t) +CCC ẋ(t) +KKKx(t) = Bu(t− δ(t)). (A.41)

A forma equivalente representada na Fig. 6.4 é utilizada a partir de agora e verifica-

se que o sistema variante no tempo é trocado por uma combinação entre uma parte

variante e uma parte invariante no tempo sem atraso e perturbado por Bw(t) de

modo que é posśıvel escrever:

Mẍ(t) +CCC ẋ(t) +KKKx(t) = Bu(t) +Bw(t), (A.42)

v(t) = u̇(t), (A.43)

w(t) = −
∫ t

t−δ(t)

v(θ)dθ. (A.44)

Nota-se que w(t) = −(u(t)− u(t− δ(t))) por definição.

A representação em malha fechada pode ser representada por:

Mẍ(t) + (CCC − FB)ẋ(t) + (KKK −GB)x(t) = Bw(t), (A.45)

v(t) = u̇(t), (A.46)

w(t) = −∆f (v), (A.47)

onde u(t) = Fẋ(t)+Gx(t), v(t) = u̇(t) = Fẍ(t)+Gẋ(t) e ||w(t)||L2
≤ δmax||v(t)||L2

.

O ganho de w(t) até v(t) é obtido com a descrição em transformada de Laplace

e com a receptância de malha fechada dada por:

H(s) = [Ms2 + (CCC − FB)s+KKK −GB]−1. (A.48)

Perceba que V(s) = L{v(t)} pode ser obtida como segue:

V(s) = [Fs2 +Gs]H(s)BW(s). (A.49)
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Neste caso, o ganho L2 da parte invariante é dado por:

||Hwv(jω)||∞ = sup
ω∈[0,∞]

σ(jω[jωF+G]H(jω)B) (A.50)

onde σ() representa o valor singular máximo. Finalmente, a estabilidade robusta

pode ser analisada a partir do Teorema do Pequeno Ganho para sistemas de segunda

ordem com atraso variável:

||Hwv(jω)||∞δmax < 1 (A.51)

completando a prova.

A.4.1 Critério de Estabilidade Robusta

O critério de estabilidade robusta com incerteza de modelo e atraso variável necessita

considerar algumas propriedades para um dado sistema L(jω), um escalar α, e as

matrizes A, A, e B de dimensões apropriadas:

i) ‖L(jω)‖∞ = supω∈[0,∞) σ(L(jω)),

ii) σ(A−1) = 1/σ(A), se det(A) 6= 0,

iii) σ(A+ A) ≤ σ(A) + σ(A),

iv) σ(AB) ≤ σ(A)σ(B), (v) σ(αA) = |α|σ(A), e

v) σ(A+ A) ≥ σ(A)− σ(A).

Reescrevendo a condição dada pela Eq. (6.14) e considerando a receptância desco-

nhecida

σ(L(jω)[I− L(jω)]−1)ωδmax < 1, ∀ω ∈ [0,∞), (A.52)

ou também de forma alternativa

σ([I− L(jω)]−1L(jω))ωδmax < 1, ∀ω ∈ [0,∞), (A.53)

σ([I− L(jω)]−1Ln(jω)Ln(jω)
−1L(jω))ωδmax < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (A.54)

A Eq. (A.52) permanece respeitada desde que, baseada na propriedade (iv), a

condição a seguir se mantiver:

σ([I− L(jω)]−1Ln(jω))σ(Ln(jω)
−1L(jω))ωδmax < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (A.55)
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Considerando agora as propriedades, (ii) e (vi) para definir as condições que se

seguem

σ(Ln(jω)
−1L(jω))ωδmax <σ(Ln(jω)

−1[I− L(jω)]) (A.56)

<σ(Ln(jω)
−1[I− L(jω) + Ln(jω)− Ln(jω)] (A.57)

=σ(Ln(jω)
−1[I− Ln(jω)]− Ln(jω)

−1∆a(jω)) (A.58)

≤σ(Ln(jω)
−1[I− Ln(jω)])

− σ(Ln(jω)
−1∆a(jω)). (A.59)

Reescrevendo assim o novo critério modificado

σ(Ln(jω)
−1L(jω))ωδmax + σ(Ln(jω)

−1∆a(jω))

σ(Ln(jω)−1[I− Ln(jω)])
< 1, ∀ω ∈ [0,∞). (A.60)

Sendo considerado o pior caso do limitante multiplicativo para σ(∆ℓ(jω)) e σ(∆i(jω))

σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))(∆i(ω)ωδmax +∆m(ω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (A.61)

Para a desigualdade exigir apenas ∆m(ω) substitui-se ∆i(ω) por 1+∆m(ω) de modo

que a seguinte condição é obtida

σ([I− Ln(jω)]
−1Ln(jω))(ωδmax + ωδmax∆m(ω) + ∆m(ω)) < 1, ∀ω ∈ [0,∞). (A.62)

Nesta nova descrição nota-se que o efeito do atraso variável está representado

por ωδmax, ∆m(ω) representa o efeito da incerteza de modelagem e ωδmax∆m(ω)

descreve o efeito combinado dos anteriores.
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