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Resumo

Sistemas descritores lineares formam uma importante classe de sistemas, na qual
equacoes dindmicas e algébricas podem constituir um tnico modelo. Alguns exemplos em
que se encontram modelos descritores sao circuitos elétricos, sistemas roboticos, sistemas
econOmicos, dentre outros. A teoria de controle de sistemas descritores, em geral, é
construida pela extensao de resultados existentes para sistemas na forma padrao. Por
sua vez, o controle de sistemas sob restricoes tem despertado interesse crescente, dado
que diversas situagoes reais envolvem restricoes nas variaveis do sistema, a exemplo de
saturacao de sinais. Neste trabalho, sao apresentados novos resultados em controle e
estimacao de estados em sistemas descritores sujeitos a restri¢oes, utilizando a extensao
de técnicas de invaridncia de conjunto, ji bastante desenvolvidas em aplicagoes aos
sistemas lineares na forma padrao. Utilizando-se os conceitos de poliedros invariantes,
o controle por realimentacao de estados e de saida e mais a estimacao de estados sao
estudados, tanto do ponto de vista de andlise quanto de projeto. Sao evidenciados os
resultados via invariancia controlada e invariancia condicionada, que fornecem solucoes
menos conservadoras que pela aplicacao de leis de controle e injecao lineares definidas a
priori. Na mesma linha, propoe-se também a investigacao do problema de regularizagao
com simultaneo respeito as restricoes em sistemas descritores lineares, cujos resultados
preliminares, obtidos numericamente e para exemplos especificos, apontam na diregao de
uma familia de solucoes 6timas tomando como indice o hipervolume da projecao do maior

poliedro invariante controlado no espaco de estados.
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Abstract

Linear descriptor systems compose an important class of systems, in which dynamic
and algebraic equations can build a unique model. Some examples can be found in
electrical circuits, robotic systems, economics, among others. The control theory regarding
descriptor systems is in general constructed by extending existing results for standard
systems. On the other hand, constrained control systems have gained crescent attention,
given that physical constraints on system variables as, for instance, input saturation,
are present in several real world applications. This work presents new results regarding
control and state estimation in descriptor systems subject to such constraints, by using
the set invariance approach, a methodology already well developed in applications to
standard systems. By means of the concept of invariant polyhedra, state and output
feedback control and state estimation are studied from the analysis and design points
of view. The results concerning controlled and conditioned invariance are pointed, that
give less conservative solutions than by application of designed linear a prior: control and
injections laws. In the same line, a study on the problem of simultaneously regularizing a
non regular descriptor system with constraints satisfaction is carried out in the context of
descriptor systems, whose preliminary results, numerically obtained in specific examples,
taking the hypervolume of the maximal controlled invariant polyhedron projected onto

the state space as the performance index points towards a family of optimal solutions.
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Introducao

Desde o seu desenvolvimento, que data da década de 1960, a descricao de sistemas lineares
no espaco de estados tornou-se uma ferramenta soélida em modelagem e controle de
sistemas. As abordagens sao as mais variadas, sendo as mais importantes a algébrica
e a geométrica. Entre o final da década de 1970 e o inicio da década de 1980, uma classe
de sistemas lineares desperta crescente atencao dos especialistas: os sistemas descritores
lineares. O problema ndo era novo na época. Gantmacher, em seu trabalho classico (1), ja
havia discutido estruturas de sistemas de equacoes algébrico-diferenciais e as implicagoes
desta forma hibrida na solucao de tais sistemas. Desde entao, as contribuicoes para a
consolidacao da teoria de sistemas lineares descritores sao frequentes na literatura. Um
exemplo classico de sistema descritor de tempo discreto é o modelo de Leontief para
interagdo entre n setores em uma economia (2). O modelo descritor de Leontief é definido

pelo sistema de equagoes:

Ex(k+1) = Ax(k) + £(k),

e z'(k) e —fi(k) representam, respectivamente, a saida monetéria e a demanda para
o i-ésimo setor. Os termos Ax(k) e Ex(k + 1) representam, respectivamente, as
relacoes inter-setor e os investimentos. Um caso interessante é quando E é uma matriz
singular, resultando no modelo singular de Leontief. Diversos outros exemplos de modelos
descritores nao-singulares, singulares e retangulares e suas respectivas aplicagoes estao
disponiveis numa vasta literatura, sendo alguns exemplos importantes aqueles encontrados
em (3),(4).

A invariancia de conjuntos, por sua vez, tem suas raizes na algebra linear, e mais tarde
foi introduzida também a nocao de subespacos invariantes. O conceito de invariancia de
conjuntos poliédricos, ou simplesmente poliedros, vai ao encontro de uma caracteristica
intrinseca aos sistemas fisicos: seus limites operacionais, impostos por limitacao de
suprimento de energia, seguranca e outros aspectos. Se tais limites sao dados na forma
de restricoes lineares, elas podem ser matematicamente traduzidas na forma de poliedros.
A invaridncia de tais poliedros entdo é capaz de garantir a operacao de sistemas dentro

de seus limites operacionais, e este conceito é o que sera apresentado como invariancia
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controlada. Na mesma linha, o problema dae estimagao de estados com limitagao de erro
pode ser abordado, por meio do conceito de invariancia condicionada.

A presente tese tem como objetivo geral a extensao de conceitos e aplicacoes de
invariancia de conjuntos em controle sob restricoes de sistemas lineares padroes para
sistemas descritores singulares, buscando assim aplicagoes desta metodologia em sistemas

lineares mais gerais. Os seguintes objetivos especificos sao listados:

1. propor uma extensao do conceito de poliedro invariante controlado, para fins de

controle sob restricoes em um sistema descritor singular;

2. propor uma extensao do conceito de poliedro invariante condicionado, para fins de

estimacao com limitagao de erro em um sistema descritor singular;

3. propor uma extensao do conceito de poliedro invariante controlado por
realimentacao de saida, para fins de controle sob restricoes em um sistema descritor

singular;
4. estudar algumas aplicacoes tedricas e experimentais dos conceitos anteriores;

5. investigar a possibilidade de solucao do problema conhecido como regularizacao de
sistemas singulares, satisfazendo simultaneamente restricoes, por meio de técnicas

de invariancia.

Para o cumprimento destes objetivos, a metodologia consistiu em estudo aprofundado
da literatura pertinente; proposicoes de novas estruturas para sistemas descritores; solucao
dos problemas de controle e observacao sob restricoes pela extensao de resultados ja
consolidados; organizacao de estudos de simulagao computacional e estudos experimentais
em uma plataforma experimental de nivel de liquido; validagoes dos resultados por meio
de exemplos teoricos e/ou experimentais.

No Capitulo 1, uma revisao da literatura sobre sistemas descritores, invariancia de
conjuntos e controle sob restricoes é apresentada, de forma a fundamentar a proposta
de tese. O Capitulo 2 apresenta a proposta de extensao de resultados em invariancia
controlada e a sintese via realimentacao de estados e também por realimentacao de saida,
com apresentacao de exemplo numérico e também estudo de caso experimental. Ainda
neste capitulo, ¢ apresentado um estudo preliminar de um problema pouco explorado
na literatura especializada, que é a solucao simultanea do problema de regularizacao de
sistemas descritores com respeito a restricoes. O Capitulo 3 aborda a extensao para
sistemas descritores de resultados em invaridncia condicionada, aplicada a estimacao
de estado com limitacao de erro. O capitulo 4 apresenta a aproximacao dos conceitos

dos Capitulos 2 e 3, na proposicao de técnica para solucao do problema de invariancia
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controlada por realimentagdo dinamica de saida (I.C.R.S.) em sistemas descritores. As

conclusoes deste trabalho de tese sao entao descritas no Capitulo 5.



Capitulo 1

Revisao da Literatura

1.1 Sistemas descritores lineares

Um sistema linear invariante no tempo tem descricao generalizada no espaco de estados,

respectivamente de tempo continuo e de tempo discreto, dada por:

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), t€ R*, (1.1)
Ex(k+1) = Ax(k) + Bu(k), k=0,1,2,3.., (1.2)

em que X € R™" u € R™. No presente trabalho, o interesse central é em sistemas lineares
descritores de tempo discreto. O caso em que E é uma matriz nao singular é conhecido

como forma padrao ou regular:
x(k +1) = E~'Ax(k) + E~'Bu(k). (1.3)
Ao sistema da Eq. 1.2 pode ser agregada a equagao de saida:
y(k) = Ox(k), (1.4)

em que y € R\. A teoria de sistemas lineares padrio no espaco de estados é largamente
empregada e ja ¢ bastante consolidada (5),(6),(7),(8),(9). Em certos sistemas, equagoes
algébricas podem interligar as variaveis de estado, e desta forma, a matriz £ passa a ser
singular. Esta classe de sistemas descritores é também conhecida como sistemas lineares
singulares ou ainda sistemas lineares implicitos (10). Por exemplo, o circuito da Fig. 1.1

(11) tem modelo no espago de estados dado por:

e,  cllaw] [-1 o
Lk—Gs) C || dat) ]| | 0 —Gy
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Tomando-se k = G + Ga, tém-se um modelo do tipo singular. Isto acontece devido
ao cancelamento exato, no capacitor, da contribuicao da tensao do n6 1, imposta pela
indutancia, devido a uma parcela de mesma magnitude no n6é 2, imposta pela fonte

dependente agindo sobre a condutancia Gs.

D s Y ws P

Figura 1.1: Circuito com modelo singular para k = G1 + Gs.

Dentre os primeiros trabalhos que abordam esta classe de problemas, um dos mais
importantes é o livro de Gantmacher (1). Nele, equagoes algébrico-diferenciais recebem
atencao especial quanto a solucdo, com base na teoria de feixes de matrizes. Um dos
primeiros trabalhos a tratar de forma rigorosa sistemas descritores de tempo discreto
foi o de Luenberger (12). Neste artigo, a caracterizagdo da solugdo é apresentada, e
aspectos surpreendentes, ausentes no caso de sistemas padrao, sao observados nos sistemas
descritores. Um deles é a possivel nao-causalidade do sistema. A década de 80 do século
passado experimentou uma atencao crescente sobre diversas caracteristicas estruturais
de sistemas descritores, muitas das quais bastante diferenciadas em relacao aquelas dos
sistemas padrao. Tais caracteristicas dizem respeito a solucao no dominio do tempo,
regularidade, causalidade, controlabilidade, observabilidade, autoestrutura, dentre outras.

Na sequéncia, serao brevemente introduzidas estas importantes caracteristicas.

1.1.1 Regularidade e causalidade

Seja o sistema descritor, dado pela Eq. 1.2.

Defini¢ao 1.1. (13): O sistema descritor da Eq. 1.2 é regular se o feize \E — A é

nao-singular para ao menos um X\ € C.

Condigao 1.1. (13): O sistema descritor € causal se grau(det(A\E — A)) = p(E), em que

p(e) € o posto de uma matriz.

Uma consequéncia importante da regularidade é que o sistema é resolvivel (uma unica

solugdo existe) somente se for regular (12).

Exemplo 1.1. Seja um sistema em que
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)

10
0 0

1 0
-1 0

E= A= B =

As equacoes para este sistema sao, linha por linha:

Obviamente, nao existe uma solu¢do para este par de equagoes se u(k) # 0; ainda,
caso u(k) = 0, a solugdo nao € unica, uma vez que xo(k) € livre. E fdcil notar que

det(A\E — A) = 0. Agora, com

01
10

A:

tem-se
det(zE — A) =1,

e portanto grau[det(\E — A)] =0 < p(E). A inversa do feize do sistema €, no dominio

da frequencia:

510 -1
(zE — A) —[1 z].

Nota-se a existéncia de um termo de avanco na matriz de transicao de estados, e
assim o sistema € nao-causal. Pode-se chegar a esta conclusao facilmene no dominio do

tempo, uma vez que a solucao € dado por:

z1(k) = u(k),
xo(k) = 1 (k+ 1) + u(k).

Os teoremas na sequéncia apresentam condicoes necessarias e suficientes para

regularidade e causalidade de um sistema descritor.

Teorema 1.2. (decomposicao rdpida-lenta) (13): O sistema descritor 1.2 € reqular se e

somente se existe um par de matrizes (M, N1) nao-singulares tais que

I
MEN, =
0 I

s [47). 5

em que J € uma matriz nilpotente.
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Exemplo 1.2. Seja um sistema descritor de tempo discreto com as matrizes

30 2 =5 0,7 =3,25 -0,7 0
0 2 2 1,8 0,4 —6,4 26
2 2 0 -2 1 —1,9 —54 2.4
2 —4 4 —6 0,6 —2,7 54 —28

As matrizes M e N atendem ao Teorema 1.1, com M = M;', N = N; ', conforme

mostrado a sequir:

3 2 2 0 1 1 0 -1

0 -2 4 =2 0O —-1,5 1 -1
M = ,N: 3

2 0 4 =2 1 0 -1 0

2 4 -2 2 1 0 1 -1

I _
By | 20 MA:M'A O,MA: 0,5 03|
0 0 0 I 0,1 0,2

Nota: Todo sistema descritor na forma 1.2 tem uma representacao canoénica na formas:

0 Ay A

 MAN =
A21 A22

I
MEN:[O . (1.6)

Teorema 1.3. (13): O sistema descritor dado pela forma candnica 1.6 € causal se e

somente se Agy € nao-singular.

Seja o sistema do exemplo 1.2. As matrizes de transformacao propostas levam a forma
1.6. Neste caso, é facil observar que Ayy = I, e desta forma o sistema é causal. O teorema
a seguir é uma forma interessante de se verificar regularidade e causalidade com um tnico

teste. Para maiores detalhes sobre o mesmo, ver (14).

Teorema 1.4. O sistema descritor 1.2 € reqular e causal se

d

Ainda utilizando-se as matrizes do Exemplo 1.2, pode-se verificar que

o[ 5 ]) -

O que significa que o sistema é regular e causal.

0 E
E A

> =n+p(E).

0 F
E A
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1.1.2 Solugao no dominio do tempo

Para sistemas regulares, uma tinica solugao em um dado intervalo [0, N] é obtida quando se
conhecem as condig¢oes de contorno neste intervalo (15). Para ilustrar esta caracteristica,

considera-se o sistema discreto regular na forma canénica dada pela decomposicao rapida-

I 0 xi(k+1) | [A D0 x1 (k) N
0 J || xk+1)| |0 I|]x(k)

O sistema nesta forma é desacoplado, e as equagoes podem ser explicitadas como:

BZl

B, u(k). (1.7)

x1(k + 1) = A x,(k) + Baru(k), (1.8)
Txa(k + 1) = xo(k) + Basu(k). (1.9)

A solucao para x; é imediata, por se tratar de um subsistema na forma padrao no espago

de estados:
k-1

xi (k) = A% (0) + ) A" Byu(j). (1.10)

5=0
Para a solucao de x5, com k£ = 0,1,2...N, nao é possivel aplicar recursividade crescente.
Neste caso, é necessaria uma manipulacao recursiva para tras, mas admitindo-se conhecer
z(N) e, como sera visto, a sequéncia u(k),u(k + 1),...,u(N — 1) em que [ é o indice de

nilpoténcia de J. Assim, isolando-se x5(k), obtém-se a forma recursiva:

X2<N — ].) = jXQ(N) — BQQU.(N — ].),
Xo(N —2) = T*x3(N) — J Byou(N — 1) — Byou(N — 2),
XQ(N — 3) = j3X2(N) — jZngll(N — 1) — jBQQll(N — 2) — BQQU(N — 3)7

i

xy(k) = TV *xy(N) — Y T *Byyu(y). (1.11)

<.
Il
ol

Conclui-se que a causalidade do sistema sera funcao do seu indice de nilpoténcia. Se
o indice de nilpoténcia for maior do que a unidade, nota-se a dependéncia da solugao no

instante k£ com entradas futuras. O sistema na forma candnica serd causal se e somente

se J =0.
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1.1.3 Autoestrutura e estabilidade

Para sistemas descritores nao-singulares, o problema de autoestrutura consiste em

determinar autovalores \ e autovetores v generalizados:
E~'Av = \v. (1.12)

Para o caso de sistemas descritores singulares com p(E) = q < n, a autoestrutura finita é

definida através das relacoes (15):

(AE — A)v =0, (1.13)
(AE — A)vFtl = — BV, (1.14)

e, respectivamente, 1.13 e 1.14 se aplicam a autovalores simples e multiplos. Os demais
n — ¢ autovalores sao denominados autovalores infinitos. Importantes contribuigoes a
respeito da alocacao de autoestruturas finitas e infinitas em sistemas descritores podem
ser vistas em (15),(16),(17). E possivel verificar que os autovalores finitos de um sistema
descritor regular sao os autovalores da matriz A em 1.7.

Seja o sistema do exemplo 1.2. A matriz A é obtida da forma candnica 1.5:

-0,5 0,3
A= .
0,1 0,2
Os autovalores desta matriz, que sao os autovalores finitos do sistema, sao A\; =
—0, 5405, Ay = 0, 2405.

O teorema a seguir caracteriza a estabilidade de um sistema descritor regular e causal

com respeito & sua autoestrutura finita.

Teorema 1.5. (13) As sequintes afirmagoes sao equivalentes para o sistema descritor
1.2, regular e causal:

1. o sistema descritor dado pela Fq. 1.2 € assintoticamente estdvel;

2. 0s autovalores finitos do par (E, A) estao dentro do circulo unitdrio;

3. o raio espectral de A € menor do que 1.

Pelo teorema 1.4 e a partir dos autovalores do exemplo 1.2, pode-se verificar que o

sistema em questao é estavel.

1.2 Controlabilidade e observabilidade

Diferentemente dos sistemas lineares na forma padrao, as defini¢oes de controlabilidade

e observabilidade para sistemas descritores singulares sao mais restritivas, devido a
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condicoes rigidas nas varidveis de estado impostas pelas equacoes algébricas. Tal rigidez

é governada pela definigdo de vetor admissivel (18), a seguir definido:

Definicao 1.2. Um vetor & € R"™ é dito admissivel com relacao ao sistema 1.2 se existem

vetores T € R" e u € R™ tais que Fx = Ax+ Bu.

O conjunto de todos os vetores admissiveis para um sistema descritor a partir da
definicao acima é denotado por Ry. As nocoes de controlabilidade e observabilidade em
sistemas descritores estao intimamente ligadas ao conjunto admissivel. Tal conjunto ¢ um
subespago do R™, o que leva a nogdo de R-controlabilidade (observabilidade), ou seja,
dentro do subespaco admissivel. Quando R, = R”, entdao tem-se a controlabilidade
(observabilidade), num sentido semelhante ao de sistemas na forma padrdao. Uma
discussao detalhada sobre estas defini¢oes pode ser vista em (18).

Para a controlabilidade (observabilidade) de sistemas descritores singulares, os
seguintes teoremas fornecem condigoes necessarias e suficientes com base na estrutura
do sistema, e eles equivalem as definigbes originais tais como aquelas propostas em (18)

para sistemas causais.

Teorema 1.6. (13): Um sistema descritor regular dado pela Eq. 1.2 (1.2 e
1.5) € dito R-controldvel (R-observdvel) se e somente se p([ A —A B ]) =n

(p([ AET — AT (T D — )
Teorema 1.7. (13): Um sistema descritor regular dado pela Eq. 1.2 (1.2 e 1.5) é dito

controldvel (observdvel) se e somente se for R-controldvel (R-observdvel) e adiconalmente

(2 s)=no(( )=

Exemplo 1.3: Seja o sistema descritor dado a seguir

L] [ak+n] [ 1 1] =k
00 || ak+1) | | =1 2| aa(k)

Escrevendo as equacoes linha por linha, obtém-se:

+ u(k)

0

ri(k+ 1)+ x2(k+ 1) = z1(k) + z2(k) + u(k),

Pode-se notar que o controle u(k) pode mover o vetor de estados no subespago gerado

T
pelo vetor [ 1 % ] . Assim, o sistema é R-controléavel, mas nao é controlavel. Pelo

p([zE—A B]>:2, p([E BD:L

O que confirma a analise anterior. Chega-se a mesma conclusao para o caso da

Teorema 1.5:

observabilidade tomando-se C = [ 1 1 } e analisando o sistema dual.
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1.3 Invariancia de conjuntos

A idéia de invariancia de conjuntos tem grande utilidade no tratamento de problemas no
espaco de estados. Um importante resultado para a algebra linear derivado da invariancia
de conjuntos foi a defini¢do de subespagos invariantes (19). A chamada invariancia positiva
surge no estudo de conjuntos que nao sao subespacos, mas por exemplo, poliedros ou cones.
No contexto da teoria de controle por realimentacao, a primeira nocao de invariancia
importante é a de (A, B)-invariancia, ou como é mais atualmente denominado, invariancia
controlada. Resultados de destaque estao presentes na literatura no tocante a subespacos
invariantes no contexto da teoria geométrica de controle (9).

Para os conjuntos doravante considerados, as seguintes nocoes sao importantes: um
conjunto fechado é qualquer subconjunto do R™ que contém seus pontos limites; por sua
vez, conjunto compacto é todo conjunto do tipo Heine-Borel, ou seja, é fechado e limitado.
Considere um sistema linear de tempo discreto, de ordem n, sujeito a perturbacao limitada

em um dominio compacto D C RP, com controle definido pelo vetor u € U C R™:
x(k + 1) = Ax(k) + Bou(k) + Bid(k). (1.15)

Em seguida, sao enunciadas as definicoes de conjunto positivamente invariante, invariante

controlado e invariante controlado contrativo.

Definigao 1.3. (20): Um conjunto nao-vazio, fechado, Q@ C R™ ¢ dito positivamente
D-invariante com relagcdo ao sistema 1.15 com u = 0 se Az(k) + B1d(k) € Q,Vz(k) €
Q, Vd(k) € D.

Definigao 1.4. (20): Um conjunto nao-vazio, fechado, @ C R™ ¢é dito invariante

controlado com relacao ao sistema 1.15 se
Ju(k) e U : Ax(k) + Bou(k) + B1d(k) € Q,Vx(k) € Q,Vd(k) € D. (1.16)

Definicao 1.5. (20): Um conjunto ndao-vazio, fechado Q@ C R™ é dito invariante

controlado A-contrativo (0 < A < 1) com respeito ao sistema 1.15 se
Ju(k) € U : Az(k) + Bau(k) + Bid(k) € \Q,Vz(k) € Q,Vd(k) € D. (1.17)

Outro conceito de grande relevancia é o conceito de invaridncia condicionada.

Considere a equacao de saida:

y(k) = Cx(k) + n(k), (1.18)
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com n € N C R! ¢ um ruido de medicdo no dominio compacto N. O conjunto €2 induz
o conjunto de saidas admissiveis Y (Q,N) ={y:y=Cx+n, VxeQ,Vne N}. Alem
disso, a cada y € R! pode-se associar o seguinte conjunto de estados 7-consistente com

uma dada medida:
Cly)={x:Cx=y—n, [n| <71}

Definicao 1.6. Um conjunto nao-vazio, fechado () C R™ € dito invariante condicionado

A-contrativo (0 < X\ < 1) com relagio ao sistema 1.15 e 1.18, se
Ju(y) : Az+ v+ Bide X\, Vye Y (Q),VeeC(y N, VdeD. (1.19)

Se um conjunto for invariante controlado, serd possivel obter uma lei de controle
tal que, uma vez que o vetor de estados esteja no interior do conjunto, a sua evolugao
permanecera em seu interior; da mesma forma, se um conjunto for invariante condicionado,
tem-se uma lei de injecao de saida que serd capaz de assegurar a evolucao do vetor
de estados dentro deste conjunto. Esta caracteristica ¢ totalmente adequada & idéia
de controle sob restri¢coes (invariancia controlada) e limitacdo de erro de estimagao
(invariancia condicionada), uma vez que tais restrigdes formam um conjunto, quase sempre
definido por restricoes lineares. Matematicamente estas restricoes resultam em poliedros

no R", na forma:

Q= {x:Gx < p}, (1.20)

com G € R p e RY € e < denota desigualdade elemento a elemento. Contribuicoes
sobre a caracterizacao de invariancia controlada de conjuntos poliédricos podem ser
encontradas em (20),(21),(22),(23). Em (23), as condigbes para invaridncia sao
estabelecidas em termos dos vértices do poliedro, enquanto em (20), tais condi¢oes
sao estabelecidas a partir de desigualdades lineares. Ainda que um poliedro nao seja
invariante, é possivel obter os maiores poliedros invariantes contidos em dado poliedro,
como por exemplo em (20). Por sua vez, conjuntos poliédricos sao uma tradugao natural
de certas restrigoes encontradas em sistemas fisicos, tais como a saturacao. Desta forma,

este conceito é bastante adequado ao estudo de problemas de controle sob restricoes.

1.4 Controle de sistemas descritores sob restricoes

Até o presente, enquanto varios trabalhos tratam do problema da invaridncia de
conjuntos aplicada ao controle sob restricoes de sistemas lineares na forma padrao
(ver (20),(21),(22) e referéncias contidas), uma pequena quantidade de contribui¢oes
é encontrada na literatura especializada com relacao aos sistemas descritores causais.

Algumas contribuicoes tratam do problema através do conceito de invaridncia positiva
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(24),(25),(26),(27),(28). Em todos estes trabalhos, uma lei de controle linear é definida a
priori, o que introduz resultados conservadores. Além disso, estas abordagens estabelecem
condicoes para invariancia positiva apos a aplicacao do controle linear, sendo portanto
pautadas em anélise, e nao em sintese. O caso da invariancia controlada nao foi encontrado
durante a revisao bibliografica, o que sugeriu uma boa dire¢ao para a presente pesquisa.

Seja o sistema descritor sujeito a distturbios, na forma:
Ex(k+1) = Ax(k) + Bid(k). (1.21)

Quando se leva em conta que, devido a possiveis inconsisténcias entre o estado inicial x(0)
e a equacao algébrica, um sistema descritor singular pode apresentar um salto finito no
estado inicial de x(0) para x(07) (13,25), as seguintes defini¢oes de invariancia positiva

podem ser destacadas:

Definigao 1.7. (25): Um conjunto nao-vazio, fechado, Q@ C R"™ é dito D-invariante
simples com rela¢ao ao sistema 1.21 se (k) € Q e (07) € Q, Vk > 1, Vd € D.

Definigao 1.8. (25): Um conjunto nao-vazio, fechado, Q C R™ é dito fracamente D-
invariante com rela¢do ao sistema 1.21 se (k) € Q, Vk > 1, Vd € D.

Basicamente, estas duas definicoes diferem pela importancia dada ao valor inicial do
vetor de estados ap6s um possivel salto. A definicao de invariancia simples sera relacionada
a um dos resultados do capitulo subseqiiente.

No capitulo seguinte, por meio do re-arranjo da equacao de estado em uma forma
aumentada para um sistema linear descritor regular e causal, os resultados descritos em
(20) sdo estendidos para esta classe de sistemas e mostram-se efetivos. Também, para o
caso em que o poliedro nao é invariante controlado, o algoritmo descrito em (20) para
determinacao do maior poliedro invariante contido nas restricoes também é empregado

com resultados satisfatorios.



Capitulo 2

Conjuntos Poliédricos Invariantes

Controlados e Controle sob Restricoes

2.1 Preliminares

Conforme relatado no capitulo anterior, uma diversidade de contribuicoes sobre controle
sob restricoes utilizando técnicas de invaridncia para sistemas lineares na forma padrao
pode ser vista na literatura. Entretanto, para a classe dos sistemas descritores lineares, as
contribuicoes sobre caracterizacao de invariancia de conjuntos sao bastante raras. Alguns
trabalhos importantes usando invariancia positiva com alocagao de poélos foram citados.
Todavia, o uso de realimentacao linear pode levar a solucdes demasiado conservadoras,
nao lidando desta forma com restri¢coes de controle severas ou perturbacoes de maior
amplitude. Neste capitulo, é analisada a invariancia controlada de conjuntos poliédricos
em sistemas descritores lineares de tempo discreto. Assumindo que o sistema é causal, as
equacoes de estado podem ser re-escritas em uma forma aumentada, a partir da qual é
possivel a aplicacao de métodos conhecidos para a caracterizacao de invariancia controlada
de conjuntos poliédricos em sistemas lineares padrao (29). O conceito de invariancia
controlada por realimentacao de saida (i.c.r.s.) (30) é também abordado, e um estudo de
caso envolvendo uma plataforma experimental de nivel é apresentado de forma a validar
as contribuicgoes teodricas do capitulo. A dltima se¢ao descreve um estudo preliminar sobre
o problema de regularizacao com simultaneo respeito a restri¢oes, utilizando-se a forma

aumentada proposta neste capitulo.

2.2 Caracterizacao de poliedros invariantes controlados

A fim de ilustrar a possibilidade de extensao dos resultados estabelecidos de invariancia

controlada para sistemas descritores, é apresentada a seguir uma metodologia para
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validacao desta hipotese.

Sem perda de generalidade, considere o sistema descritor com a presenca de distirbios:
Ex(k+1) = Ax(k) + Bou(k) + Bid(k), (2.1)

em que o vetor de estado particionado e as matrizes tém a forma:

k+1
x(ht1) = | AEFD (2.2)
Xg(k’ —|— 1)
I, 0 A A B B
g |t A= 11 A B = 11 By — 21 (2.3)
0 0 Ao Ago B Bay

A hipotese de causalidade assegura que Ass é inversivel. Apds uma breve manipulacao

do subsistema algébrico representado por x», conclui-se que o sistema pode ser reescrito

na forma:
. - . - d(k)
x(k+1) = Ax(k) + Bou(k) + Bzu(k + 1) + By , (2.4)
d(k+1)
em que
- Apy — ApAzy) Ay 0 = By — A12A55 Bay
- ) 2 — )
—A2_21A21(A11 — A12A2_21A21) 0 —A2_21A21(321 - A12A2_21322)
e 0 S By — A12A§21312 0
3 — ) 1 — .
_A2_21B22 —A2_21A21(Bn — A12A2_21312) —Ag_ngm

Pode-se observar nesta nova forma a presenca (i) do controle um passo a frente e (ii)
do distirbio também um passo a frente. Desde que o distirbio seja suposto limitado
em amplitude, como definir-se-4 adiante, resta um tratamento adequado ao controle.
Propoe-se entdo reescrever o sistema numa forma aumentada, com a inclusdo de u(k)

como variavel de estado. A partir desta suposi¢cao, obtém-se a seguinte forma aumentada:

| A By+ By Bs y B, d(k)
x(k+1)= , x(k) + Au(k+1) + 0 ] k1) |
Au(k+1)=u(k+1) —u(k), (2.5)
em que
| x(k+1
x(k+1) = a(k 4+ 1) (2.6)
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T
Este ¢ um sistema padrao com vetor de estado aumentado | x”(k) u”(k) e

distirbio dT(k) dT(k; +1) T, e a aplicacao de algoritmos estabelecidos para sistemas
na forma padrao é direta. A preservacao de propriedades estruturais importantes nesta
forma em relacdo ao sistema original é discutida no apéndice. E possivel notar ainda que
este sistema estendido possui n +m autovalores: (i) ¢ autovalores finitos de 2.1; (ii) n — ¢
autovalores iguais a 0 correspondentes aos autovalores infinitos de 2.1; e m autovalores
iguais a 1 correspondentes & dinamica do esforco de controle.

Suponha que o sistema 2.1 esteja sujeito as seguintes restricoes lineares no estado e

no controle, dadas por poliedros 0-simétricos:
x(k) € Q ={x:Gx < p}uk) el ={u:Uu<v},Au(k) € AV ={Au:LAu < p}. (2.7)

O distirbio é suposto limitado em amplitude, definido pelo poliedro compacto:
d(k) e D={d: Vd < u}. (2.8)

Considerando-se agora a formulacdo aumentada, as restricdes nos estados e no controle

podem ser escritas como:

G 0

k Q = . < =
x(k) € {x:Gx <0},G 0 U

,02[517 (2.9)

e os limites sobre o distirbio:

V o0
0V

d(k)

cev={d:vd< a},V=
d(k +1) { =

,ﬁ:[“]. (2.10)
1

O objetivo agora é construir uma lei de controle que satisfaca as restrigoes 2.9 para

todo disturbio em W. Tal construcao sera baseada na seguinte definicao:

Definicao 2.1. Um conjunto Q* é A-contrativo invariante controlado em relacdo ao
_ T
sistema 2.5 se Vx(k) € Q, Vd = [ d'(k) d"(k+1) } € VU, JAu(k + 1) € AV tal

que

Au(k+1)+ EXNL0< A<

B, d(k)
0 d(k+1)

O problema de controle sob restricoes pode entao ser resolvido pela determinagao de

(2.11)

Q2*, o maior conjunto invariante controlado contido em €2 (20). Desta forma, se o estado
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inicial for consistente com a equacgao algébrica:
0= A21X1 (O) + AQQXQ(O) + BQQU(O) -+ Blgd(0>7 (212)

e x(0) € O, entdo JAu(k + 1) tal que x(k) € Q* ,Vk e ¥d(k) € U. Adicionalmente,
para d(k) = 0, x(k) € \X*Q*, ese A < 1, x(k) — 0 para k — oo, assegurando estabilidade
assintotica.

Uma vez que o maior poliedro invariante controlado é obtido, uma lei de controle linear

por partes pode ser calculada para assegurar o respeito as restrigoes (22):
Au(k + 1) = ¢[x(k)] = o[x(k), u(k)]. (2.13)

2.2.1 Admissibilidade do estado inicial

Na subsecao anterior, o aspecto da consisténcia das condicoes iniciais foi mencionado. A
lei de controle da Eq. 2.13 assegura o respeito as restri¢coes no estado e no controle se
o estado inicial satisfaz x(0) € Q*. No entanto, diferentemente dos sistemas lineares na
forma padrao, x(0) pode nao ser consistente, ou seja, pode nao satisfazer as equagoes
algébricas. Nesta situacao, um salto pode ocorrer para k = 0 e o resultado é imprevisivel
devido ao disturbio d(0). Seja x(07) o estado apos o salto. A parte dinamica do vetor
de estados nao experimenta saltos para &k = 0. Isto pode ser verificado pela mudanca
na representacao da Eq. 2.1 para a forma candnica rapida-lenta, na qual as equacoes
algébricas e dinamicas sao desacopladas (13). Assim, x;(07) = x;(0). A parte algébrica

pode ser explicitada a partir de 2.3:
x2(07) = — A5} Agix1(0) — As) Boru(0) — Ay Biod(0). (2.14)

A consisténcia da condicao inicial pode ser tratada a partir da seguinte definicao:

Definicao 2.2. Considere o conjunto €)*, invariante controlado com relagao ao
sistema 2.5. O conjunto de estados iniciais admissiveis € definido como: N,g =
{z(0%) : Ju(0)/ (0") € Q%,Vd(0) € D}, em que Q € a projecio de Q* no espago de

estados.

Agora, seja Q* o poliedro Q* = {[ xI' uT }T Gx+Gu < p}. Além disso, a
projecao no espaco de estados é dada por QF = {x: T,G,x <T,p, T,G, =0, T, > 0}.
Note-se que T}, pela definicao do poliedro €2, é uma matriz de proje¢ao nao-negativa, que
pode ser calculada, por exemplo, utilizando o método de Fourier-Motezkin (31). Neste

caso, o conjunto de estados iniciais admissiveis também é um poliedro, dado pelo conjunto
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T
dos x(01) = [ x7(07) xI(0T) } tal que Ju(0) que satisfaz, YV'd(0) < u:

I

d(0) < p.
— Ay, Az

xT

X1(0+) + {Gm

+ Gu} u(0) + G,

— Ay Ba — Ay By
(2.15)
Uma vez que d(0) nao é medido, sua influéncia pode ser levada em conta considerando

o pior caso, linha por linha, Define-se entao o vetor ¢ tal que:

0

—1
Vd<pu _A22 312

0; = max {Gw

} d. (2.16)

Novamente, o controle u(0) pode ser eliminado por proje¢io ndo-negativa 7' (similar

a T,), resultando no seguinte poliedro em x;:

Ay = {x1(0) : Gx1(0) < p}, (2.17)
em que:
G=TG ! p=T(p—9)
= T _ y P = pP—0),
_A221A21
com T < G, . + G, p = 0. Entao, o conjunto de estados iniciais admissiveis
— A5, B2
¢ dado como:
G 0 b
Awa = { x(0%) xoH < | 2]}, (2.18)
G P

O controle u(0), que assegura que o estado inicial apos o salto pertence a A,q4, pode

ser calculado pela minimizacao de sua norma através de:

s.a. {Gm

Apos a aplicagao do controle, definido por u(0) e Au(k + 1), o poliedro invariante atende

u(0) = arg min [u(0)|?

0
+Gu}u(0)§p_5_Ga:

— Ay, B2

I

_ x1(07T).
*A221A21

a definicdo de D-invariante simples (25), ou seja, para todo x(0) € Q, tem-se x(07) € Q
e x(k) € Q, Yk e Vd(k) € D.

Observacao 2.1. A forma padrao aumentada discutida nesta secao pode ser interpretada
como um caso particular dos cldssicos algoritmos de embaralhamento direto e reverso
de Luenberger (12), com a aplica¢io de avanco em um passo da equagio algébrica. A
vantagem desta formulacdo estd no fato que a solucao da parte algébrica, para k > 1, é
desacoplada de x2(07). Ou seja, garantida a consisténcia da condigao inicial, a forma

aumentada € vdlida para k > 1.
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Figura 2.1: Projecao no espaco de estados do poliedro invariante controlado calculado
com v = 1, juntamente com a trajetoria dos estados.

2.3 Exemplo numérico

Seja por exemplo o sistema, o mesmo utilizado em (24),(25):

1 00 1,2 0 0 0 1 0
E=1010|,A=]| -1 -0,7 -1 |,By= 1 —-11|,B =
000 2 —0,5 —1,2 0,5 2 1

As seguintes restrigoes sao impostas sobre o estado e o controle: |Gsx| < ps, |u;] < 10,7 =

1,2, com
0 1 0,9318 1
Gs=| -1 0 —0,1164 |,ps=1| 2 |. (2.19)
0 0 1

O disttrbio é limitado como |d(k)| < 7. Aplicando-se o algoritmo proposto em (20),
pode ser verificado que o maior poliedro invariante controlado contido no conjunto de
restrigoes, com uma taxa de contracao A = 0,99, é nao vazio para v < Ve = 1,082115.

Nas Fig. 2.1 e 2.2, sao mostrados, respectivamente, o poliedro invariante controlado
para v = 1 projetado sobre o espaco de estados e sobre o espaco do controle; na Fig.
2.1, também é mostrado o poliedro dos estados inicias admissiveis, contido na projecao.
Constata-se que o poliedro original das restri¢goes sobre o estado é invariante controlado.
Tais resultados se mostram melhores do que aqueles obtidos utilizando-se uma lei de
controle por alocagao de polos proposta em (24),(25), para a qual v, = 0,208815. Uma

lei de controle linear por partes que assegura o respeito as restri¢oes pode ser determinada
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Figura 2.2: Projecao no espago do controle do poliedro invariante controlado calculado
com v = 1, juntamente com a trajetoria do controle.

como em (22). Entretanto, para este exemplo em particular, com v = 1, a invariancia de
2 sob as restri¢oes pode ser conseguida através de uma lei de controle linear Au(k+1) =
Fx(k) = Fiz(k) + Fou(k) calculada por programacao linear como em (32),(33), o que
conduz a
. [ —1,5301 —0,0909 0 —0,8129 —1,4176 ]
—0,2509 0,0103 0 —-0,0212 —2,0263

O sistema aumentado em malha fechada possui: (i) 4 autovalores nulos e (ii) 1
autovalor igual a 0,0766. Isto confirma a estabilidade do sistema em malha fechada.

Uma simulagao foi realizada com x(07) = [ 1,649 —0,2354 0 ]T. O controle inicial
u(0) foi entao calculado de forma a garantir x(07) € Q*Vd(0) € D resultando em
u(0) = [ —0,1198 —1,5779 ]T e para d(0) = 1 (um cenério de pior caso) x(0") =
[ 1,649 —0,2354 1 }T. A trajetoria simulada com um distirbio aleatério é ilustrada

nas Figs. 2.1 (estado) e 2.2 (controle).

2.4 Invariancia controlada por realimentacao de saida

e um estudo de caso

2.4.1 Invariancia controlada por realimentacao de saida - I.C.R..S.

Nesta secao, uma descricao sumaria sobre as condicoes para i.c.r.s. de um poliedro é
apresentada, bem como a extensao destes resultados para sistemas descritores com énfase

em suas peculiaridades.
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Seja o sistema linear :

x(k + 1) = Ax(k) + Byu(k) + Bid(k),

(2.20)
y(k) = Cx(k) +n(k),

com y € R! a saida medida e n € R’ ¢ o ruido de medigao limitado como |n| < 7.
Considere agora o conjunto das saidas admissiveis associado ao poliedro Q, = {x :
Gz < p}:
V(. n)={y: y=Cx+nforxeQ,, n: |n <n} (2.21)

V(Q.,7) C R! & o conjunto, também fechado e convexo, de todos os valores de y que
podem se associar com x € €2,. Logo, se x(k) € €, entao y(k) € Y(Q,,7).
Para cada y € R! pode-se associar o seguinte conjunto de estados 7-consistentes com

uma dada medida:
Cly) ={x:Cx=y—n,n <n}

A invariancia de 0, com a realimentacao de saida é definida como:

Definicao 2.3. O poliedro (), € dito invariante controlado por realimentacdo de saida
(i.c.x.s.) em relagao ao sistema 2.20 seVy € Y(Q,,7), Ju € V : G.(Ax+Bou+ Bid) < A\p,
Vd e D and Ve e Q, NC(y), com 0 <\ < 1.

Quando Q, ¢é i.crs., se x(k) € €, entdo existe uma lei de controle u(y(k)) € U,
calculada a partir da medida no instante k, tal que x(k + 1) € €, Vk. Neste caso, se
(), esta contido no conjunto de restrigoes sobre os estados, entao as restrigoes podem ser
satisfeitas por realimentacao de saida.

O mesmo esfor¢o de controle u deve funcionar para todo d € D; e para todo x € ()
consistente com a medicao y, a definicao anterior pode ser reescrita na forma: o poliedro

Q, éi.c.rs. se

G,B A\p— 0
vyey, qu: | P9 |4 u< | , (2.22)
0 U )
em que
(Si = HlCEILX GmBld
s.a. vVd< pu.,
0;(y) = G AC(y), (2.23)

com
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&(y) = arg max G Ax
sa. Gex < p, |Cx—y|<7.
Os termos ¢; e 9; modelam, respectivaente, o pior caso devido ao conjuntos dos estados
consistentes com uma dada saida (medida), e o pior caso devido & incerteza no valor do
disturbio.
Considera-se ainda a matriz nao-negativa T' = [tT wT] € R™*9, cujas linhas formam
G.B

U
Aplicando-se o lema de Farka’s ((31)), a condi¢ao 2.22 pode ser reescrita como: Vy € Y(€2),

Vi=1,...,n.,:

um conjunto gerador minimo do cone poliédrico definido como: [T wT] = 0.

K V%][¢(()Y)]§[ﬂ WJ[AP_(S]. (2.24)

v
O resultado central em (30) ¢ o teorema:

Teorema 2.2. O poliedro 0, = {x : Goz < p} € i.c.r.s. com taza de contragio X se, e

somente se, Vi =1,--+ n,:
g A g
D TG AG < () Ti(Moj — 65)) + Wi, (2.25)
j=1 j=1

A I.C.R.S. do conjunto €2, pode ser verificada pela solucao de n, problemas de
programacao linear (PL):

g
€; = max TGy ALY
v.E jzl T (2.27)

s.a.: G80 <p, |CE —y| <1,

Assim, Q, é i.crs. com taxa de contragdo A se e somente se ¢; + (3_9_, Ti;0;) — Wyv <
Qo1 Tij) Aoy, Yi=1,...,n,.

Conforme ¢ demonstrado em (30), o nimero méaximo de varidveis necessario para
calcular ¢; ¢ somente (m+1).n+p, o que torna as PLs (2.27) trataveis computacionalmente.

Uma lei de controle online que impoe o respeito as restricoes pode ser calculada como:

u(y(k)) = argmin ¢
u(k) (2.28)
sa. o(y(k)) +G.Bu<ep—0, Uu(k)<w.

com ¢(y(k)) dado por 2.23.
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Esta lei de controle age no sentido de otimizar a contracao um passo a frente para
a trajetoria dos estados com rela¢do ao poliedro i.c.r.s. 2. O célculo u(y(k)) requer a
solu¢do de g PLs com n variaveis e g + ¢ restrigoes (2.23) mais a PL (2.28) com m + 1

variaveis e g + v restricoes.

2.4.2 Extensao aos sistemas descritores

Considera-se agora o sistema descritor linear, sujeito a distirbios e ruido de medigao dado

por:

Ex(k+1) = Ax(k) + Byu(k) + Bid(k) (2.29a)
y(k) = Cx(k) +n(k) (2.29b)

Considera-se ainda a forma aumentada 2.5 desenvolvida na Se¢ao 2.2:

B; By
MM+[1‘ 0]

Au(k+1)=u(k+1) —u(k),
juntamente com os poliedros 2.9 e 2.10, que caracterizam as restricoes nas variaveis de

A By + Bs

x(k+1)= ;

Au(k+1)+

estado e no controle e os limites no distirbio. A equacao de saida pode ser estendida
¢ o] [xm ] [aw
u(k) 0

0 7 . O conjunto de saidas admissiveis
induzido por 2 é dado por:
C 0
0 I

37(9)2{ N[E]GQ, Inlén}-

Com base nestas premissas, o desenvolvimento que resulta no Teorema 2.2 pode ser

para a forma: y(k) =

n

Ly = +

<

u

estendido diretamente para o sistema descritor 2.5, substituindo-se adequadamente as

matrizes correspondentes.

T
Observacao 2.3. Quando 2 € i.c.s.t., se o estado [ z' (k) ul'(k) ] pertence a €,

T
entao eriste Au(k +1) € U tal que | ' (k+1) ul(k+1) } € Q. Pode ser observado
que Au(k + 1) € escolhido com base em yY(k). Neste sentido, a realimentacdo pode ser

considerada como do tipo atrasada.

Observagao 2.4. O controle Au(k + 1) afeta o estado imediatamente no instante k + 1.
Esta € uma caracteristica de um sistema descritor, associada com o acoplamento entre o

estado e as varidveis de entrada.
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Observacao 2.5. Nao hd, até o presente momento, um procedimento sistemdtico
para o cdlculo de um poliedro i.c.r.s; entretanto, poliedros invariantes controlados por
realimentacao de estado, com pequenas taxas de contracao podem ser i.c.r.s. com A maior,

o que pode ser pode ser verificado com as condicoes do Teorema 2.2.

2.4.3 Estudo de caso em um sistema de tanques interligados

(controle de nivel)

Uma plataforma experimental para controle de nivel (34) mostrada na Fig. 2.3 foi
utilizada para a configuragdo de um modelo descritor linear, a partir do esquema da Fig.
2.4 em torno de um ponto de operacao. A plataforma é equipada com transmissores
de nivel baseados em pressao nos tanques 1 e 2, e o atuador é um conjunto moto-
bomba mais conversor de frequéncia. Toda a comunicacao é feita por rede ethernet,
e os comandos podem ser realizados por meio de uma estagdo de trabalho (PC) com
especificagao: Intel(R) Core(TM) i7 CPU @ 2.67GHz, 4Gb memoria RAM. A ferramenta
OPC MATLAB (©) interage com um controlador logico programével da Allen-Bradley (©),
e desta forma é possivel o controle com arquivos escritos diretamente em MATLAB. O

modelo incremental para os volumes dos tanques no esquema da Fig. 2.4 é dado por:

Eq,(t) = Aq,(t) + Bu,(t), (2.30a)
y(t) = Cq,(t) + na(t). (2.30b)
T
com q, = [ Ga1 Ga2 (a3 } é o vetor de estado consistindo dos volumes absolutos nos
1 00 —k 0 0
tanques, u, ¢ a vazao absoluta da bomba, £ = | 0 1 0 |, A = ki —ky O |,
000 1 1 1

B = [ 1 00 }T, a matriz de saida C depende dos niveis que sao medidos, e n(t)
é o ruido de medigao. Este modelo é de um sistema descritor, singular, e a equacao
correspondente a terceira linha pode ser facilmente justificada pelo principio do balango
de massa, desde que o sistema nao recebe nem tem demanda de material para o meio
externo (35),(36):

Qa1 (t) + qa2(t) + qu3(t) = 0 (2.31)

O modelo dado pela Eq. 2.30 utiliza varidveis em valor absoluto. Serd demonstrado em
seguida que mudancas de escala sao necessérias, levando em consideragao que as variaveis
no sistema sao dadas em valores relativos. Para extragao dos parametros do modelo,

tanto o tanque 1 como o tanque 2 foram submetidos a ensaios de resposta ao degrau. Um
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Figura 2.3: Plataforma experimental.

degrau de +5% na vazao de entrada do atuador foi aplicado a partir do ponto de operacao
para o ensaio do tanque 1, enquanto um degrau de -10% (+5% para -5%) foi utilizado no
tanque 2. Para uma correta calibracao do modelo, as seguintes equagoes com as variaveis

em valores relativos foram consideradas:

¢1(t) = Ky u(t) — krqa (1), (2.32a)
G2(t) = Ku,u(t) — kaga(1). (2.32b)

Nas equagoes anteriores, os parametros k,, € k,, sao utilizados para escalonar
corretamente e tornar compativeis a velocidade da bomba e os volumes nos tanques, que
estao em valores-base diferentes. Os seguintes valores numéricos aproximados sao entao
obtidos dos ensaios: k,, = 0,0190s7!, k,, = 0,0059s71, k; = 0,0104s7 ! e ky = 0,0042s 1.
Adicionalmente, os tanques 1 e 2 tem parametros geométricos diferentes: a relagao entre

as seccoes transversais ¢ Dy = g—ng, e entre as alturas, Hy = 2H;; assim, um dado volume

D2Hy
DZH,

o volume percentual do tanque 1. Os volumes nos tanques 1 e 2 sao medidos, mas nao hé

no taque 2 deve ser escalonado por um fator ~ 2, 3328, para termos como referéncia
sensor no tanque 3. Entao, a equacao algébrica do balanco de massa, referida ao tanque
1 pode ser adotada:

q1 +2,3328q2 + g3 = 0. (2.33)
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Tanque 2

Figura 2.4: Sistema elaborado com trés tanques.

Como comentario final, pode-se notar que ao acoplar a saida do tanque 1 para

. , s K
alimentar o tanque 2, é necessirio escalonar o termo kiqi(t) pelo fator —2. Agora, o
v1

modelo linearizado em variaveis relativas ¢ dado por:

100 Gi(t) —0,0104 0 0 Q1(t)
01 0| dq@|=] 0003 —00042 0| | q) |+
000 Gs(t) 1 2,3328 1 g3(t)

0,0190

0 u(t).

0

Na Fig. 2.5 sao mostradas as respostas experimental e simulada dos volumes dos
tanques 1 e 2, a uma seqiiencia de degraus de +5%, —10% em que se observa que o

modelo é bastante consistente e pode ser utilizado no projeto dos controladores.

2.4.4 Resultados de I.C.R..S.

Sao mostrados a seguir resultados de simulacdo e experimentais utilizando i.c.r.s. Um
periodo de amostragem Ty = 3s foi utilizado. As restri¢des consideradas sao |¢;| < 9,

lga| <7, |g3] < 25,33, |u| < 15. O sistema na forma aumentada resulta em:
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Sistema real

=2
Modelo
_5 L e s T
10 i i i 1 1 i i i !
0 a0 200 300 400 o00 GO0 Fao 800 900 1000
ti=)
10 T T T T T T T T T

1 i i 1 1 ] i i ]
0 100 200 300 400 500 BOO 700 800 900 1000
t(s)

Figura 2.5: Respostas do sistema e do modelo identificado para uma sequéncia de degraus
de +5%, —10%.

Catk+1) ] [ 09692 0 0 0,050 | [qam ] o]
k42 0,0095 0,9876 00,0003 k 0
q(k+2) _ q2(k) I Auk +1).
gs(k + 3) ~0,9915 2,3038 0 —0,0566 | | g¢3(k) 0
u(k + 1) 0 0o 0 1 u(k) 1

O poliedro que define as restricoes nao é invariante controlado, mas pode-se calcular
o méaximo invariante controlado contido neste utilizando, por exemplo a metodologia
descrita em (20). Uma taxa de contragdo A = 0,95 foi utilizada.

A condicao de i.c.r.s. para o poliedro obtido foi verificada com a equacao de saida:

N n(k)
o |

quando duas matrizes C' foram consideradas: C' = I (medi¢do completa dos estados,

cC 0

y(k) = 07

[ q(k)
u(k)

mas com ruido) e C' = [ 010 } (apenas ¢o ¢ medido), com ruidos, respectivamente,

In(k)] < 10,2 0,2 0,667 ]T - a terceira entrada do vetor foi adotada com base na
equagao algébrica - e |n(k)| < 0,2. O poliedro resultou i.c.r.s. com taxas de contragdo
A=0,9536 e A = 0,9884, respectivamente para C' =1 e C' = [ 010 ]

O controle Au(k + 1) foi calculado online a partir das PLs 2.23, 2.28 com as matrizes

apropriadas do modelo aumentado.
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T
A condigao inicial q(0) = | —7,069 —1,176 9,803 | , u(0) = 15 foi adotada no

experimento com medic¢ao de todos os estados.

Na Fig. 2.6 sao mostradas a trajetoria dos estados e a projecao do poliedro invariante
sobre o espaco de estados. E possivel observar a boa concordancia entre os resultados
simulados e experimentais, com total respeito as restricoes. Na Fig. 2.7 ¢ ilustrado o
esforco de controle nesta situacao.

E interessante destacar a tendéncia no esforco de controle. Tal tendéncia ilustra o fato
de a solugao da PL (2.28) ser uma func¢ao afim por partes de y(k), u(k).

O experimento com ¢o sendo a tnica medicao foi feito com a condigdo inicial q(0) =

—5,827 —1,423 9,146 }T, u(0) = 15. Novamente, uma boa concordancia entre os
resultados de simulacao e experimentais pode ser observada. Os resultados sao mostrados

nas Figuras 2.8 e 2.9.

3

Figura 2.6: Poliedro com trajetéria do estado para ilustracao de invariancia controlada
com medigao de todo o estado: simulado (preto) e experimental (vermelho).
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Figura 2.7: Esfor¢o de controle com medigdo de todo o estado: simulado (preto) e

experimental (vermelho).

b3
==
[}
‘:\
Sy
\f’
Ay

T
/

Figura 2.8: Poliedro com trajetéria do estado para ilustragao de invariancia controlada
com medigao ¢o: simulado (preto) e experimental (vermelho).
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Figura 2.9: Esfor¢o de controle com medigdo de ¢o: simulado (preto) e experimental
(vermelho).

2.4.5 Comentarios adicionais

Sistemas descritores regulares possuem restricoes algébricas envolvendo as varidveis de

estado, o distturbio, quando existe, e o controle, dadas por:
0 = A21X1 (0) + A22X2(0> -+ B22u(0) + 312(1(0) (234)

Desta forma, as condicOes iniciais devem ser consistentes com estas restricoes, como ja
discutido na Secao 2.2. Os resultados apresentados sobre as condicoes iniciais admissiveis
pode ser facilmente estendido ao caso de realimentacao de saida. No sistema do estudo
de caso, a equagao algébrica depende apenas das varidveis de estado e nao hé disturbio,
e desta forma a inicializacao do controle é livre.

Na estrutura de controle proposta, o calculo da lei de controle u(k + 1) é feito com
base na medicdo y(k) e na controle u(k) atuais. E importante comentar que se u(k) ndo

for considerado como uma saida, entao o poliedro calculado deixa de ser i.c.r.s..

2.5 Regularizacao de sistemas descritores sob restricoes

2.5.1 Preliminares

A definicao de regularidade de sistemas descritores e suas implicacoes foram brevemente
introduzidas no capitulo 1. Outra definicao importante para sistemas de tempo discreto
é a de causalidade, que é estreitamente relacionada a definicao de imunidade a impulsao

no caso continuo. Um sistema descritor é dito admissivel, isto é, representa o modelo
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de algum sistema fisico, se for causal. No caso de tempo continuo, esta definicao é
controversa, e ¢ um argumento aberto em duas vertentes, uma pela nao admissibilidade e
outra pela admissibilidade. Para sistemas lineares na forma padrao, uma interessante nota
filosofica pode ser encontrada em (37) - ver se¢ao 2.6, pp. 34-35. Nela, uma discussao
sobre o operador derivada e sua realizagdo (causalidade) é trazida do ponto de vista
de sua aproximagdo, se para frente (¢ + A) ou para tras (t — A). Um problema de
interesse crescente na literatura é a chamada regularizacao de sistemas descritores: dado
um sistema descritor ndo-regular (ou nao-causal), determinar em que condi¢oes existe uma
lei de controle que torna o sistema causal e, por conseqiiéncia, regular. O caso de tempo
continuo é largamente explorado, e diversas contribuigoes sobre condicOes necessarias
e suficientes sao bem estabelecidas, por exemplo, utilizando realimentagao de estados
(15),(38), realimentacao de saida (39),(40),(41), realimentacao da derivada dos estados
(15) e realimentacdo PD (proporcional+derivativa) (42),(43). Para sistemas de tempo
discreto, uma quantidade relativamente pequena de trabalhos aborda a regularizacao.
Dentre alguns exemplos, destaca-se o uso de LMIs em (44) e (45). Quando o problema ¢é
associado simultaneamente com controle sob restricoes, tem-se uma linha que representa a
fronteira do conhecimento para esta classe de sistemas. Uma das raras contribuicoes a este
problema pode ser vista em (26), que utiliza realimentacdo de estados linear, portanto,
com solugoes conservadoras, através do conceito de conjunto positivamente invariante.
Neste contexto, esta secao tem o obetivo de apresentar alguns estudos e observagoes
a respeito da possibilidade da solucao do problema de regularizacao com simultaneo
respeito a restrigoes utilizando técnicas de invariancia controlada. Serd apresentado um
sumario dos principais resultados para o problema da regularizacao por realimentacao
de estados e de saida, e a seguir, alguns exemplos serao tratados a partir da proposicao
de uma lei de controle mista com uma parcela linear no subestado algébrico um termo
livre, possivelmente nao-linear. Para estes estudos, sera utilizada a estrutura aumentada

proposta na segao 2.2.

2.5.2 Regularizacao

Sem perda de generalidade, considere o sistema descritor na forma:
Ex(k+ 1) = Ax(k) + Bou(k), (2.35)

com as matrizes na forma
I, 0 A A
o q A= 11 12
0 0 Ay Ag

) 2 =
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Conforme mostrado no capitulo 1, este sistema descritor é regular se det(zFE — A) #
0. Adicionalmente, para que se possa atribuir um sentido fisico ao sistema, ou seja, a
possibilidade de realizacao, o sistema deve ser causal, isto é, grau [det(zE — A)| = p(E).
Ainda no capitulo 1, foi discutida a importante propriedade que descreve que todo sistema
descritor causal é também regular.

Sistemas nao-regulares tem uma importancia mais teérica, mas do ponto de
vista pratico, sistemas descritores nao-causais podem ser obtidos, por exemplo, pela
discretizacao de sistemas descritores de tempo continuo impulsivos (46),(47). Neste
contexto, o problema de regularizacao pode ser descrito como: dado um sistema descritor
nao-regular ou nao-causal, determinar uma lei de controle, fun¢ao do estado ou da saida,
de forma que o sistema em malha fechada seja causal. E importante destacar que, a
solucao deste problema para o caso discreto implica na solucao do problema do caso
continuo tornando o sistema livre de impulsao.

Seja o estado do sistema x(k) = [ xT(k) xI(k) T. A lei de controle:
u(k) = Foxa(k) + w(k), (2.36)
leva o sistema para a forma:
[I 0][x1(k+1) [xl(k)]+
00| xo(k+1) x2(k)

Claramente, o sistema ¢é regularizavel se e somente se JFy @ det(Ag + ByFs) # 0.

A Aip+ By Fo
Agy Ay + BpFo

B
Bsy

w(k). (2.37)

Em (45), condi¢oes necessérias e suficientes via LMIs para regularizagao utilizando uma
lei de controle nesta forma sao estabelecidas, bem como a parametrizacao de todos os
controladores regularizantes na forma da Eq. 2.36.

Uma vez que o sistema ¢é regularizado, ¢ possivel aplicar as técnicas descritas
na secao 2.2 para o projeto sob restricoes por invaridncia controlada. Entretanto,
o conjunto de ganhos regularizante é um dominio certamente infinito, o que leva a
imaginar-se de que forma a escolha de um ganho especifico dentro deste dominio afeta
o calculo do maior invariante controlado. Estabelecer uma correlacao entre o ganho
reagularizante Fs e as condicoes de invariancia controlada de forma analitica é uma tarefa
possivelmente insolavel para um problema geral, mas algumas situacoes peculiares podem
ser investigadas do ponto de vista numérico.

Seja o sistema da Eq. 2.36, com a adicao de uma perturbagao, nao-regular ou nao-
causal. O sistema é, por hipotese, regularizavel pela realimentacao linear do subestado

Xs. Assim, a forma padrao aumentada resultante é dada por:
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x1(k+1) A1n — A2 ALy An 0 Ba1 — A12A5,) Bas x1(k)
[ x2(k+ 1) ] = | —AL Asi(A11 — A12A Az) 0 —AL) [A21(321 — A12A5) Bao) + BQQ] |: x2 (k) ] +
v(k+1) 0 0 I w(k
0 By1 — A12A521312 0
[ —A3; B | Av(k+1)+ { —ASs 1 Ao (B11 — A12AS) Bia)  —Ay, Bio ] d(k),
I 0 0

onde Ay = Agy + BypFy. A proxima subsecio é dedicada ao estudo de algumas situacoes

de interesse.

2.5.3 Analise de exemplos especificos de regularizacao com

restricoes

Trés exemplos sdao analisados, levando em conta: (i) restricoes no vetor de estados e

controle irrestrito (ilimitado); (ii) restri¢des nos estados e no controle.

Exemplo A

O primeiro sistema tem as matrizes a seguir:

10 1 1
E: ,Blz .
00 1 0

A perturbacao ¢ limitada tal que |d(k)| < . As restri¢oes no estado e no controle sao:
2 1 12
IR A Y

A lei de controle que assegura a regularizacdo ¢ u(k) = Fyxo(k) + w(k). Pode-se

1
5 0
,A: 2 0 782:

1
5

Q, ={z: |Gezx| < ps}, Gp =

lu| < w.

verificar que esta lei de controle regulariza o sistema para F, € R*. E importante observar

que, no presente exemplo e nos demais, para sistema aumentado, a restri¢ao |Fyzo+v| < g

deve ser acrescentada ao poliedro no espaco aumentado
w

Variou-se entao Fy no intervalo [—20,20] a fim de verificar o efeito no maior poliedro
invariante controlado. Os seguintes cenarios foram simulados, para uma taxa de contracao

A =0, 95:

e Considerando voo, ou seja, sistema sem restricao no controle, observa-se, para v <
0,56, que a projecao do poliedro sobre o espaco de estados tem area .S, constante,

conforme a figura 2.10.
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e Considerando v = 1, observa-se que a area S, da projecao do maior poliedro
invariante controlado varia com o ganho regularizante, na forma de uma funcao com
simetria par. Esta funcao apresenta também uma dependéncia com o a amplitude

méaxima da perturbacao ~y, conforme pode ser observado na figura 2.11

Figura 2.10: Area da projecio no espaco de estados do maior poliedro invariante para o
exemplo A, sem restricao no sinal de controle .

Figura 2.11: Area da projecio no espaco de estados do maior poliedro invariante para o
exemplo A, com restri¢io no sinal de controle |u| < 1, e diversos valores de amplitude
méaxima da perturbacao d(k).
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Exemplo B

Este exemplo ¢ visto em (26), cujas matrizes sao:

100 0,2 0,4 -0,3 1 0
E=]010|,A=| 20 1,0 05 |,B=|05]|,Bi=]0
00 0 —0,4 —0,5 0,0 1,0 0

Note que este sistema é regular de acordo com a definicao 1.1, porém, é nao causal,
pois Ass = 0. Entao, o conceito de regularizacao discutido no presente capitulo pode ser

aplicado. As restri¢coes no estado e no controle tem forma semelhante ao exemplo A, com:

20 40 0 100
4 8 40 100
lu| <w.

Novamente, é possivel verificar que o sistema em malha fechada com o controle u(k) =
Foxo(k)+w(k) serd regular para todo F, € R*. A taxa de contragao escolhida foi A = 0, 8.
Variando-se entao ks no intervalo [—20, 20], obtém-se a familia de curvas da figura 2.12,
para variados limites na restricao v do sinal de controle. Novamente, observa-se um
comportamento similar ao do exemplo A, onde o volume da projecao do maior poliedro
invariante contido nas restrigoes é invariante no caso sem restricao no controle. Quando
uma restricao ¢ imposta, observa-se entao uma dependéncia do tamanho da projecao com

o ganho regularizante.

Figura 2.12: Volume da projecao no espaco de estados do maior poliedro invariante para
o exemplo B, para diversos valores de amplitude méaxima da controle u(k).
Exemplo C

Este exemplo ilustra um caso multivariavel, adaptado de (45). As matrizes do sistema

sSao0
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100 2,4 0,2 0,0 0 1 1 0
E=l010]|,A=|-0,8 1,1 0,0 |, B,=|1 -2 =2 |, B =1]0
00 0 0,0 0,0 0,0 1 2 1 0

A restricao no estado e no controle é definida pelas matrizes:

0,1746 —0,5833 0,1139 1
Gy, = | —0,187 2,1832 11,0668 |, p-= | 1|,
0,725 —0,1364 0,0593 1
Juj| < v

Para uma taxa de contracdo A = 0,25, foram simulados 200 ensaios gerando ganhos
regularizantes aleatorios ky € R'3, e o volume da projecao do maior poliedro invariante
controlado foi calculado para cada ensaio. A figura 2.13 mostra o volume da projecao em
funcao da norma do ganho regularizante, e é possivel notar que, para o caso com restri¢oes
no controle, existe uma faixa para a norma do ganho para o qual & projecdo é a maior

possivel.

<

S E

< =

2
117211

Figura 2.13: Volume da projecao no espaco de estados do maior poliedro invariante em
funcao da norma do ganho regularizante para o exemplo C, para diversos valores de
amplitude maxima da controle u(k).

2.6 Comentarios conclusivos

Neste capitulo, a extensao de resultados de invaridncia controlada de poliedros foram
estendidos para sistemas descritores singulares e causais. Tal extensao foi possivel a
partir da transformacao das equacgoes do sistema para uma forma padrao aumentada,
na qual o controle é também tratado como varidvel de estado e o seu incremento um

passo a frente passa ao papel de sinal de controle. Também foi feita a caracterizacao
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da inicializagao do sistema, que apresenta particularidades nao presentes nos sistemas
padrao. A nova forma aumentada foi entao utilizada no projeto de controle sob restri¢oes
dadas por poliedros em um exemplo de simulacao para realimentacao de estados e em um
estudo de caso experimental para realimentacao de saida. Os resultados confirmaram o
mérito da abordagem proposta.

Ainda, com base na nova forma padrao aumentada introduzida, foi apresentado um
estudo preliminar do problema de regularizagao de sistemas descritores de tempo discreto,
com simultaneo respeito a restricoes no estado e no controle. Tal estudo foi feito por meio
de simulagoes numéricas, tomando como parametros de observagao o ganho regularizante
(caso monovariavel) ou sua norma (caso multivariavel) e seu impacto no maior poliedro
invariante controlado, por meio da observacao da &rea ou volume de sua projecao no
espaco de estados. Este ¢ um indicador interessante, devido ao fato que o maior poliedro
invariante controlado sempre esta contido nas restricoes, ou seja, projecoes com 0 mesmo
volume ou area certamente serao iguais, ao passo que uma diminui¢ao deste indicador
significa um poliedro menor. As observacoes feitas dao indicios de duas importantes

possibilidade, porém de dificil prova analitica:

e a projecao do maior poliedro invariante no espaco de estados parece ser invariante

com o ganho regularizante para sistemas com controle sem restricoes.

e para problemas com restri¢coes, existe uma faixa de ganho regularizante para a qual o
maior poliedro invariante controlado tem o (hiper)volume de sua projegao no espago

de estados o maior possivel.

Com base nestas observacoes, seria verossimel concluir que, para um dado problema
especifico, pode ser possivel determinar o ganho regularizante 6timo com respeito ao

(hiper)volume da proje¢ao estudada.



Capitulo 3

Conjuntos Invariantes Condicionados e

Estimacao de Estados

3.1 Preliminares

O problema da observacao da estado desempenha um papel central na teoria de controle
de sistemas e aplicagoes. A técnica de realimentacao de estado, muitas vezes é aplicavel
devido ao desenvolvimento de observadores de estado. A primeira grande contribuicao
sobre o tema pode ser vista nas obras de Luenberger (48),(49),(8) e tantos outros foram
publicados, que ajudaram a consolidar o tema. No caso de sistemas descritores, a
questao ¢ um pouco mais dificil, devido ao fato de que a nocao de observabilidade difere
consideravelmente em relagao aos sistemas na forma padrao. Importantes contribuicoes
em estimacao de estados e projeto de observadores podem ser encontradas em varios
trabalhos (50),(51),(52),(53),(54). Por outro lado, o interesse de observadores que
apresentam a capacidade de delimitar erro, lidando com os disturbios na planta e ruido de
medicao, tem sido crescente nos tltimos tempos. Algumas importantes contribuigoes sobre
desacoplamento/atenuacdo de perturbagdes em observadores/filtros podem ser vistas em
(55) e (56). O uso de invariancia de conjuntos para a limitagao de erro de observagao
foi introduzida e melhorada nos trabalhos (57),(58) e (59). Neste capitulo, a invariancia
condicionada de conjuntos poliédricos para os observadores com forma padrao no espaco de
estados é estendida para os do tipo descritor. Um observador descritor é entao proposto,
com uma lei de injecao de saida adequada com um termo estatico e outro atrasado,
que impoe ao erro o confinamento a tal poliedro invariante. A idéia é semelhante &
utilizada na secao anterior, onde a equacao de estado foi re-escrita para uma forma padrao
equivalente, com a finalidade de se projetar controle sob restricoes baseado em conjuntos
invariantes. Exemplos numeéricos sao apresentados para confirmar a eficicia do observador

proposto. Um estudo de caso, utilizando a plataforma experimental descrita no capitulo
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2, é apresentado de forma a consolidar melhor as contribuicoes apresentadas.

3.2 Observadores de estado com limitacao de erro

3.2.1 O problema da estimagao de estado

Seja 0 modelo de um sistema descritor linear invariante no tempo, sujeito a ruido de

medicao na saida, dado por:

Ex(k+1) = Ax (k) + Bid (k) (3.1)
y(k) = Cx(k) +n(k),

em que x € R"™ é o vetor de estados, d € RP é um distirbio, y € R é asaidaen € R é um
ruido de medicao. Sem perda de generalidade, considere-se tal sistema descritor causal

com as seguintes matrizes:

I0
, A=
00]

O problema de obter um observador de estados (estimador) consiste em construir um

All A12
A21 A22

Bll
BIQ

E= , B = . (3.2)

sistema dinamico, padrao ou descritor, de tal forma que, para o caso nao perturbado
(d(k) = 0 e n(k) = 0) o vetor de estado estimado x(k) resultante deste modelo
obedega klgg@ [x (k) —x (k)] = 0. Diversos trabalhos tratam deste problema, e algumas
contribuigoes importantes podem ser encontradas na forma de observadores padrao ou
descritores de tempo discreto (51), e ainda observadores descritores de tempo continuo
ou discreto do tipo PD (proporcional-derivativo) (52), e também observadores descritores

proporcional-integral de tempo continuo (53) e de tempo discreto (54).

3.2.2 Conjuntos invariantes condicionados

Nesta secao, trataremos do conceito de invariancia condicionada e toda sua construcao
para sistemas lineares na forma padrao. Serd visto em seguida que toda a teoria
apresentada pode ser facilmente estendida ao observador descritor proposto, quando seréd
provado que o mesmo tem uma forma padrao com algumas caracteristicas adicionais.
Todos os conceitos apresentados sdo baseados nos trabalhos (57),(58),(59), nos quais
podem ser encontradas descricoes mais detalhadas.

Seja o sistema linear, invariante no tempo, sujeito a ruido de medicao e perturbacoes

limitados em amplitude na forma padrao:
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x (k+1) = Ax (k) + Byd (k) (3.3)
y(k) = Cx(k) + n(k),

e um observador de ordem completa dado por:

x(k+1)=Ax (k) — v(z(k)) (3.4)
y(k) = Cx(k),

onde v(z(k)) é uma lei de injecao de saida. Definindo-se o erro de estimagao de estado

como e(k) = x(k) —x(k) e z(k) = y(k) — y(k), tem-se a seguinte equacao de estado para
0 erro:

e(k+1)=Ae(k)+ Bid (k) +v(z(k)) (3.5)

z2(k) = Ce(k) +n(k).
O ponto de partida ¢ a definicao de invariincia condicionada de um conjunto compacto

2 C R™. Considera-se que disturbio d é suposto limitado e pertence ao conjunto compacto

D C R", e o ruido de medigao ao conjunto N' = {n : |n| < 7j}.

Definicao 3.1. Dado 0 < X\ < 1, o conjunto 2 C R", € dito invariante condicionado
A-contrativo com relagdo ao sistema 3.5 se Ve(k) € Q, Ju(z(k)) tal que e(k + 1) €
AQ,Vd(k) € D,vn(k) € N.

Sendo 2 um conjunto compacto definido no espaco do erro de estimagao, cujo interior

contém a origem, tal conjunto induz o seguinte conjunto de saidas admissives:
Z(Q,n)=4{z:2=Ce+mn,ecQ,|n <7}
O conjunto dos erros de estimagao 7j-consistentes com cada z € Z (Q2,7) é dado por:
€(z) ={e:Ce=2z—n,[nl <7}

Com estas consideracgoes, a defini¢ao 3.1 pode ser enunciada como segue: um conjunto
0 C R", é dito ser invariante condicionado A-contrativo em relacao ao sistema 3.5 se
Vze Z(,7),3v: Ae+ Bid+v € XQ,Vd € D, Ve € £(z) NS

Sejam agora €2 e D poliedros convexos compactos cujo interior contém a origem:

N={e:Ge<p}, D={d:Vd < pu}.
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O conjunto de saidas admissiveis Z (2,7) é um segmento de reta em R dado por:
Z(n)={z:2=Ce+ne:Ge<pn:|n <n}

Pode-se notar que €) serd invariante condicionado A-contrativo se e somente se, Vz €

Z(0,7)
Iv:G(Ae+ Bid+v) < A\p,Ve,n:z=Ce+n,Ge <p,|n <7,VdeD.

Serao resumidos agora os principais resultados sobre invaridncia condicionada de

poliedros vistos em (57),(58) e (59). Considere os vetores ¢(€2, z) e ¢:

$i(2, z) = max,, G;Ae
sa. Ge <p|n| <n,Ce+n=z< Ge<p,l|Ce—z| <7.

6i = ImaXqg GzBld
sa. Vd < p.

Em termos destes vetores, a condicao para invariancia condicionada é dada por:
Iv(z) : p(2,2) + Gv(z) < Ap — 6.

Esta condi¢ao pode ser numericamente dificil de verificar, dado que a funcao ¢(£2, z)
¢ concava e afim por partes. Esta dificuldade pode ser superada pela utilizacao da
representacao externa de  baseada em seus vértices e/, j = 1,2...,n,. Para cada vértice,
dois pontos de quebra de ¢(f2, z) estio em: 2/ = Cel — 7 e zfr = (e’ + 7. Entao,
¢ possivel definir o seguinte conjunto Z(Q,7) = {z : z = 22,z = 2,j = 1,..,n,}
com cardinalidade n,. O teorema a seguir fornece uma condicao necessaria e suficiente

numericamente tratdvel para invariancia condicionada de poliedros (59):

Teorema 3.1. O poliedro Q2 = {Ge < p} € invariante condicionado \-contrativo se e

somente se:
Ve=1,...,n.,3v(z) : ¢(Q, 2°) + Gu(z*) < A\p — 6.
Este resultado vem do fato de que ¢(£2,2) é afim no intervalo [2¢, 2*!]. Desta forma,
a verificacao da condicao pode ser feita através da solucao dos seguintes problemas de
programacao linear:

€(z¢) = mine (3.6)

&,V

sa. o(Q,2) +Gv<ep—06, L=1,2,...n,.

Q) ¢ entdo invariante condicionado se V¢, e(2) < .
No caso em que os poliedros 2 e D sao simétricos em relagdo a origem, o seguinte

lema fornece uma condi¢ao necessaria para invariancia de €



Capitulo 3. Conjuntos Invariantes Condicionados e Estimacao de Estados 42

Lema 3.2. Q = {e: |Ge| < p} € invariante A-contrativo somente se:
¢ (£2,0) < Ap — 0. (3.7)

Este lema, apesar de ser apenas uma condicao necessaria, é muito mais facil de verificar
do que a condicao necesséaria e suficiente do teorema 2.1, devido ao fato de nao haver
necessidade de célculos envolvendo os vértices. Ademais, a mesma torna-se também
suficiente quando | = n — 1 (o nimero de saidas é igual ao ntmero de estados menos
1) (59).

Agora, o interesse é na construcdo de um poliedro invariante condicionado que
contenha o conjunto dos erros iniciais possiveis €2, o qual assume-se ser um poliedro
convexo compacto 0-simétrico. Idealmente, tal poliedro deve ser o menor possivel de
forma a impor o maximo de limitacao sobre o erro de estimacao. O conjunto desejado
pode ser calculado pelo uso judicioso do seguinte algoritmo:

Algoritmo 1: X" = conv[]A\'R(X*) U X*], com: R(X*) = A(£(0) N X*) + BV,
X0 =Q.

Comentario 1: Em (59) ¢ mostrado que o conjunto X®(Q,\) = limg_ . X* é o
menor conjunto simétrico convexo que contém () e satisfaz a condicao necesséaria
AE(0)NX) + BV C AX (Lema 2.1). Tal conjunto ¢ entao um candidato a ser o menor
conjunto invariante condicionado que contém (2. Além disso, para o caso particular em
que o nimero de saidas ¢ [ = n — 1 e que o ruido de medicao estd ausente, o conjunto
X>(,\) & de fato o menor invariante condicionado que contém ().

No caso geral, se X*°(€2, \) nao é invariante, um outro algoritmo (Algoritmo 2 em (58),
(59) e (60)) pode ser utilizado, cuja saida é um poliedro pequeno , ndo necessariamente o
menor. O menor invariante pode até nao existir, em geral.

Com um poliedro invariante condicionado a disposicao, deve-se calcular uma lei de
injecao de saida que assegure a limitacao do erro de estimacao, e algumas possibilidades

sa0:
1. A solucao online, em cada passo, do problema de programacao linear:

min e
v(k)

sa. ¢(Q, z2(k)) + Gu(k) <ep—19¢
2. Uma lei de injecao de saida explicita, variante no tempo e afim por partes, na forma:
v(z(k), k) = L7 z(k) + \Fw?

onde I/ € R™ and w’ € R" sdo constantes para 2/ < z(k) < 27! com 27 € Z(Q).
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Comentario 2: Para um dado conjunto invariante condicionado 2, devido a presenca
de distirbio e ruido de medigdo, apenas e(k) € Q é assegurado Vk. Entretanto, é possivel
fazer o erro convergir para um conjunto menor 37!, 8 > 1, pelo ajuste adequado na lei

de controle explicita . Detalhes adicionais podem ser encontrados em (59).

3.2.3 O observador proposto

Os resultados desta subsegao podem ser vistos em (61). Seja o observador descritor de

ordem completa para o sistema 3.1 na forma:

Ex(k+1)=Ax (k) — Ev (z(k)) — Pv(z(k —1)) (3.8)
g (k) = Ca(k),

em que v (2) é uma lei de inje¢ao de saida adequada, com z =y — 7, e:
0 A

Como ja afirmado, apenas sistemas causais serao considerados. Uma condicao

necessaria e suficiente para tal é que det(As) # 0. A equagdo do erro é entdo dada

por:

Fe(k+1) = Ae (k) + Bid(k) + Ev (2(k)) + Pv(z(k — 1)) (3.9)
z (k) = Ce(k) + n(k).

O erro de observacao e a injecao de saida podem ser particionados como:
k k
| W] [ e ]
e (k) va(2(k))
Desta forma, pode-se notar que:
(S31 (k + 1) = Anel(k) + Algeg(k) -+ Blld(k) + Vl(Z(lf)) + A12V2(Z(k' — 1))
0= Aglel(/{?) + AQQGQ(k) + Blgd(k?) -+ AQQVQ(Z(/{Z — 1))
Pela substituicao de es(k) obtido a partir da equagao algébrica, e entao avangando o

mesmo um passo, obtém-se a seguinte equacao:

[ ei(k+1) B Apy — A Az Ay 0 ] e (k) 4
ek +1) — Ay Aoy (A — A1pAzy Ay) 0 ey (k)
By — A12Ay, Brs 0 d(k) "
— Az Ay (Biz — A12A5y Asy)  —A3 Bis d(k+1)

I 0 vi(z(k))
Ay Ay T | | valz(k) |
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I
— Ay Ay

p(z(F)) = Qu(z(k)),

Considera-se agora a matriz inversivel ) =

0
] , definindo-se:

a equacao do erro pode ser posta em uma forma compacta padrao no espaco de estados:

o[ A
e(k+1)=Ae(k)+ B + p(z(k)), 3.10
( ) (k) dlk + 1) p(z(k)) (3.10)
em que:
i A — A Ay Ay 0
— Ay Ao (A — A1gAy Asy) 0 7
~ By — A12A3) Ba 0

1=

— Ay Asi (B — ApAy) —A% B

Toda a construcao anterior poder ser revertida, visto que cada um dos passos dados admite
um caminho inverso.

Tendo sido entao obtida a forma padrao para o observador proposto, nota-se que a
Eq. 3.10 é absolutamente similar & Eq. 3.5; desta forma, todos os conceitos apresentados

na secao anterior podem ser aplicados em relacao & Eq. 3.10 para caracterizacao de

invariancia condicionada, notando-se que o disttirbio passa a ser dado pelo novo vetor d

4 0] -
€ D x D, conjunto compacto que no caso poliédrico é dado por d<
| div Vv
1
L H

Um caso especial que merece destaque é aquele em que a lei de injecao de saida
obtida resulta em um ganho estatico L. Tal lei, para o observador descritor, quando
substituida em 3.9 e levada ao dominio da frequéncia, fornece um estrutura em malha

fechada caracterizada pelo feixe nao-linear:
[(z) =2FE — (A+ EQ™'LC) — 27 'PQ™'LC.

As raizes z deste feixe, que podem ser facilmente determinadas pelo feixe quadratico
auxiliar 22F — 2(A + EQ™'LC) — PQ'LC caracterizam a dindmica em malha fechada
do observador no caso linear. Tal feixe quadratico possui 2n — p(FE) autovalores finitos
(62).
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3.3 Erro inicial admissivel

Um aspecto importante que diz respeito ao observador com limitacao de erro é a sua
inicializacao. O estado inicial do sistema é desconhecido, mas uma hipotese razoavel é
que o mesmo pertenca a uma dada regiao, caracterizada nesta secao.

Seja o estado inicial estimado x(0) = 0, e o estado inicial verdadeiro pertencente a
uma regiao que contém a origem. Pode ser facilmente demonstrado pela decomposicao
rapida-lenta que o subestado x; nao é afetado por saltos k = 0 (13),(25). O subestado x,

deve ser consistente com a equagao algébrica:
0= A21X1 (O) -+ A22X2(O+) -+ 312(1(0)

Desta forma, um salto finito pode ocorrer se o subestado inicial x5(0) ndo é consistente
com a equagao algébrica. Seja o subestado inicial antes do salto dado por x5(07) e
apos o salto x(07). Dada a natureza desconhecida, porém limitada do distarbio d
uma caracterizacao do conjunto que contém o estado inicial ap6s a ocorréncia do salto

é necessaria. Seja o seguinte poliedro compacto que caracteriza o estado inicial antes do

x1(0) x1(0)
T = { [ () ] : [ Gy Gy ] [x2(0—) ] < p}. (3.11)

Conforme ja pontuado no Capitulo 2, é possivel calcular uma matriz de projecao nao-

salto:

negativa T; utilizando o método visto em (31), de forma a eliminar Gs, i.e., T1G5 = 0.
Isto implica na condigao T1G1x1(0) < Tip, que representa a projegao de T sobre o espago
definido por z;. Agora, agregando esta condicao a equacao algébrica e ao poliedro do

disturbio obtém-se o conjunto a seguir:

Aoy Az By 0
x1(0) Ay —Ay —B x1(0) 0
A— 1 . 3d(0) : 21 22 12 % (04) | <
X2(0+) T1G1 0 0 d(O) Tlp
0 0 V !

Novamente, eliminando o distirbio d por meio de uma matriz de projecao positiva T,

obtém-se o poliedro final para o estado apds a ocorréncia do salto:

Ay A 0

/—\ _ X1 (O) : T2 —A21 —AQQ X1 (O) S T2 0
X2(0+) T1G1 0 X2(0+) T1,0

0 0 W

Lembrando que o observador é inicializado com zeros, o erro inicial pertence a este
poliedro. Assim, com o propoésito de limitar o erro de observacao, um conjunto invariante

condicionado tao pequeno quanto possivel que contém este conjunto deve ser calculado.
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3.4 Exemplos numéricos

Esta secao apresenta dois exemplos de forma a ilustrar os conceitos discutidos nas secoes
anteriores.

Primeiro, seja o sistema descritor com as seguintes matrizes:

Jo

Lo | -11153 0,039
00|’ —0,5500 —2,4828 |’

—1, 1465 1,1892
Bl - 7CT - .
1,1909 —0,0376
Além disto, sdo dados um distirbio aleatorio e limitado como |d| < 0,2 e um ruido de
medicao tal que |n| < 0,2. Considerando-se antes do salto o seguinte poliedro inicial

T
simétrico |Qe| < p, com Q = Iy, p = [ 0,2 0,2 ] , 0 procedimento da secao 3 leva ao

seguinte poliedro inicial ap6s o salto:

0,2510 11,1332 0,1087
—0,2510 —1,1332 0, 1087
Gre < ps,com Gy = ’ ’ , Pr = ’
€= py f 1 0 P 0,2
—1 0 0,2

Tal poliedro nao é invariante, assim o menor invariante possivel que o contém foi
calculado com base no algoritmo da secao anterior, para uma taxa de contracao A =0, 9.
Além disso, uma lei de injecao de saida linear pode ser calculado neste exemplo, cujo
0,9449
—0,2093 |
Na Fig. 3.1 sao ilustrados os poliedros deste exemplo e a trajetoéria do erro para um

ganho ¢ L = [

erro inicial contido no poliedro apds o salto. Alguns comentarios interessantes sobre o
exemplo sao os seguintes. A anélise da estrutura do observador em malha fechada tanto
na forma padrao como na forma de sistema descritor conduz & mesma conclusao; pode-se
notar que os autovalores da matriz de malha fechada A + LC' sio alocados em um duplo
autovalor \. = 0, entao a dinamica do erro é do tipo deadbeat, o que torna o observador o
mais rapido possivel na auséncia de distdrbios e ruido de medigao. De outro maneira, se
a analise em malha fechada é conduzida para o sistema no formato descritor, é possivel
confirmar entao que o feixe de malha fechada z E—(A+EQ'LC)—z"'PQ'LC apresenta,
uma solucao dupla z = 0, o que é totalmente consistente com a andlise feita na forma
padrao.

Como um segundo exemplo, seja o sistema dado em (25),(29), adaptado para u(k) = 0.

Uma saida é acrescentada e as matrizes do sistema sao:
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I Poliedra inicial apds o salto
[roliedro invariants condicionado
i —+ -Trajetdria do ero
: H H i Eroinicial
IR
a0
D2pd

L5 04 03 02 01 0 0.1 02 03 0.4 04

Figura 3.1: Poliedros do exemplo 1, junto com uma trajetéria de erro.

100 L2 0 0
E=1010|,A=| -1 —-0,7 -1 |,
000 2 —0,5 —1,2
0 1
B, = CT =1 —1
1 1

Severas perturbacoes e ruidos de saida sdo aplicados, com |d| < 0,5 and || < 0,5.
Como no exemplo anterior, um poliedro inicial simétrico antes do salto ¢ considerado,

T
com Q=13 p=10,5 05 05| . O poliedro obtido para apos o salto & dado por:

1 —0,25 —0,6 0,25
-1 0,25 0,6 0,25
1 0 0 0,5
GresppGr=1 o o P77 o
—-1 0 0 0,5
0 -1 0 0,5

Considerando uma taxa de contracdo A = 0,9, o poliedro invariante é mostrado na Fig.
3.2, juntamente com o poliedro inicial, que nao é invariante. Um lei de injecao de saida

afim por partes, variante no tempo foi obtida neste caso, dada por:
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\

Figura 3.2: Poliedros do exemplo 2.

—0,0640 |
0,0376
0, 1240

—0,1764 |
0,2713

—0,4071

z(k) + (0,9)F

2(k) + (0,9)%

—0,0022 |
—0,0070
0,0014
—0,2073 |
0,5363

—0,5565

, 0< |yl <2,6580

, 2,6508 < |y| < 5,3160.

Na Fig. 3.3, sao mostrados o poliedro invariante e uma trajetéria de erro iniciada no

poliedro admissivel,

e é possivel ver que o erro nao escapa do interior do mesmo.

3.5 Projeto de observador na plataforma experimental

de nivel

Seja o sistema descritor para o modelo da plataforma de nivel, considerando u(k) = 0:

0 0 a(k+1) 0,9692 0 0 q(k)
10 @k+1) | = 0,0095 9867 0 g(k) | - (3.12)
0 0 gs(k+1) 12,3328 1 g3(k)
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Figura 3.3: Poliedro invariante do exemplo 2 junto com uma trajetoéria do erro.

a(k)
Considere a equagao de saida como y(k) = [ 010 ] a2 (k) | +n(k), n(k)| <0,2.
qs3(k)
Um intervalo de confianga para o erro inicial dado por |e;| < 3; |e;| < 3 and |ez| < |9.9984|
foi utilizado para determinagao de um (tao pequeno quanto possivel) poliedro invariante
condicionado, com taxa de contracao A = 0,91. O conjunto de erros inicias admissiveis
nao é modificado, dada a auséncia de distirbios nas equacoes de estado. Uma lei de injecao
—5, 8857
de saida linear foi obtida para o poliedro invariante, dada pelo ganho L = | —0,9895

8,194
Na Fig. 3.4 sao mostrados os poliedros inicial e invariante condicionado, juntamente com
3

uma trajetoria do erro de estimagao iniciado em e(0) = 3 , sendo que a terceira

—9,9984
entrada deste vetor foi calculada com o uso da equagao algébrica. A linha vermelha é a

resposta do observador para uma lei online, enquanto a preta ¢ para a lei linear. E possivel
notar que, em ambos o0s casos, a trajetoria do erro nao abandona o poliedro invariante
condicionado. Além disso, pode-se notar que para a lei online, nao ha o pico no segundo
passo que ¢ notado no caso da lei linear; isto é devido a caracteristica da lei online, de
minimizar a contracao a cada passo. Na Fig. 3.5 é mostrada a convergéncia do erro no
dominio do tempo.

E importante comentar que o tempo médio referente ao esforco computacional para o
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calculo da lei online é de cerca de 10 ms, ou seja, menos de 1% do periodo de amostragem
(3s). Também, cada linha do vetor ¢(f,z) é calculada em cerca de 70us, enquanto o
calculo de ¢(z) demanda aproximadamente 140us. A conclusao é que, mesmo para um
poliedro razoavelmente complexo como o obtido (22 faces), a lei online é perfeitamente

factivel para sistemas de dinamica lenta como o do exemplo.

Figura 3.4: Poliedro do estudo de caso e trajetoria do erro com ganho linear (preto) e
injecdo on line (vermelho).

20 T T T T T T T T T

1 1 1 | |
20 40 B0 Gl 100 120 140 160 180 200

| | | | |
20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200
t(s)

)

Figura 3.5: Erro de estimagao no dominio do tempo (a) ganho linear (b) injecao online.
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3.6 Comentarios conclusivos

Este capitulo apresentou a extensao de resultados de invariancia condicionada presentes na
literatura para sistemas padrao aos sistemas descritores causais, no contexto da estimacao
de estados com limitacao de erro. Tal extensao foi possivel devido a introducao de
uma nova estrutura de observador de estado, com uma lei de injecao de saida mista
apresentando um termo estatico e um atrasado em uma amostra. Esta estrutura permite
reescrever a dinamica do erro numa forma padrao, e assim os resultados de invariancia
condicionada podem ser estendidos para o projeto de observadores com limitacao de erro.
Os resultados de uma série de simulagoes e também de um estudo de caso experimental
permitem concluir a viabilidade da técnica proposta, através da validacao do nova

estrutura de observador.



Capitulo 4

Invariancia controlada por
realimentacao de saida: realimentacao

dinamica

4.1 Preliminares

No Capitulo 2, o conceito de invariancia controlada por realimentacao de saida (I.C.R.S.)
foi introduzido e as condicoes deste tipo de invaridncia foram discutidas a partir de
um sumadrio dos resultados descritos em (30). A técnica de I.C.R.S. pode entdo ser
aplicada a sistemas descritores a partir da forma padrao aumentada 2.5. Entretanto,
conforme ja pontuado, a construcao de poliedros I.C.R.S. ainda é um resultado aberto
na literatura. Em (30), a construgdo de um compensador dindmico de mesma ordem
do sistema, cujo estado é uma estimativa do estado original, oferece a possibilidade de
construir um poliedro candidato a I.C.R.S. no espago aumentado sistema -+ compensador,
tendo sido demonstrado neste trabalho que tal poliedro atende uma condigao necessaria

para ser um [.C.R.S.. Esta condicao necesséria é descrita pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1. (30) Um conjunto nao-vazio, fechado Q@ C R", é I.C.R.S. com relagdo ao

sistema:

z(k + 1) = Az(k) + Bou(k) + B d(k)
y(k) = Cx(k) + (k)

somente se for simultaneamente invariante controlado e invariante condicionado em

relacao a este sistema.

Neste Capitulo, a aplicacao de compensadores dindmicos na construcao de poliedros

candidatos a [.C.R.S. para sistemas descritores causais sera apresentada. A partir dos
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poliedros invariante controlado (Capitulo 2) e invariante condicionado (Capitulo 3), é
possivel obter um poliedro com estas caracteristicas. Serd mostrado que, diferente de
sistemas na forma padrao, o conhecimento da entrada, que é uma das saidas do sistema
aumentado (sem ruido de medic¢ao) dispensa a necessidade de se obter um compensador
de mesma ordem que o sistema aumentado, sendo bastante um compensador de mesma,

ordem que o sistema original.

4.2 Construcao de um poliedro simultaneamente inva-

riante controlado e condicionado

Conforme descricao anterior, um poliedro simultaneamente invariante controlado e
condicionado é um candidato a [.C.R.S., e se for possivel construir um poliedro com
estas caracteristicas, as condigoes necessarias e suficientes descritas na secao 2.3 podem
ser aplicadas para verificar I.C.R.S.. Aliando-se a este fato a auséncia de um método para
o calculo de um poliedro I.C.R.S. por realimentacao estatica de saida, serd proposto em
seguida um compensador dinamico de mesma ordem do sistema, a partir do qual pode-se
obter um poliedro com as caracteristicas desejadas da condicao necessaria para I.C.R.S.

Considere-se entao o sistema na forma aumentada 2.5, agregado a equacao de saida:

o Cool | x(k) n(k)
y(k:)—lo ]][u(k>]+[ . ] (4.1)

e o compensador dinamico:

2.k + 1) = Vo (2, (k), 5 (k) (4.2)
Aulk+1) = r(z, (k), 7 (k). (4.3)

Incorporando-se o vetor de estado do compensador ao sistema na forma (k) =
x(k)

u(k) |, tem-se a seguinte formulacao:
z,(k)
E(k +1) = AL(k) + Baw(k) + B1d(k) (4.4)
C(k) = €&(k) + T (k) (4.5)

COoI:
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A (By+Bs) 0 B Bs C 00
A= 0 I 0|, Bi=]0|,B=|1 0|,¢€=|01 0],
0 0 0 00 I
i n(k)
y Au(k +1)
(k) = [ ] , w(k) = Y (k) =
Zy v, (k)

Tomando-se entao um par de poliedros:

o{f:) <[]

invariante controlado em relacao ao sistema 2.5-4.1, determinado pelas técnicas descritas

: G,

no Capitulo 2, e
Q,={x: Gx<p,},
invariante condicionado em relacao ao sistema:

x(k +1) = Ax(k) + Bou(k) + Bsu(k + 1) + Byd(k) (4.6)
y(k) = Cx(k) +n(k) (4.7)

d(k)

, 0 que significa:
d(k + 1) &

em que d(k) =

vx(k) : Gox(k) < po, Iv(y): Gy {Ax(k) ot Bla(k)} < po, WA(K) : VA(K) < 1, e
Cx(k)=y—mn, [n[<n.
o qual pode ser construido a partir das técnicas descritas no Capitulo 3; tendo por

hipotese a propriedade €2, C €2, », onde o subescrito N x denota a intersecgcao do poliedro

com o espaco de estados, a seguinte proposicao é estabelecida:
Proposicao 4.2. O poliedro:

TR

€ simultaneamente invariante controlado e invariante condicionado com relacao ao

sistema (4.4, 4.5).

G. 0
G, 0] -G,

Demonstracao. Primeiramente, serd provado que ® ¢é invariante controlado. Ou seja,
G 0
c (k) < [ a ] ,

[Go 0] - C10

G, 0
G, 0] -G,

Jw :
Po
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Sendo (). invariante controlado, entao

JAu(k+1): G.
u

SN
+1) = cl’cCy

x(k)

Gc
u(k)

< pe, Vd(k) : vd(k) < .
alh) ]_p (k) (k) <p

Na mesma linha, €2, sendo invariante condicionado, entao:

Iv: Vx(k), 2o (k) : Go(x(k)—2a(k)) < po, Go {A<x(k) —z,(k)) +v(k) + Bla(@} < o,

Assim, fazendo-se: w = | . %u(k —J— 1) ]
Az, (k) + (Bs + B3)u(k) — v(k)
tem-se
G. 0 B
Gs ] —Gs Ek+1)=
A By+ B | | x(k) B 1.
GC{ o 1 ||uw Aulkr+ ) ]d(k)} < pc],
A(x(k) — z4(K)) + (k)+BlEl(k)} Po

Isto mostra que ® ¢ invariante controlado. Resta provar que o poliedro é invariante

condicionado. Deve-se verificar se

o . Ge 0 Pe| o
QW | g eS| ]
B G. 0 5 ~ Pe
(k) = €&(k) + T (k), Gs 0] —Gs [RAE(k) + 7 + Brd (k)] < [ N ]
—Az, (k) — (By + Bs)u(k) + v(k)
Entao, fazendo v = —u(k) , obtém-se:
0

Ge

Ge 0 Ek+1) =

[Gs 0] —Gs

A(x(k) — z,(k)) + v(k) + Byd(k) ]
0
G, {A(x(k) — z,(k)) + v(k) + Bla(k)}

(4.8)

Considere a particao do poliedro invariante controlado, de forma que G. = [ G, G, }
O poliedro da interseccao entre o espaco de estados e o poliedro invariante entao é dado

por:

cﬁm_{x GxXSP}
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Além disso, por hipotese, €2, C Q. .. Logo, assegura-se que:
G, {A<x(k;> — 2, (k) +v(k) + Bl&(k)} < pe.

Simplificando-se e equagao 4.8, finalmente chega-se a:

G A(x(k) — z,(k)) + v(k) + Byd(k) ]
0
G, {A(x<k) — z,(k)) + v(k) + élc_l(k)}

o que prova que ¢ também é invariante condicionado. m

Observacao 4.3. Fica claro, na demonstracao desta proposicao, que o estado do
compensador z, € uma estimativa do estado do sistema, tendo em vista que o poliedro
wmwvariante condicionado utilizado na construcao do poliedro candidato a I.C.R.S. €

calculado com base na técnica descrita no Capitulo 3.

4.3 Exemplo numérico

Para investigar a aplicagao dos resultados acima, seja o sistema descritor causal cujas

matrizes sao:

10 1,0668 —0,0956 0, 5000
Y A = Y B = Y B
0,0593 —0,8323 0, 2000

—1,1465
[ 1,1909 ]’C:[l 1]

O distirbio e o ruido de medigdo sdo limitados, respectivamente, como |d(k)| < 0,1 e
In(k)] < 0,1. As restrigdes no estado e no controle sdo |z1| < 1, |z3] < 1le|ul < 1. Um
poliedro invariante controlado com taxa de contragao A\. = 0,98 foi calculado utilizando
a técnica de (29), e as condigoes de I.C.R.S. (30) foram testadas considerando a saida
medida, tendo o poliedro falhado em atender a condigao necessaria e suficiente para ser
I.C.R.S. por realimentacao estatica de saida.

Considerando um compensador dindmico e o sistema aumentado proposto neste
Capitulo, um poliedro candidato a I.C.R.S. em relacao a forma aumentada sistema -+
compensador foi construido. Para tal, um poliedro invariante condicionado, calculado

por meio do método descrito no Capitulo 3 foi obtido com taxa de contracao de

Ao = 0,8, a partir de um poliedro do erro inicial admissivel construido do poliedro
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base |x — z,| < [0.1 0.1]7. O teste de I.C.R.S. foi aplicado, verificando-se uma taxa
de contracao de 0,98, o que mostra a factibilidade da técnica. Na figura 4.1 é visto o
poliedro invariante controlado, e uma trajetéoria do estado aumentado do sistema, que
fica confinada no interior do poliedro. Vale lembrar que o sistema em malha aberta é
instavel. Além disso, como um resultado que pode ser considerado uma consequéncia
importante, é visto na figura 4.2 o poliedro invariante condicionado utilizado para a
construcao do poliedro [.C.R.S., junto com o poliedro do erro inicial admissivel e uma
trajetoria de x(k)—z, (k). Observa-se que a trajetoria fica confinada ao poliedro invariante
condicionado, confirmando o que é demonstrado pela proposicao 4.2, ou seja, o estado
z,(k) do compensador é uma estimativa do estado do sistema.

A fim de verificar a influéncia do poliedro invariante condicionado no resultado em
malha fechada, a simulacao também foi realizada considerando este poliedro com taxa
de contracao A\, = 0,9; foi possivel verificar que a contracao minima imposta pela
lei de controle online foi no minimo igual a taxa de contracdao do poliedro invariante
condicionado, o que torna claro que o controle acelera a convergéncia para poliedros

invariantes condicionados mais fortemente contrativos.

Figura 4.1: Poliedro invariante do exemplo com trajetoria do estado aumentado.

4.4 Resultados de simulacao em sistema de nivel

Nesta secao, sao apresentados resultados para a planta de nivel também utilizada nos
Capitulos 2 e 3. Em particular, no Capitulo 2, resultados de realimentacao estatica de
saida foram obtidos a partir de um poliedro I.C.R.S., ao passo que no Capitulo 3, o

projeto de observadores com erro limitado a partir de poliedros invariantes condicionados
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Figura 4.2: Trajetoria do erro x — z,.

foi considerado. Seja o modelo de tempo discreto na forma aumentada obtido no Capitulo

2, com a adigao de uma perturbacao na equagao algébrica:

a(k+1) 0, 9692 0 0 0,0560
@(k+2) | | 0,0095 0,9876 0 0,0003
a3(k +3) —0,9915 2,3038 0 —0,0566
u(k 4 1) 0 0 0 1
DU
d(k)
-1 d(k+1)
0
a1(k)
0100 q2(k)
y(k) =
0001 q3(k)
u(k)

q1(k) 0
ak) | )0 Au(k +1) +
a3 (k) 0
u(k) 1
n(k)
0

Considere as mesmas restricoes da subsecao 2.4.4., e adicionalmente a perturbacao

limitada na forma |d(k)| < 1,6 e o ruido de medi¢ao como |n(k)| < 0,1. O poliedro

invariante controlado calculado como na subse¢ao 2.4.4. foi utilizado (A. = 0,95); um

poliedro invariante condicionado com taxa de contracao A\, = 0,91 foi determinado,

partindo-se de uma regiao inicial para o erro admissivel calculada de acordo com a

metodologia proposta no Capitulo 3 com base em um erro inicial no interior do poliedro

dado por:
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Figura 4.3: Poliedros invariantes do sistema de nivel com trajetoria do estado para
realimentacao estatica e dinamica de saida.
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t(s)

Figura 4.4: Evolucao temporal do vetor de estado com realimentacao dinamica.

0,5
Qc={e: [He|<p}, H=1I3 p.= 0,5
1,6664

Verificou-se que poliedro invariante controlado calculado foi I.C.R.S. com taxa de
contracao A = 0,9947, e o poliedro do sistema aumentado também, entretanto com melhor
contracao: A = 0, 9855.
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t(s)

Figura 4.5: Esforco de controle online com realimentacao dinamica.

i 100 200 300 400 500 500 700
t(s)

Figura 4.6: Evolugao temporal do vetor de estado com realimentagao estética.

Foram simulados dois casos, um deles com realimentacao dinamica e o segundo com
realimentacao estatica de saida. Na figura 4.3 sao mostrados os poliedros [.C.R.S. e
o invariante condicionado, juntamente com as trajetorias para compensacao estatica e
dindmica. O projeto para o compensador dinamico desenvolvido pela técnica da secao 4.2
mostra-se efetivo, com a convergéncia rapida do vetor de estado. A comparacdo destas
convergéncias pode ser feita a partir das figuras 4.4 e 4.6, onde ¢ evidente o desempenho
superior do compensador dinamico. Os esforcos de controle para os casos dinamico e
estatico podem ser verificados, respectivamente, nas figuras 4.5 e 4.7.

Novamente, como subproduto da metodologia, tem-se que o estado do compensador é

uma estimativa do estado real, e na figura 4.8 observa-se ao trajetoria do “erro” q(k) —z(k)
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Figura 4.7: Esforgo de controle online com realimentagao estética.

0a

Figura 4.8: Poliedro invariante condicionado e trajetoria de q(k) — z(k).

confinada no poliedro invariante condicionado.
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4.5 Comentarios conclusivos

Neste Capitulo, foi apresentada uma metodologia de projeto de compensadores dinamicos
em sistemas descritores por realimentacao de saida, utilizando poliedros I.C.R.S.
constituidos por um par de poliedros, um invariante controlado e outro invariante
condicionado. A partir do sistema aumentado modelo+compensador, uma lei de
controle online pode ser calculada, a cada passo, minimizando a contracao do estado
aumentado. Os resultados obtidos demonstram claramente o mérito da técnica proposta,
e seu superior desempenho quando comparado & realimentacao estatica. A técnica
desenvolvida aproxima definitivamente os conceitos de invariancia controlada e de

invariancia condicionada, abordados de forma independente nos capitulos 2 e 3.



Capitulo 5
Conclusao e trabalhos futuros

Foram apresentadas no presente documento algumas contribui¢oes para o desenvolvimento
da teoria de sistemas descritores sob restricoes, por meio da extensao de resultados
sobre técnicas de invariancia de conjuntos ja bastante conhecidas e utilizadas em
sistemas lineares na forma padrao. Tais contribuigoes enlacam o conceito de poliedros
invariantes controlados e invariantes condicionados com aplicacoes a problemas de controle
o observacao sob restricoes. A causalidade dos sistemas estudados foi uma premissa para
em parte do capitulo 2 e nos capitulos 3 e 4, o que permite reescrever as equagoes do
sistema descritor numa forma padrao, introduzida nesta tese. Novas estruturas para o
modelo do sistema, que considera o esfor¢co de controle como variavel de estado (29),
bem como para observadores descritores de ordem completa (61), foram introduzidas.
A aplicacao destas estruturas para o projeto através de técnicas de invariancia foram
comprovadas através de exemplos numéricos e de um estudo de caso numa plataforma
experimental de nivel (60),(63).

Em cada um dos capitulos, cometarios conclusivos foram elaborados, cuja sintese
apresentamos em seguida.

No Capitulo 2, a extensao de resultados de invariancia controlada de poliedros foram
estendidos para sistemas descritores singulares e causais. Tal extensao foi possivel a
partir da transformacao das equagoes do sistema para uma forma padrao aumentada,
na qual o controle é também tratado como varidvel de estado e o seu incremento um
passo a frente passa ao papel de sinal de controle. Também foi feita a caracterizacao
da inicializacao do sistema, que apresenta particularidades nao presentes nos sistemas
padrao. A nova forma aumentada foi entao utilizada no projeto de controle sob restricoes
dadas por poliedros em um exemplo de simulagao para realimentacao de estados e em um
estudo de caso experimental para realimentacao de saida. Os resultados confirmaram o
mérito da abordagem proposta. Com relagao aos sistemas descritores nao-regulares/nao-

causais, o problema de regularizacao com respeito a restri¢oes foi abordado numa discussao
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heuristica que pode ser vista no capitulo 2. Um estudo com a solucao do problema em
dois passos: (i) aplicagdo de realimentacao linear de forma a tornar o sistema regular e
(ii) determinagdo do maior poliedro invariante contido nas restrigoes, foi realizado em
exemplos numéricos, onde procurou-se verificar o efeito do ganho linear que torna o
sistema regular no maior poliedro invariante controlado. Tomando como base base na nova
forma padrao aumentada introduzida, foi apresentado um estudo preliminar do problema
de regularizacao de sistemas descritores de tempo discreto, com simultaneo respeito a
restricoes no estado e no controle. Tal estudo foi feito por meio de simulagoes numeéricas,
tomando como parametros de observa¢ao o ganho regularizante (caso monovariavel) ou
sua norma (caso multivariavel) e seu impacto no maior poliedro invariante controlado, por
meio da observacao da area ou volume de sua projecao no espago de estados. Este é um
indicador interessante, devido ao fato que o maior poliedro invariante controlado sempre
esta contido nas restricoes, ou seja, projecoes com o mesmo volume ou area certamente
serao iguais, ao passo que uma diminuicao deste indicador significa um poliedro menor.
As observacoes feitas dao indicios de duas importantes possibilidade, porém de dificil

prova analitica:

e a projecao do maior poliedro invariante no espaco de estados parece ser invariante

com o ganho regularizante para sistemas com controle sem restricoes.

e para problemas com restri¢coes, existe uma faixa de ganho regularizante para a qual o
maior poliedro invariante controlado tem o (hiper)volume de sua projegao no espago

de estados o maior possivel.

Com base nestas observacoes, seria verossimel concluir que, para um dado problema
especifico, pode ser possivel determinar o ganho regularizante 6timo com respeito ao
(hiper)volume da proje¢ao estudada.

O Capitulo 3 apresentou a extensao de resultados de invariancia condicionada presentes
na literatura para sistemas padrao aos sistemas descritores causais, no contexto da
estimacao de estados com limitacao de erro. Tal extensao foi possivel devido a introducao
de uma nova estrutura de observador de estado, com uma lei de injecao de saida mista
apresentando um termo estatico e um atrasado em uma amostra. Esta estrutura permite
reescrever a dinamica do erro numa forma padrao, e assim os resultados de invariancia
condicionada podem ser estendidos para o projeto de observadores com limitacao de erro.

No Capitulo 4, foi apresentada uma metodologia de projeto de compensadores
dinamicos em sistemas descritores por realimentacao de saida, utilizando poliedros
[.C.R.S. constituidos por um par de poliedros, um invariante controlado e outro
invariante condicionado. A partir do sistema aumentado modelo-+compensador, uma

lei de controle online pode ser calculada, a cada passo, minimizando a contracao do
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estado aumentado. Os resultados obtidos demonstram o mérito da técnica proposta,
e seu superior desempenho quando comparado & realimentacao estatica. A técnica
desenvolvida aproxima definitivamente os conceitos de invariancia controlada e de
invariancia condicionada, abordados de forma independente nos capitulos 2 e 3.

O desenvolvimento desta tese abre uma seara, para a qual existem as seguintes

possibilidades de continuidade dentro do tema abordado:

e Determinacao de leis de controle analiticas (offline), capazes de garantir o respeito

a restricoes para o problema i.c.r.s.;
e Métodos sistematicos para o calculo de poliedros i.c.r.s. contidos nas restrigoes;

e Investigacao de provas e desenvolvimentos analiticos que melhor explicitem a
dependéncia do poliedro invariante controlado com a escolha da realimentacao linear

que assegura a regularidade do sistema em malha fechada.
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Apéndice

Propriedades estruturais da forma padrao aumentada

O Capitulo 2 explora uma forma aumentada padrao dada pela Eq. 2.5. Neste apéndice,
pretende-se analisar as caracteristicas estruturais importantes que sao preservadas nesta
forma em relagdo ao sistema original, sdo elas: controlabilidade/estabilizabilidade,
observabilidade/detetabilidade e solugdo no dominio do tempo. A anélise de
controlabilidade pode ser facilmente estendida para a de observabilidade, e desta forma,

a segunda nao sera abordada.

Controlabilidade

Sem perda de generalidade, assume-se que o sistema esta na forma canonica rapida-lenta,
ouseja: A1 = A, A =0, Ayy =0, Ayg = I. Além disso, o distirbio pode ser desprezado
na presente andlise. Como ¢ demonstrado em (18), o sistema descritor ¢ R-controlavel se e
somente se: | By ABy ... A%B, | tem posto de linhas cheio; além disso, o sistema

é controlavel se e somente se for R-controlavel e By tem posto de linhas cheio.

A 0 By
As matrizes do sistema aumentado resultante sao: A, = | 0 0 —DBgy | € B, =
0 0 I
0
— DBy |- A matriz de controlabilidade resultante é dada por:
I
0 By,  ABy ... A"PTIBy
U= I I I e I
—B22 —-B22 —-B22 ... —B22

Com o auxilio de propriedades do posto de matrizes apresentadas em (64), é possivel

concluir que

p(U)=pI)+p <[ By, ABy; A?Byy ... AYTPTIB,, ]) —
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p(D+p(| B ABy AByn ... A7'By |)=g+p<n+p.

Entao, o sistema na forma aumentada é nao-controlavel. Entretanto, aplicando

separacao de Kalman, por meio da transformacao de similaridade:

I 0 O
P={00 1 |,
0 I By
A By 0 0
obtém-se as seguintes matrizes: A, = 0 I 0| eB, = I |. Tem-se entao
0 0 O 0
A B
A, = 0 1_21 , B. = ; e Az = 0. Entao, se o sistema original for R-controlavel,

o sistema aumentado seré estabilizavel, pois os autovalores da parte nao controlavel sao

sempre nulos, portanto, estaveis.

Solugao no dominio do tempo

Considerando a forma aumentada padrao:

Xl(k? + 1) ./4 0 Bgl Xl(k’) 0
X(k + 1) = Xz(k + 1) = O O —BQQ Xg(l{) + —BQQ All(k + 1)
u(k+1) 00 I u(k) I

Tem-se que a solugao ¢ dada por:

x1(k)
x2(k) | =
u(k)

O desenvolvimento das poténcias e do somatoério da solucao levam aos seguintes

k—j—1

I

A 0 Bo1 0
0 0 —DBa —Baz | Au(j+1)
0

resultados para o vetor de estados:

x1 (k) = A%, (0) + A* 1 Byu(0) + A*2Byu(0) + . .. + AByu(0) + Bayu(0)+
+A* 2By Au(1) + AF 3By Au(l) + ... + ABy1Au(l) + BglAll( )+ A¥ 3By Au(2) +
S+ ABglAu( ) + Bo1Au(2) +
+ABy Au(k —2) + By Au(k —2) + BglAU(l{? 1)

que pode ser simplificado para:
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x; (k) = AFx,(0) + i A1 Byru(y)

J=0

Além disso, tém-se:
xX2(k) = —Bag [u(0) + Au(l) + Au(2) + ... + Au(k)] = —Byu(k)

Esta solucao obtida da forma aumentada é exatamente igual as Eqs.

desenvolvidas no capitulo 1.

74

1.10 e 1.11,



Anexo

Como complemento deste texto, sao vistos neste anexo as publicacoes que resultaram do

desenvolvimento metodolégico do trabalho de tese.
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Abstract. This paper addresses the problem of constructing controlled invariant
polyhedral sets for linear discrete-time descriptor systems subject to state and
control constraints and persistent disturbances. Regardless the large number of
contributions on set invariance for linear systems in the standard form, there are
few works dealing with set invariance properties in the case of descriptor sys-
tems. Here, assuming regularity and causality of the descriptor system, the state
equations are written in such way that standard algorithms can be directly
applied. Moreover, state and control constraints can be enforced through a
piecewise linear delayed state feedback. A numerical example is presented to il-
lustrate these ideas.

Keywords: Descriptor systems, set invariance, constraints.

1 Introduction

Descriptor systems is an important class of linear systems, also called generalized
state space, or singular systems and yet implicit systems when algebraic equations are
present. Very important works have built a rich theoretical and applied framework on
the subject [1], [2], [3], [4] and [5]. The design of constrained control systems is very
useful in practice, since certain requirements of supply or safety impose limits on
physical quantities. The use of the set-invariance concept is a efficient way of dealing
with constrained control systems (see [6], [7] and [8] and references therein). Several
works concerning constrained control for standard state-space systems can be found
in the literature [9], [10] and [11]. For the class of descriptor linear systems, however,
the contributions on the characterization of controlled invariance over polyhedral sets
are not so numerous. Some important works on positive invariance under linear pole
placement design can be found on literature [12], [13], [14], [15] and [16]. However,
the use of linear feedback may lead to very conservative solutions, not coping with
severe control constraints or high amplitude disturbances. In this note, controlled

L.M. Camarinha-Matos, P. Pereira, and L. Ribeiro (Eds.): DoCEIS 2010, IFIP AICT 314, pp. 385 2010.
© IFIP International Federation for Information Processing 2010
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invariance of polyhedral sets for discrete time linear descriptor systems is analyzed.
By assuming that the system is regular and causal, the state equation can be rewritten
in an augmented form which gives the possibility of applying available methods for
characterization of controlled invariance for polyhedral sets in standard linear sys-
tems. A delayed state-feedback control law can then be synthesized to enforce the
constraints. A numerical example is presented in order to illustrate the effectiveness
of the proposal.

2 Contribution for Technological Innovation

Descriptor systems arise from a diversity of areas, such economics, chemical and
electrical [1]. The control of this class of models is very important, since a series of
requirements of quality, reliability and safety are involved. In many cases, physical
constraints are inherent, and comprising operational limits of supply/safety. The set-
invariance for control under constraints is well developed for systems in the classical
state representation. For descriptor model a few works have contributed in this aspect.
The present paper tries to rise new ideas in this direction.

3 Preliminaries

The nth-dimensional system under study is in the form of a perturbed descriptor state-
space representation:

Ex(k+1) = Ax(k) + Bu(k)+ Dd (k) (1)

in which xe R",ue R",de R”. The disturbance amplitude is supposed to be
bounded for all instants k. When rank(E)=q <n, without loss of generality, the
state vector can be partitioned:

2

ik +1) = {xl(k+l)}

x,(k+1)

and the system matrices can be written:

RS MR
E=|"* |,A= B=|"'|D= 3)
0 0 A21 A22 B2 DZ

The hypothesis that the system is causal assures that A22 is invertible [4]. In this

case, manipulations on the systems matrices leads to the form:

d(k
()} @

x(k+1)= Ax(k)+Bu<’<>+C”("“)+D{d(km
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in which

A_|: AII_AIZA;ZIAZI 0:| B_|: BI_AIZA;ZIBZ :|
_Ag;AZI(All _AIZAg;AZI) 0 ’ _A;;AZI(BI _Aleg;Bz)

é=|: 0 :|D=|: DI_AIZA;;DZ 0 :|
_AZ_ZIBZ _Ag;AZI(Dl _Ale;;) _Ag;Dz
Now, one can see that one-step forward terms in control input and in disturbance
appear. This is not a problem for the disturbance, since it is not measured. For the

control input, it is convenient to consider it as another state variable. The augmented
state vector is then:

ht1)= x(k+1) s
d Ltk +1) ©)
The augmented state equation are now given as:
[4 B+é é B[ d
Z(k+1)_{0 / }Z(k)J{[}Au(k+1)J{0Md(k+l)} (6)

In which Au(k+1)=u(k+1)—u(k). This is a standard state-space model with state

vector [xT(k) uT(k)]T and bounded disturbance [dT(k) dT(k+l)]T, and

application of well-established algorithms for standard systems is straightforward. It
should be noticed that this extended system has n+m eigenvalues: (i) ¢ finite

eigenvalues of (1); (ii) n—gq eigenvalues equal to O corresponding to infinite

eigenvalues of (1); and m eigenvalues equal to 1 corresponding to the control input
dynamics. In the next section, this representation will be useful for the
characterization of controlled invariance of polyhedral sets that represent constraints
on state variables and control inputs.

4 Solution of Constrained Control Problem

4.1 Controlled Invariance

Assume that system (1) is subject to the following state and control constraints:

x(k)e Q={x:Gx < p}u(k)e U ={u:Uu <v},Au(k)e AV ={Au: LAu < ¢} @)
The disturbance is supposed to be bounded as follows:

d(k)ye D=1{d:Vd < u} (8)
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Considering the augmented representation, the constraints on state and control can be
written as:

1%

. _ G 0 P
Z(k)er—{Z-QZSP},Q—{O U},P—{}

and the bounds on the disturbance as:

O cwopgvasamv=" lp=|*
d(k+1) S _ﬂ’_OV’ﬂ_y

The goal now is to construct a control law which enforces the constraints, for all
disturbances in ¥ . Such a construction will be based on the following concept [9]:

Definition 4.1. A set is A-contractive controlled invariant with respect to system (6)
and constraints (7),(8) if for any y(k)e I', 3Au such that

A B+C C D[ dk) .
;{(k+1)_{0 ! }Z(k)+{I}Au(k+1)+{0Md(k+l)}e/11" with0< A<1

The constrained control problem can then be solved by computing I'", the maximal
controlled invariant set contained in I" [8,9]. Hence, if the initial state is consistent
with the algebraic equation:

0=A,x(0)+Ay,x,(0)+Bu(0)+D,d(0) )

and y(k)e T then there exists Au(k)e AV suchthat y(k+1)e A" ,Vd(k)e D. As
a consequence, if (0)eI", then JAu(k+1) such that y(k)eI'Vk and
Vd(k)e D . Moreover, if d(k)=0, y(k)ye AT, thus if A<1, y(k)—0 when

k — oo, guaranteeing asymptotic stability.
Once the maximal controlled invariant is obtained, a piecewise linear control law
can be computed that assures the respect to constraints [9]:

Auk+1) = ¢ x (k)] = plx(k),u(k)] (10)

One can see that such control law is delayed with respect to the augmented state
vector.

4.2 Admissible Initial Conditions

In the previous subsection, the issue of consistency of initial conditions was
mentioned. The control law (10) enforces state and control constraints as long as the

initial state satisfies y(0)e I"". However, differently from standard linear systems,

#(0) may not be consistent, i.e., may not satisfy the algebraic equation (9). In this
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case, a jump can occur for k =0 and this is unpredictable due the disturbance d(0) .
Let x(0") be the state after the jump. The dynamic part of state vector does not

experiment jumps in k =0. It can be verified by changing the representation of (1)
into a canonical representation where the dynamic and algebraic equations are

decoupled [14]. Hence x,(0")=x,(0). The algebraic portion can be made explicit
from (9):

x,(0") = —A, A, x,(0)— Ay, B,u(0) — A;, D,d (0) an

The consistency of the initial condition can be treated on the basis of the following
definition.

Definition 4.2. Consider the set ", controlled invariant with respect to the system
(6) and constraints (7),(8). The set of admissible initial states is defined by:

A, :{x(O)e Q:Ju)e U :x(0")eT",Vd(0)e D}-

Let now I be the polyhedral set T ={x:G*xS p*}. In this case, the set of
admissible initial states is also a polyhedron, given by the set of
x(0) = [xl 0" x,0) ]T such that Ju(0) which satisfies, VVd(0) < u:

S N R R
_A22 Az] X (0) + _Azz Bz u(O) + _Azz Dz d(()) < - (12)
0 U 0

Since d(0) is not measured, its influence can be taken into account by considering
the worst case row-by-row. Define then the vector:

. 0
-G s
O; = max -A,D, ||, d (13)
Vd<u 0

i

The variable #(0) can be eliminated by a projection computed like in [8], resulting in

the following polyhedron on x; :
A, ={x0):Hx0)<h} (14)

The set of admissible initial states is then given by:

A, = {x(O):{[H'G 0]}«0) s{ﬂ} (15)
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Fig. 1. Projection onto the control space (a) and the state space (b) of the controlled invariant
polyhedron computed with ¥ =1, together with a control and a state trajectory

S5 Numerical Example

Consider the same system used in [13, 14, 15]:

1 00 12 0 0 0 1 0
E=01 0,A=|-1 07 -1 |,B=|1 -1|,D=|1
000 2 05 -12 05 2 1

The following state and control constraints (7),(8) are imposed:
|G.x| < p,.lu, 1£10,i =1,2 with

0 1 09318 1
G, =|-1 0 -0.1164/,p, =|2
00 1 1

The disturbances are bounded as | d(k) I< 7 . By application of the algorithm proposed

in [8], it was verified that the maximal controlled invariant polyhedron contained in
the set of constraints, with a contraction rate A4=0.99, is non-empty for

V< Vo =1.082115.

Figure 1 shows the controlled invariant polyhedron for y =1 projected onto
control and state spaces, where it can be noticed that the original polyhedron of the
constraints in states is itself controlled invariant. These results are better than those
obtained by the pole placement control law proposed in [14], where ¥, . = 0.208815.
A piecewise control law that enforces the constraints can be computed as in [9]. How-

ever, it turns out that for this example, with =1, invariance of Q under control
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constraints can be achieved by a linear feedback Au(k +1) = F y(k) = F,x(k)+ Fu(k)
computed by linear programming as in [10, 11], leading to

_| 09370 0.7409 0 -0.8944 -0.4852
| -0.7146 0.1915 0 -0.0385 —1.8254

It should be noticed that due to the null column in F, the closed-loop augmented
systems has: (i) 4 finite eigenvalues in 0.6663, —0.4669 ,—-0.0329,0.0305, and (ii) 1
eigenvalue equal to 0, corresponding to the infinite pole of (1). Its confirms stability
of the system under closed-loop.

The set of admissible initial states coincides with the initial polyhedron. A

simulation was carried out with initial conditions x(0)=[1.649 -0.2354 0],
x(0")=[1.649 -0.2354 l]T. The initial control input u(0) was then computed in

order to guarantee x(0")e T, resulting in u(0)=[1.5 —1.344]T The simulated

trajectories with random disturbances are depicted in figure 1.

6 Conclusions and Future Works

A characterization of controlled invariance of polyhedral sets was proposed for
descriptor linear discrete time systems, based on an augmented state-space
representation in the form of a classical linear system. Under this representation,
standard algorithms can be used to compute controlled invariant sets. Then, a delayed
state feedback law can be synthesized to solve a control problem under state and
control constraints for systems subject to bounded disturbances. Through a numerical
example, it was shown that the proposed controller can outperform linear ones
proposed in literature. Future works will focus the study of the solution to the problem
by means of static and dynamic output feedback laws, already characterized in [17]
for classical linear systems. The design of a control law for simultaneous
regularization and constraints satisfaction will be also investigated.

Acknowledgments. The Authors would like to thank to their Institutions and to
PROAP/CAPES for financial support.
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Conditioned-Invariant Polyhedral Sets for Observers with
Error Limitation in Discrete-Time Descriptor Systems

José M. Aratjo, Péricles R. Barros and Carlos E.T. Dérea

Abstract— This works aims to establish a char-
acterization of conditioned-invariant polyhedral sets
applied in the context of state estimation in linear
discrete-time descriptor systems. It is shown that,
assuming causality, the existing conditions for linear
systems in the standard form can be extended to
descriptor ones, by rewriting the state equation in
a suitable form. To this end, a specific descriptor
structure for the observer is proposed, whereby lim-
itation of the estimation error can be achieved by
the computation of an as small as possible condi-
tioned invariant polyhedron that contains the set of
possible initial errors, which is also characterized,
together with the corresponding output injection. The
effectiveness of methodology is then illustrated by
numerical examples.

I. INTRODUCTION

The state estimation problem plays a central role
in control systems theory and applications. The state-
feedback technique is many times applicable due the
development of state observers. The first important con-
tributions on the theme can be found in the works of
Luenberger [1],[2]. In the case of descriptor systems,
this issue is a little bit more difficult, due the fact
that observability notion differs considerably from the
standard systems. Important contributions on observ-
ability and observers design can be found in several
papers [1],[2],[3],[4],[5],[6],[7]. On the other hand, in-
terest in observers which are able to impose a tight
bound on the estimation, coping with disturbances in
the plant and measurement noise, is growing in recent
times. Some important contribution on disturbance de-
coupling/attenuattion can be seen in [8]. The use of
set invariance [9] for error limitation was introduced in
[10],[11] and improved in [12] . In this work, conditioned
invariance of polyhedral sets for standard state-space
observers is extended to descriptor ones. A descriptor
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observer is then proposed, with an adequate mixed static
plus delayed output injection law that enforces the error
to be confined in such an invariant polyhedron. The idea
is similar to that used in [13], where the state equa-
tion was re-written as a standard one, with constrained
control purposes. Numerical examples are presented to
illustrate the effectiveness of the proposed observer.

II. OBSERVER WITH ERROR LIMITATION

A. The observer problem

Consider the state-space model for a perturbed descrip-
tor linear time-invariant system, subject to measurement
noise on the output, given by:

Ez(k+1) = Ax (k) + B1d (k)

y(k) = Cx(k) + (k)
where x € R™ is the state vector, d € D C RP is
a bounded disturbance, y € R is the output and n €

N C R is a bounded measurement noise. Without loss
of generality, consider causal descriptor systems with the

following matrices:
I 0 By,
E= , A= , By =
oo las L az]m- [
(2)

0 0
The problem of obtaining an observer amounts to con-
struct a dynamic system, standard or descriptor, in such
a manner that its state vector Z(k) is such that, for the
unperturbed system (d,n = 0):

Tim [z (k) — & (1)

(1)

An
Agy

Aqo
Az

0

3)

Several works deal with this problem, and some impor-
tant contributions can be found in the form of a contin-
uous time standard observer or discrete time descriptor
observer [4], descriptor continuous time proportional plus
derivative [5], descriptor continuous time proportional
plus integral [6] or descriptor discrete time proportional
plus integral ones [7].

B. The proposed observer and conditioned invariant sets

Consider the full-order descriptor observer for (1) in
the form:

Ei(k+1)= Az (k) — Ev(2(k)) — Pv(z(k—1)) (4)
(k) = C2(k)

<>

where v (z) is a suitable, possibly non-linear, output
injection law, with z = y — ¢, and
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0 AQQ

|

As already stated, only causal (consequently regular)
systems will be considered. A necessary and sufficient
condition for this is that matrix (As2) be non-singular
[14]. The estimation error dynamics is then given by

0 Am}

Ee(k+1) = Ae (k) + Bid(k) + Ev (2(k)) + Pv(z(k —

z (k) = Ce(k) +n(k)

At this point, the following definition for conditioned
invariant sets can be stated:
Definition 2.1: Given 0 < A < 1, the set {2 C R", is said
to be conditioned-invariant A-contractive with respect to
system (5) if Ve(k) € Q, Jv(z(k)) such that e(k + 1) €
AQ,Vd(k) € D,vVn(k) e N.

Now, a standard form for (5) is constructed. The
estimation error and the output injection vector can be
partitioned as:

1)

_ | e(k) _ | vi(z(k))
=] 0l |- o= EE) |
Henceforth, one can see that:
e1(k+1) = Airei(k) + Aizea(k)+

Bi1d(k) + v1(z(k)) + Ar2v2(2(k — 1)),
0:A2161(k') + Asses (k)) + B12d(k) -+ AQQUQ(Z(k — 1))

By replacing es(k) obtained from the algebraic equation,
and then advancing it by one step, the following equation

comes:
i 3 d(k)
ek +1) = Ae(k) +B1 | jo00yy | +elzk) - (6)
where:
A= { Arr = A2 A3y Asy 0 ]
— A5y A1 (A1 — A12A3) Asr) 0 |7

By — A12A521312
— A5y Ag1(Bi — A12A3))

|

™
— A3, By
We have also that:
) =Quet),@=| L, "
LA S A T’ PR

Since matrix Q is nonsingular, v(z(k)) can be directly
obtained from ¢(z(k)).

Let us now consider the following [10],[11],[12]. Distur-
bance d is supposed to belong to a compact set D C R",
and noise measurements to the set N' = {n:|n| <7}. Q
is a compact set defined on the estimation error space
whose interior contains the origin, and it induces the
following set of admissible outputs:

Z(Q)={z:2=Ce+necQneN}

The set of estimation errors which are consistent with
each z € Z(Q) is given by:

E(z)={e:Ce=z—nneN}

(5)
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In the standard state space form, definition 2.1 can be
stated as follows: a set 2 C R™, is said to be conditioned-
invariant A-contractive with respect to system (6) if Vz €
Z(Q),3 Ae—l—Bld—l—(pE)\QVd—[d d] eV =
D x D,Ve e&(z)N

Let now Q, D and N be compact, convex polyhedral
sets containing the origin:

Q={e:Ge<p},D={d:Vd < pu},
N={n : Inl <n}.

The set of admissible outputs Z () is a line segment
in R given by:

Z(Q)={2:z2=Ce+mne:Ge<pn:|n <7}

One can then see that € is conditioned-invariant A-
contractive if and only if, Vz € Z (Q2):

¢ :G(Ae+ Bid+ ) < MAp,Ve,n:z=Ce+1n,Ge <
pll<ivd=[d d]":Vd<pV=

o v ]e-]

We now summarize the main results on polyhedral
conditioned-invariance presented in [12]. Consider the
vectors ¢(§2, z) and ¢:

¢i(Q, z) = maxe , G, Ae
st. Ge<pJn| <7,Ce+n=z< Ge<p,|Ce—z| <7

(Si = m@xé Gzélj
st.Vd<p

In terms of these vectors, the conditioned-invariance
condition is given by:

Jp(2) : p(Q,2) + Gp(z) < Ap—6

This condition can be numerically hard to check as func-
tion ¢(€2, z) is concave, piecewise affine. This difficulty
can be overcome by using the external representation for
Q based on its vertices €7, j = 1,2...,n,. To each vertex,
two break points of ¢(12, z) are associated: 2/ = Ce/ — 17
and z} = Ce’ + 7. Then, it is possible to define the
discrete set Z(Q) = {z: 2 =22 = zi,j =1,..,n,}
and its cardinality n,. The following theorem gives a
necessary and sufficient numerically tractable condition
for polyhedral conditioned invariance [12]:

Theorem 1: The polyhedron Q {Ge < p} is
conditioned-invariant A-contractive if and only if:

Vi=1,...n,,3p(z) : ¢(Q,2)) + Gp(2!) < A\p— 06

This result comes from the fact the ¢(€2,z) is affine in
the interval [2!, 2/*1]. Henceforth, the verification of the
condition can be made by solving the following linear-
programming problems:

(7)

€(z') = min. , ¢
st p(Q2)+Gp<ep—94

€2 is then conditioned-invariant if and only if VI, e(z!) <
A
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A21 A22
A= 20" : 3d0): ;1’4511 o
0 0

B 0

B z1(0) 0
12 0+)

0 2( T

Vv j

When the polyhedrons 2 and D are symmetric with
respect to the origin, the following lemma gives a neces-
sary condition for conditioned-invariance of €

Lemma 2.1: Q = e : |Qe| < p is conditioned-invariant
A-contractive only if:

6(0,0) < Ap—0d (8)

In this lemma, Although this is only a necessary
condition, it is much easier to check than the necessary
and sufficient conditions of theorem 2.1, because it does
not require vertex computation. Moreover, it turns out
to be sufficient as well when p = n — 1 (the number of
outputs is equal to the number of states minus one) [11].

We are now interested in constructing a conditioned-
invariant polyhedron which contains the set of possible
initial errors (2, assumed to be a 0-symmetric convex
and compact polyhedron. Ideally, such a polyhedron
should be as small as possible in order to impose the
tightest limitation on the estimation error. Such a set
can be computed by a judicious use of the following
algorithms:

Algorithm 1:  X**! = conv[\ "' R(X*) U X*], with:
R(X*) = A(E(0) N X*) + BV, X° = Q.

Remark 1: In [12] it is shown that the set
X®(Q,N) limg oo X* is the minimal symmetric
convex set containing ) which satisfies the necessary
condition A(£(0) N X) + BV € AX (Lemma 2.1). Tt is
then a candidate to be the minimal conditioned-invariant
set that containing (). Furthermore, for the particular
case where p = n — 1 and measurement noise is absent,
the set X°°(£2,\) is actually the minimal conditioned
invariant set containing (2.

In the general case, if X°°(2,\) is not invariant,
another algorithm (Algorithm 2 in [10] and [12]) can be
used, which delivers a small polyhedron, not necessarily
the minimal one, which may not even exist in the general
case.

With a conditioned-invariant polyhedron at hand, an
output injection law that assures error limitation must
be computed, and some possibilities are:

1) The online solution, at each step, of the linear
programming problem:
minw,(k) 9
s.t. (2, 2(k)) +Gp(k) <ep—0
2) An explicit time-varying, piecewise-affine output
injection law computed off-line, in the form:
o(z(k), k) = L7 z(k) + X\Fw?
where L7 € R™ and w’/ € R™ are constant for 27 <
2(k) < 27TL with 27 € Z(9Q).
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Remark 2: For a given conditioned-invariant set 2, due
to the presence of disturbance and measurement noise,
only e(k) € Q is assured Vk. However, it is possible to
enforce the error to converges to a small conditioned-
invariant set 371, 8 > 1, by a suitable adjust of the
output injection law. Further details can be seen in [12].

III. ADMISSIBLE INITIAL ERROR

A key issue of the proposed observer for error limita-
tion purposes concerns the initialization. The initial state
of the systems is unknown, but a reasonable hypothesis
is that it belongs to a given region, now characterized.
Let us initialize the estimated state as #(0) = 0, and
assume that the initial state of the system belongs to a
known region ¥ containing the origin. It can be easily
shown by means of a fast-slow decomposition that the
state z1 does not experiment jumps for £ = 0 [13],[14].
The state partition x5, however, must be consistent with
the algebraic equation:

0= A21£E1(O) + AQQI‘Q(O) + B12d(0)

Henceforth, a finite jump can occur if x5(0) is not
consistent with the algebraic equation. The initial state
before jump is noted by z2(07) and after jump z2(0T).
Due to the random nature of the disturbance d a charac-
terization of the set that contains the initial state after
jump is necessary. Let the following compact polyhedron
characterize the initial state before jump:

S

One can then compute a positive projection matrix T
using e.g. Fourier-Motzkin elimination technique [15], in
order to eliminate Gg, i.e., T1Gs = 0. The projected
polyhedron T1G1x; < Tip can be aggregated to the
algebraic equation and to the polyhedron of the distur-
bance, resulting the set at the top of page. Again, one
can eliminate the disturbance d by means of a positive
projection matrix T5, and the final polyhedron obtained
is given by:

5”1(0,)) ];[01 Go ][ml

X2 (0

< p} (9)

(0) Tk (©) 0

T — Aoy — T 0

{ |: 1,’21(0+) j| 2 T l Tl(gl 022 |: I21(0+) j| < Ty [ Tip ] }
0 0 n

Since the observer is initialized with zeros, the initial er-
ror belongs to such polyhedron. Then, for error limitation
purposes, a conditioned invariant polyhedron as small as
possible that contains ¥ can be computed.
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Fig. 1. Polyhedrons for example 1 with an error trajectory

IV. NUMERICAL EXAMPLES

In this section two examples are given in order to
illustrate the concepts discussed in the previous sections.
First, consider the descriptor systems with matrices:

10 —1.1153  0.0399
E=10 o 4= | —0s500 —2.4828]’
[ -11465 7 o [ 1.1892
Bl[ 1.1909 ]’C - { —0.0376}

The random disturbance is bounded as |d| < 0.2 and the
measurement noise as |n| < 0.2. Considering that before
the jump the initial state belongs to the symmetrical
polyhedron |Qle < p, with Q = I, p = [ 0.2 0.2 ]T,
the procedure in section I1I gives the following after jump
symmetrical polyhedron:

0.2510 1.1332 0.1087

—0.2510 —1.1332 0.1087
{Gae < pa}7 Gq = 1 0 Pa = 0.2
—1 0 0.2

The original polyhedron is not invariant, then the min-
imal one containing it was computed using the algorithm
described in section II, for a contraction rate A = 0.9.
Also, a linear output injection law is achieved in this
case with the gain given by L = [ 0.9387 —0.2079 ]T.

Figure 1 depicts the polyhedra and an error trajectory
initiated in the original polyhedron. In this example, with
a linear output injection, one can analyze the closed-
loop structure for the error dynamics both in standard
and descriptor form. In standard form, the eigenvalues of
closed-loop matrix A+ LC are both placed in the origin,
and the error dynamics is deadbeat-like.

Equivalently, if the analysis of the closed-loop behavior
is carried out in descriptor form, one can confirm that the
closed-loop pencil zE — (A+ EQ™'LC) — 2~ 1PQ'LC
has a double root z = 0, which is consistent with the
analysis in standard form.
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Fig. 2. Polyhedrons for example 2

Fig. 3.
trajectory

Invariant polyhedron from example 2 with an error

As a second example, consider the system given in
[13],[16], with u(k) = 0. An output is added and the
system matrices are:

1 00 1.2 0 0
E=|l010|,A=| -1 —-07 -1 |,
0 0 0 2 —05 —1.2
0 1
Bi=|1|,CT=| -1
1 1
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Severe disturbance and noise measurement are assumed,
with |d] < 0.5 and |g| < 0.5. Like in the previous
example, a symmetrical polyhedron is considered before
the jump, with @ = I3, p = [ 0.5 05 0.5 ]". The
polyhedron of after jump initial error is given by:

1 —-025 —0.6 0.25
-1 025 0.6 0.25
1 0 0 0.5
{Gae < pa}, Ga = 0 1 0 i Pa = 05
-1 0 0 0.5
0 -1 0 0.5

With a contraction rate A = 0.9, the invariant polyhe-
dron is shown at Figure 2, together with the original one.
A time-variant, piecewise affine output injection law is
obtained for this case, given by:

v(z(k), k) =
—0.0640 —0.0022
[ 0.0376 } z(k) + (0.9)* | —0.0070 } , 0 < |z| < 2.6580
—0.1240 0.0014
—0.1764 —0.2073
0.2713 | z(k) + (0.9)% | 05363 |, 2.6508 < |z| < 5.3160
—0.4071 —0.5565

Figure 3 depicts a state trajectory starting from the
conditioned-invariant polyhedron, for which the error, as
expected, does not escape from within.

V. CONCLUSION AND FUTURE WORKS

An extension of set-invariance based techniques for
design of observers with error limitation was proposed
for discrete-time descriptor systems. Such extension was
possible due to a suitable structure for the observer,
introduced in this work. A discussion was carried out on
the admissibility of initial states, and a characterization
of the polyhedron of initial estimation error after jump
was given. Future work related to this study concerns
loo — oo filtering design and the use of invariant observers
for designing output feedback controllers for constrained
descriptor systems.
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Design of Observers With Error Limitation in Discrete-Time Descriptor
Systems: A Case Study of a Hydraulic Tank System

José M. Aratjo, Student Member, IEEE, Péricles R. Barros, and Carlos E. T. Dérea

Abstract—A novel descriptor observer structure is proposed in
the context of discrete-time descriptor linear systems. On the basis
of this new structure, the characterization of conditioned-invariant
polyhedral sets with the purpose of limiting the estimation error is
carried out. Limitation of the estimation error can be achieved by
the computation of an as small as possible conditioned-invariant
polyhedron, that contains the set of possible initial errors, and by a
suitable output injection law. The approach is applied to an exper-
imental tanks platform, for which a descriptor model is identified
and validated. The obtained results confirm the merits of the pro-
posed observer for applications in this kind of systems.

Index Terms—Descriptor systems, hydraulic accumulators, ob-
servers, set invariance.

I. INTRODUCTION

HE state estimation problem plays a central role in control

systems theory and applications. The first important con-
tribution on the theme can be found in the work of Luenberger
[11, [2]. In the case of descriptor systems, this issue is a little bit
more involved, due to the fact that observability notion differs
considerably from the observability of standard systems. Con-
tributions on observability and observers design can be found in
several papers [1]-[7].

On the other hand, interest in observers which are able to im-
pose a tight bound on the estimation error, coping with persis-
tent disturbances in the plant and measurement noise, is growing
in recent times. This is the case of the approaches based on
the so-called set-valued observers [8], [9]. Considering discrete-
time linear systems, for each time instant, the set of states con-
sistent with the measured outputs (or an outer approximation of
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it [10]) is computed and a point-wise optimal state is selected.
Since such a set has to be computed online, the computational
burden can be excessive, and its practical implementation in fast
systems can become unfeasible.

As an alternative, full-order state observers can be con-
structed in order to confine the trajectory of the estimation
error into a so-called (C,A)-invariant or conditioned-invariant
polyhedron [11]-[13]. Conditioned-invariance is defined as
the possibility of keeping the estimation error in a given set
in spite of the action of unknown-but-bounded disturbances
and noise. Examples of applications that benefit from such
error bounded estimators are the design of filters for systems
subject to unknown-but-bounded disturbances and noise [14],
and the design of output feedback dynamic compensators for
constrained linear systems, whose construction uses condi-
tioned-invariant polyhedral sets, associated to observers with
error limitation [15].

This work is an extended version of [16] and includes novel
experimental results. Here, we address the problem of designing
state observers with error limitation for causal linear discrete-
time descriptor systems subject to unknown-but-bounded dis-
turbances and measurement noise. First we propose a particular
descriptor observer structure under which we show that condi-
tioned-invariant polyhedral sets can be computed from the al-
gorithms developed for standard linear systems. Then, the pro-
posed technique is applied to a hydraulic tank system [17]. The
experimental results confirm the feasibility of using this tech-
nique to this kind of system.

II. OBSERVER WITH ERROR LIMITATION

A. Observer Problem

Consider the state-space model for a perturbed descriptor
linear time-invariant system, subject to measurement noise on
the output, given by

Ex(k+1)=Ax(k) + B1d(k)

y(k) = C(k) + (k) )

where = € R™ is the state vector, d € D C RP? is a bounded
disturbance, y € R is the output and » € A" C R is a bounded
measurement noise. Without loss of generality, consider causal
descriptor systems with the following matrices:

_ 1 0 _ A11 Alg _ B 11
i = [0 U],A_ [Am elom=l o
The problem of obtaining an observer amounts to constructing
a dynamic system, standard or descriptor, in such a manner that

its state vector #(k) is such that, for the unperturbed system
(d,n = 0), img— oo [z(k) — (k)] = 0.

1063-6536/$26.00 © 2011 IEEE
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Several works deal with this problem, and some important
contributions can be found in the form of a continuous time
standard observer or discrete-time descriptor observer [4], de-
scriptor continuous-time proportional plus derivative [5], de-
scriptor continuous-time proportional plus integral [6], or de-
scriptor discrete-time proportional plus integral ones [7].

B. Proposed Observer and Conditioned-Invariant Sets

Consider the full-order descriptor observer for (1), in the form

Ei(k+1) = A2(k) — Ev(2(k)) — Pv(z(k - 1))
g(k) = Ci(k) 3)

where ©(z) is a suitable, possibly nonlinear, output injection
law, with z = y — ¢, and

_ 0 A]_Q
P_|:0 A22:|.

As already stated, only causal (consequently regular) systems
will be considered. A necessary and sufficient condition for this
is that matrix Aso be non-singular [18]. The estimation error
dynamics is then given by

Ee(k+1) = Ae(k) + Bid(k)+Ev (z(k))+Pv (z(k — 1))
2(k) = Ce(k) + n(k). 4)

At this point, the following definition of conditioned-invariant
sets can be stated.

Definition 2.1: Given 0 < A < 1, the set @ C R", is said
to be conditioned-invariant A-contractive with respect to system
4) if Ve(k) € 2, Ju(z(k)) such that e(k + 1) € XQ,Vd(k) €
D, Vn(k) € N.

Now, a standard form for (4) is constructed. The estimation
error and the output injection vector can be partitioned as e(k) =

[:E:g] (k) = [ Eigi;g] . Hence, one can see that

(:’1(]{3 + 1) :All(il(k) + Alg(’lg(k) + Blld(k) + U1 (Z(k))
+ Apva (2(k — 1)) ©)
0= Agl(il(k) + Agg(’lg(k) + Blzd(k)
+ Aggua (2(k - 1)). (6)

From (6) and the assumption that the system is causal, ea(k+1)
can be written as

62(/{7—}—1) = —AE;Aglel(l{?—l-l)—A;;Blzd(k-l-l)—’llg (Z(l{')) .

(7)
By replacing (5) in (7), and aggregating e;(k + 1) back, the
following equation comes:

d(k)

elk+1) = Ae(k) + B, [d(k +1)

]+¢@w» ®)

where
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A= [ Anr — A Ay As 0}
— Ay Aoy (A1r — A1nAy) A1) 0

B, = [ Biy — A Ay, By 0 ]
*A£21A21 (Bll — A412A2721312) *Agnglz ’

We have also that
een =@t o=| 4k O]

Since matrix ¢ is nonsingular, »(z(k)) can be uniquely obtained
from p(z(k)).

Let us now assume the following [11]-[13]: disturbance d
is supposed to belong to a compact set D C R", and noise
measurements to the set A" = {n : |n| < 77}. Q is a compact set
defined on the estimation error space whose interior contains the
origin, and it induces the following set of admissible outputs:

ZQ)={z:2=Ce+n, ecQneN}L

The set of estimation errors which are consistent with each
z € Z(0) is given by

E(z)={e:Ce=z—-n,ne N}

In the standard state space form, definition 2.1 can be stated
as follows: a set 2 C R™, is said to be conditioned-invariant
A-contractive with respect to system given by (8) if

Vz e Z(0),3p: Ae+ Bid+ ¢ € A0
~[d
Vd:[d’]EV:DxD,VeeS(z)ﬂQ. 9)

1413

Let now {2, D, and A be compact, convex polyhedral sets con-
taining the origin

Q={ec:Ge<p},D={d:Vd < p}, N = {n: |y < i1}

where G € R™" . p € R,V € R**? u € R*. The set of
admissible outputs Z(?) is a line segment in R given by

Z)={z:2=Ce+mne:Ge<p,n:|n <7i}.

One can then see that £} is conditioned-invariant A-contrac-
tive if and only if
Vze Z(Q), Jp: G(Ae + Bid+¢) < Ap
Ve,n:z=Ce+n,Ge<p,|n <n Vd:Vd< i

- |V 0 Y
V_[O V}’ “_[/1,]'

We now summarize the main results on polyhedral condi-
tioned-invariance presented in [11]-[13]. Consider the vectors
(82, z) and & given by

(10)

where
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i (€, 2) = max G; Ae =

max
e€QNE(z)

8; = max G;B1d = max G;B1d
d dey

st.Vd < i

Since (10) should be satisfied Ve € 2N &(z) and Vd € V,
then, one can consider the worst case row-by-row. That is, ¢;
and §; model, respectively, the worst case due to the estimation
error associated with a given output and to the uncertainty on
the disturbance value. In terms of these vectors, conditioned-
invariance of {2 amounts to

Vz e Z(2), Jo(2) : (2, 2) + Go(z) < Ap — 6.

This condition can be numerically hard to check since function
(€2, z) is concave and piecewise affine. This difficulty can be
overcome by using the external representation for €2 based on its
vertices e/, i =1,2...,m,. To each vertex, two break points
of ¢(£2, z) are associated: z/ = Ce’ — fj and 2, = Ce’ + 1.
Then, it is possible to define the discrete set Z4(2) = {z :
z=2z",2=2,,j=1,....n,} and its cardinality n.. The
following theorem gives a necessary and sufficient numerically
tractable condition for polyhedral conditioned invariance [12],
[13].

Theorem 2.1: The polyhedron & = {Ge < p} is condi-
tioned-invariant A-contractive if and only if

VIi=1,...,n., Jp(zh) (21 + Go(zh) < Ap — 6.
This result comes from the fact the ¢(€2, z) is affine in the in-
terval [2!, 2/*1]. Hence, the verification of the condition can be
made by solving the following linear-programming problems:

€(z') = mine
B

st (2" + Gp < ep — 6. (11)

() is then conditioned-invariant if and only if ¥, e(2!) < A.
Notice that if a given polyhedron is conditioned-invariant with
contraction rate A, the feasibility and boundedness of the set of
linear programming in (11) is guaranteed, i.e., sup, e(z') = A.

When the polyhedra {2 and D are symmetric with respect to
the origin, the following lemma gives a necessary condition for
conditioned-invariance of 2.

Lemma 2.1: 3 = {e : |Ge| < p} is conditioned-invariant
A-contractive only if

d(£2,0) < Ap — 6. (12)

Although this is only a necessary condition, it is much easier to
check than the necessary and sufficient conditions of Theorem
2.1, because it does not require vertex computation. Moreover,
it turns out to be sufficient as well when ¢ = n — 1 (the number
of outputs is equal to the number of states minus one) [12].

We are now interested in constructing a conditioned-invariant
polyhedron which contains the set of possible initial errors £2,
assumed to be a 0-symmetric convex and compact polyhedron.
Ideally, such a polyhedron should be as small as possible in
order to impose the tightest limitation on the estimation error.
Such a set can be computed by a judicious use of the following
algorithms.

Algorithm 2.1: X**1 = conv[]A 1R(X*) U X*], with:
R(X*) = A(E(0)Nn X*) 4+ BV, XV = Q.

Where conv(.) stands for the convex hull.

Theorem 2.2: The set X (2, \) = limy_, o X* is the min-
imal symmetric convex compact set containing €2 which satis-
fies the necessary condition A(£(0) N X) 4+ BV € AX.

The necessary condition in Theorem 2.2 is a geometric ver-
sion for the Lemma 2.1. The set X >°(£2, \) is then a candidate to
be the minimal conditioned-invariant set containing 2. Further-
more, for the particular case where ¢ = n — 1 and measurement
noise is absent, the set X >°(§2, A} is actually the minimal con-
ditioned-invariant convex set containing €2 [12]. The proof of
Theorem 2.2 is given in the Appendix.

In the general case, if X>°(£2. A) is not invariant with con-
traction rate A, another algorithm can be used, which delivers
a small polyhedron, not necessarily the minimal one. The min-
imal one may not even exist in the general case, but starting
from X >°(£2, A), this second algorithm delivers an as small as
possible conditioned-invariant A-contractive polyhedron con-
taining £2.

Consider then the following optimization problem, whose
constraints are a geometric version of those in (10)

e(X,z) = 211;1 €

st A(E()NX)+ o+ BV CeX. (13)
The following algorithm computes an as small as possible
conditioned-invariant A-contractive polyhedron S°°, starting
from X >°(€), A), containing €2.
Algorithm 2.2:

SFL = conv{ A7 U
Z2E€EZ,(S*.N)

Re(Skv Z)] U Sk}

where R.(S*, z) = A[£(2) N S*] + ©*(2) + BV, ¢*(2) is the
optimizer of (13) with

X =8% Z,(8%, X)) ={z € Z4(8%) 1 e(S*,2) > A}
50 = X>°(, \).

Theorem 2.3: Suppose there exists ¢ < A such that
X, = X*(Q,p) is conditioned-invariant with contraction
rate A. Then, S(X,A) C X, and §°°(X,, ) is a con-
ditioned-invariant set containing §2, with contraction rate A,
where X, = X™(Q, A).

Proof: See the Appendix.

Remark 2.1: Efficient numerical packages for the implemen-
tation of Algorithms 2.1 and 2.2, such as CDDMEX [19], [20],
can be used for the computational steps involving operations
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with polyhedral sets. For further details on their computational
implementation, the reader is referred to [11] and [12].

We assume henceforth that a conditioned-invariant polyhe-
dron I', obtained from Algorithm 2.1 or Algorithm 2.2 is avail-
able. An output injection law that assures error limitation must
be computed, and some possibilities are [11]-[13] as follows.

1) The online solution, at each step, of the linear program-

ming problem

min e
£.p(k)

st (L, 2(k)) + Go(k) <ep— 6. (14)
2) An explicit time-varying, piecewise-affine output injection
law computed offline, in the form
@ (2(k), k) = L z(k) + XFw? (15)
where LY € R"™ and w? € R"™ are constant for z/ <
z(k) < 29t with 27 € Z(T).

Remark 2.2: For a given conditioned-invariant set I, due to
the presence of disturbance and measurement noise, only e(k) €
T is assured Vk. However, it is possible to enforce the error to
converges to a small conditioned-invariant set 31T, 3 > 1, by
a suitable adjustment of the output injection law in (15) [13].

III. ADMISSIBLE INITIAL ERROR

A key issue of the proposed observer for error limitation pur-
poses concerns the initialization. The initial state of the systems
is unknown, but a reasonable hypothesis is that it belongs to a
given region, now characterized. Let us initialize the estimated
state as #(0) = 0, and assume that the initial state of the system
belongs to a known region T containing the origin. It can be
easily shown by means of a fast-slow decomposition that the
state x1 does not undergo a jump for & = 0 [18]. The state zo,
however, must be consistent with the algebraic equation

0= AQlilfl(O) + AQQIL‘Q(O) + Blzd(O)

Hence, a finite jump can occur if z:2(0) is not consistent with
the algebraic equation. The initial state before jump is noted
by 22(07) and after jump x2(07). Due to the random nature
of the disturbance d a characterization of the set that contains
the initial state after jump is necessary. We consider that the
initial state before the jump belongs to the set of state constraints
Q= {Gzx < p}

e (] e ) <o)

One can then compute a nonnegative projection matrix 7T}
using, e.g., Fourier-Motzkin elimination technique [21], in
order to eliminate (o, i.e., T1G2 = 0. The projected poly-
hedron 71G1z1 < Tip can be aggregated to the algebraic
equation and to the polyhedron of the disturbance, resulting in
the set of possible states after jump

(16)

IEEE TRANSACTIONS ON CONTROL SYSTEMS TECHNOLOGY

Fig. 1.

Experimental platform.

Aoy Aszo Bia
A=< 2(0M): 3d(0): ;jgi 76122 7512
0 0 Vv

0

{ 71(0) W 0

x | a2(0%) | < |,

Loy ||

I

Again, one can eliminate the disturbance d by means of a
positive projection matrix 75, and the final polyhedron obtained
is given by

Aoy Ag
AF = |:=L1(O):| T —As —Aa [l‘l(o }
ZL'9(0+) 2 T1G1 0 IL‘2(0+)
0 0
0
0
=T Tip

m

If the observer is initialized with zeros, the initial error is as-
sured to belong to the polyhedron A*. Then, for error limitation
purposes, a conditioned-invariant polyhedron, as small as pos-
sible, that contains A* can be computed.

IV. EXPERIMENTAL PLATFORM AND SYSTEM MODEL

A. Platform

A highly flexible, fully instrumented, experimental platform
for tanks level control [17] seen in Fig. 1 was used to set up a de-
scriptor model, obtained by linearizing the schematics of Fig. 2
around a stationary operating point. The platform is equipped
with pressure based level transmitters in tank 1 and tank 2, and
the actuator is a pump plus frequency converter set. Using OPC
MATLAB resources, an Allen-Bradley PLC system performs the
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Tank 2 K

Tank 3

u(t)

Fig. 2. Assembled system with three tanks.

control. The MATLARB files run in real time via OPC, in a station
with an Intel Core 17 CPU @ 2.67 GHz, 4 Gb RAM memory.

The descriptor, linear model of the system taking absolute
variables is given by

Eq. (1) = Aqa(t) + Bug(t)

y(t) = Cdult) + na(t) a7)

where Q. = [¢a, Ga, Gas)T is the state vector consisting of the
volumes in the tanks, u, is the pump flow

100 —k 0 0 1
E=10 1 0|, A=k -k O B= |0
00 0 1 1 1 0

The output matrix C is dependent on the levels that are mea-
sured, and 7(¢) is the measurement noise. This is a descriptor
system, and the equation given by the third row of the system is
easily justified by the mass balance principle, as that the system
does not gain or lose material to the exterior [22], [23]

Qal(t) + Q(I,Q(t) + q«;S(t) =0. (18)

B. Use of a Descriptor Model

A question arises at this point: why use a descriptor model
for the observer design, instead of a standard state space model?
To answer this question, consider the following non-descriptor
(standard) model for the system of Fig. 2:

25
20
15 |
100

> otz

0

e, (%) 2 T~ ~10

2 20 e, (%)

Fig. 3. Polyhedra of the case study with error trajectories obtained with linear
gain and with online output injection law.

{dal(t)] [—kl 0 0] (qal(t)] { 1 ]
dug(t) = k‘l —]ﬁjg 0 qaz(t) + 0 ’Il,(t)‘

Ldu3(t)J [ 0 ks UJ an3(t)J L_lJ

(19)

Such system is unobservable, and it has two stable eigenvalues
and a single eigenvalue at the origin. The transformation of this
system to Kalman observable canonical form [24] reveals that
the eigenvalue at the origin is unobservable, then, the system is
nondetectable.

On the other hand, the descriptor model adopted in the pre-
vious subsection, though unobservable if one consider the whole

state-space, can be proven to be R-observable [25] in the admis-
sible subspace given by the algebraic equation.

C. Model Adjustments

The variables are measured in a relative scale (percent), and
the tanks 1 and 2 have different geometric parameters: for the
transversal section diameters Dy = (27/25)D;, and for the
heights H>, = 2H;. Taking into account these facts, the fol-
lowing linear descriptor model relating the incremental volumes
in the tanks around an operating point was obtained:

1 0 0] [ai(®) —0.0104 0 0
0 1 0] |gt)| =] 00033 —0.0042 0
0 0 0] |gs3(t) 1 2.3328 1
q1(t) 0.0190
X | qt) | + 0 u(t).

A detailed, systematic procedure for the obtention and valida-
tion of this model is shown in [26]. The discretization of such
model with a sampling time 7, = 3 s results in
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Fig. 4. Estimation error for the observer with: (a) linear gain and (b) online
output injection.

10 0] [a(k+1) 09692 0 0
0 1 0| |qk+1)|=10.0095 09867 0
0 0 0] [gs(k+1) 1 23328 1
a1 (k) 0.0560

x | q2(k) | + | 0.003 | u(k).

V. EXPERIMENTAL RESULTS AND DISCUSSION

The output measurement was taken as y(k) =
01 0][g1(k) qo(k) g3(R)]" + n(k), with [n(k)] < 0.2. A
confidence set for the initial error given by |e1| < 3; |ea] < 3
and |eg| < 9.9984 was used for the determination of a (as
small as possible) conditioned-invariant polyhedron that
contains it. The application of Algorithm 2.1 considering a
contraction rate A = 0.91, resulted in a conditioned-invariant
polyhedron X>*°(£2, A} = {Ge < p;} for which Gy matrix
has 22 rows. The initial admissible set is not modified, due
to the absence of disturbances in the state equations. A linear
output injection law was obtained in this case, and is given by
LY = [-3.8857 — 0.9895 8.194]7, w! = 0 for (15). With
this gain, the closed loop eigenvalues of (8) are 0, 0.0598, and
0.9075. Fig. 3 shows the initial and the conditioned-invariant
polyhedra, together with error trajectories starting from the
point eg = [3 3 — 9.9984]7". The dark line corresponds to the
response of the observer using the linear gain L, and the other
one to that using an online injection law. One can note that in
both cases, the error does not leave the invariant polyhedron.
Moreover, in the online injection design, no inrush is seen in
the error trajectory, differently from the linear design. This
is due the fact that the online computation seeks to optimize
the contraction of the error trajectory at each time step. Fig. 4
shows the error convergence in time domain.

The time needed for online computation of the output injec-
tion law was about 10 ms, which is far below the sampling time

IEEE TRANSACTIONS ON CONTROL SYSTEMS TECHNOLOGY

(3 8). Also, each row of ¢p{ X (2, A), z) is computed in about
70 ps, while ¢(z) computation demands about 140 ps. Hence,
for this application no special care is required on this issue.
It must be pointed out that, for dynamically fast systems, the
piecewise-affine law in (15) can be used, despite the possibility
of inrush responses in the estimation error.

VI. CONCLUSION AND FUTURE WORK

An extension of set-invariance based techniques for design of
observers with error limitation was proposed for discrete-time
descriptor systems. Such extension was possible due to a suit-
able structure of the observer, introduced in this work. A dis-
cussion was carried out on the admissibility of initial states, and
a characterization of the polyhedron of initial estimation error
after jump was given. The proposed technique was successfully
applied in a hydraulic tank system, where tight bounds on es-
timation error with fast convergence were assured due to the
design. Future work related to this study concerns {, — /o, fil-
tering design and the use of invariant observers for designing
output feedback controllers for constrained descriptor systems.

APPENDIX

Proof of Theorem 2.2: First we prove that X °°(), X) satis-
fies the necessary condition in the Theorem. From the algorithm,
clearly, V&, X* < X**! and R(Xk) C AX**1 Therefore,
AE(0) N XF) 4+ B1Y = R(XF) € AXFTL € AX®(Q,\).
Since this condition is valid V&, it proves that X °° (2, A) satis-
fies A(£(0) N X2°(Q, ) + B1V € AX>®(Q,\).

Consider now a symmetric compact set P which satisfies the
necessary condition and such that X* < P. Then: A(£(0) N
X*) 4+ ByD C A(E(0) N P) + BV C AP. Hence, since P is
convex: X*+1 = conv[A\"1(A(£(0) N X*) + BV) U X*] ¢
P. Since this condition holds Vk, then X°°(£2, A) C P, which
proves that X°° (€2, A) is the minimal compact set satisfying the
necessary condition. [ |

Proof of Theorem 2.3: Clearly, from Algorithm 2.1, if 4 < A
then X (02, X) C X°>°(€, pu), implying X\ C X,.

Consider now a set S* in Algorithm 2.2 and assume that
St ¢ X «- Then, since X, is conditioned-invariant with rate
A\, Vz € Z(S*), Ju such that A(E(z) N S*) + BV + ¢ C
AX,,. Then, from Algorithm 2.2, $**1 C X . Initializing Al-
gorithm 2.2 with $° = X, C X,,, guarantees, by induction,
that S= (X, A) C X,..

Moreover, Algorithm 2.2 clearly generates a sequence {S*}
of compact sets such that, Vk = 0,1,---,8% c S*¥*! and
the fixed point S°°, attained when, eventually, S¥*1 = §* is
clearly conditioned-invariant with rate . ]
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Output feedback control of constrained descriptor
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Abstract: A novel technique is proposed for output feedback control of constrained linear dis-
crete-time causal descriptor systems. In particular, it is shown how linear state and control
constraints can be satisfied by using only output measurements corrupted by unknown but
bounded noise. To this end, conditions are established under which a polyhedron contained
in the set defined by the state constraints can be made invariant through output feedback.
The control input which enforces the constraints can be computed online through the solu-
tion of linear programming problems. The proposed technique is then applied to the control
of a hydraulic three-tank system. Simulated as well as experimental results illustrate the pro-
posed technique and indicate that it can be potentially used in practical situations.

Keywords: descriptor systems, output feedback, constraints satisfaction, hydraulic

accumulators

1 INTRODUCTION

Descriptor systems constitute an important class of
linear systems, also known as generalized state space
or singular systems or even implicit systems, which
arise when algebraic equations coupling the state
variables and inputs are present. Several contribu-
tions help to build a rich theoretical and applied
framework on the subject [1-7].

This is not the case though, when the treatment
of hard state and control constraints enter the pic-
ture. Many of the available contributions are based
on the concept of positively invariant sets [8-12],
where one checks if a linear state feedback exists

*Corresponding author: Departamento de Tecnol. em Eletro-
Eletronica, Gp. de Pesquisa em Sinais e Sistemas, Instituto
Federal da Bahia, Rua Emidio dos Santos, S/N 40301-015
Salvador, Brazil.

email: jomario@ifba.edu.br

such that the set defined by state constraints can be
made invariant, i.e. the state trajectories cannot
escape it. Very often, a given set cannot be made
positively invariant via linear, or even non-linear
state feedback though. The concept of controlled
invariance [13] allows for non-linear control laws
and provides methods to compute invariant polyhe-
dral sets [13-16].

In reference [17], by rewriting the state equations
of the causal descriptor model, the known results of
state feedback constrained control via controlled
invariant polyhedra were adapted to descriptor sys-
tems. In this paper, the output feedback case is
considered. By extending recent results obtained
for non-descriptor models [18], conditions are
established under which a polyhedron can be made
invariant via static, possibly non-linear, output feed-
back. It is shown how a control input which
enforces control satisfaction can be computed
online through the solution of linear programming
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problems, based on the measured output corrupted
by unknown but bounded noise.

A case study is presented, using a descriptor
model of a three-tank hydraulic system [19].
Simulation and experiments are performed to evalu-
ate the proposed model and control design strategy,
showing the feasibility of the use of the technique in
this kind of system.

2 INVARIANT POLYHEDRA

In this section a summary of the conditions for out-
put feedback controlled invariance (OFCI) of a poly-
hedron proposed in reference [18] is presented, as
well as the extension for the descriptor case, high-
lighting its particular features. Constraints on the
system variables in general can be represented by
linear inequalities, more suitable to capture physical
bounds on state and control variables, imposed by
limitation of the actuators or safety issues. Such
inequalities define convex polyhedral sets in the
state and control spaces. In the present work, sym-
metrical polyhedral sets containing the origin are
considered

Gg=p (1)

where g € R® stands for the vector of constrained
variables, state, and control, and G € R8™,p € RS,
where g is the number of inequalities representing
the system constraints and s is the dimension of
vector ¢, i.e. the number of constrained variables.

The following sections outline the main issues on
invariant polyhedra explored in this work.

2.1 Controlled invariance by output feedback

Consider the linear, time-invariant, discrete-time
system, described by

x(k+1)=Ax(k) + Bou(k) + B1d(k) )

y(k) = Cx(k) + n(k) @
where x € R" is the state vector, u € R is the con-
trol vector, d is an unknown disturbance in a
bounded set D c R, y € R is the measured output,
and n € R? is the measurement noise bounded as
nl<n.

The constraints on state variables, control and
the disturbance are given by the following symme-
trical polyhedra containing the origin

Q={x:Gux<p} (3)

V={u:Vu<v} (4)
D={d:Sd<p} (5)

Consider now the set of admissible outputs associ-
ated with Q,

V(Qu)={y:y=Cx+nforxcQu,n:|nl<n} (6)

Y(Q,) C RP is the set, also closed and convex, of
all values of y that can be associated with x € Q,.
Therefore, if x(k) € Q,, then y(k) € Y(Q).

The set of states which are consistent with each
¥y € Y(Qy) is given by

Cly)={x:Cx=y—mn,|n|<=n}

Set-invariance under output-feedback can be
characterized by the following definition [18].

Definition 2.1

The polyhedron Q, is said to be output-feedback
controlled-invariant (OFCI) with respect to system
(2) if Yy e Y(Qy), JucV:G(Ax+ Bu+B d)<Ap,
Vd € D,and Vx € Q, NC(y), with0 < A < 1.

When Q, is OFCI, if x(k) € Q,, then there exists a
control u(k) € V, computed from the measured out-
put at time k, such that x (k+ 1) € Q,Vk. In this
case, if Q, is contained in the set of state constraints,
then such constraints can be satisfied via static out-
put feedback.

Since the same input u# must work for all d € D,
and for all x € Q, consistent with the output y, their
worst-case effect can be taken into account row by
row. Therefore, the above definition can be re-stated
as: the polyhedron Q, is OFCI if

vy ey, u: [‘i’g’)]{G)‘Bz}us[)"’_&] @)

U v
where
8= max GBid s.t. Sd<p (8)
¢, = GyAET () ©

£(y) = arg max, GyAx
s.t. Gyxx=<p, [Cx—y|<7n

In order to compute the projection of (7) onto
R", consider now the non-negative matrix
[T; W;] € R"™8, whose rows form a minimal gen-
erating set of the polyhedral cone defined by
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" w {G’I‘}“)‘Z ] =0, [t'w’] =0,

Such a projection matrix can be computed using, for
example, the Fourier—Motzkin elimination technique
[20]. By application of this projection, condition (7)
can be rewritten as Vy € Y(Q,),Vi=1,..., n,,

[T; wi][¢((5y):|<[Ti Wi][/\py_ﬂ (10)

The main result of reference [18] is the following
theorem.

Theorem 2.1
The polyhedral set Q,={x : G,x < p} is OFCI with
contraction rate A if, and only if, Vi=1,.. . ,n,

8 8
> T;GyAE < <Z Tij(/\pj—aj)> +W,v (11)
j=1

j=

vy, &,j=1,2,...,8:G:& <p,|-C& +y|<n (12

The OFCI of Q, can then be checked by solving
the n, LPs

8 .
€;= max > T;iGA&
yE ,21 L (13)

st. G & <p, |CE-y|<7

Then Q, is OFCI with contraction rate A if and
only if €+ (Z]gzl Tijaj) —Wir= (Z}gzl Tij A pj),
Yi=1,....,n,

As shown in reference [18], the maximum num-
ber of variables necessary to compute ¢; is only (m
+ 1)n + p, which makes LPs (13) computationally
tractable.

An online control law that enforces the tight con-
straints can be computed as

u(k) =argmin ¢
ou (14)
st. o(Y(k) +GBu<e¢ p—6, Vu<vw
where ¢(y(k)) is given by equation (9).

This control action tries to optimize the one-step
ahead contraction of the state trajectory with
respect to the OFCI set Q.. The computation of u(k)
requires the solution of g LP’s with n variables and
g + g constraints (9) plus the LP (14) with m + 1
variables and g + v constraints.

2.2 Extending OFCI to descriptor systems

Consider now the linear, discrete-time descriptor
system under disturbances and measurement noise
given by

Ex(k+1) =Ax(k) + Bou(k) + B, d (k) (152)

y(k) = Cx(k) +n(k) (15b)

Without loss of generality, one can consider the
state vector and the system matrices in the form

[ xik+1) |1 o
x(k+1)_[x2(k+1)] E_[O 0}

A11 A12 Bll B21
[A21 Azz] ! |:B12] 2 {Bzz]
with det( Ay, ) # 0 since causality is assumed [6].
As shown in reference [17], where state feedback
was considered, the system can be rewritten in a

standard state space form. By isolating x,(k) in the
algebraic equation

0=Ay1x; (k) +Agpx, (k) + Boou(k) + B1od (k)

writing it one step forward and replacing the
dynamic equation, one obtains

x(k+1)=Ax(k) + Bou(k) + Bsu(k + 1)

- [ dk) (16)
By {d(k 1)
where
A A1 —ApRAS Ay 0
—A' Az (A1 —AALAy) O
B, - Bi1—A2A,,)'Bys 0
—AL' Az (Bi1—ARAS;'By) AL'Bpp
B, - By —A12A5,) By B { 0 }
2= -1 -1 3= -1
—Ayy Ar1 (B2 —ApA,; Byy) —Ay; By

If one considers the incremental form for control
ulk+1)=ulk) + Aulk+1)

system (16) can be written as

{x(k+l)] _|A B;+B; {x(k)}
uk+1)| |o I u(k)
+ [BglAu(k+ 1)+ B, [d‘jc(k)l }
I 0 (k+1) 17)
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Consider in addition the following polyhedra, that
characterize state and control constraints, as well as
bounds on the disturbances

o (2] 2]

ol Yl

with d,,, and d,,, . ; being the disturbances at the pres-
ent instant and one step ahead according to equation
(17). In order to compute Au(k + 1), and, conse-
quently, the control input u(k + 1) under the pro-
posed structure, u(k) is treated as a state. Since u(k) is
known it can be considered as a measured output.
The output equation can, then, be extended as follows

- [C 0][x(k) n(k)
=[5 ][]

The set of admissible outputs induced by Q is now
given by

v@=:5=[§ 35|+ 2] E] cam=n

The control increment in (17) is constrained in the
form

Au € U={Au:UAu< ¢}

On the basis of these definitions, the develop-
ment that leads to Theorem 2.1 can be directly
extended to the descriptor case, by replacing the
corresponding matrices by those of system (17).

Remark 2.1
x(k)

When Q is OFCI, if the state
u(k)

] belongs to Q,

then there exists Au(k+1)el such that
{x(kﬁL 1)} € Q. It should be noticed that Au(k + 1)
ulk+1)

is chosen based on y(k). In this sense, it can be con-
sidered as a delayed output feedback.

Remark 2.2

The control Au(k + 1) affects the state immediately
at time k + 1. This is a characteristic of the descrip-
tor system, associated with the coupling of state and
input variables.

Remark 2.3

As will be illustrated later, the use of u(k) as a mea-
sured output in order to compute the control does
make a difference concerning the OFCI of Q. In some
cases the polyhedron cannot be made invariant
under output feedback without this information.

Remark 2.4

The polyhedron of constraints is not OFCI in gen-
eral. However, methods exist to compute controlled
invariant polyhedra under state feedback [13-17].
No systematic procedure is available to compute an
OFCI polyhedron. Nevertheless, it turns out that
controlled-invariant sets with a small contraction
rate A are often OFCI with a larger A. This can be
checked through the necessary and sufficient condi-
tions of Theorem 2.1.

3 EXPERIMENTAL PLATFORM AND
DESCRIPTOR MODEL VALIDATION

A highly flexible, fully instrumented, experimental
platform for tanks level control [19] (Fig. 1) was
used to set up a descriptor model, obtained by line-
arizing the equations associated to the schematics
of Fig. 2 around a stationary operating point. The
platform is equipped with pressure-based level
transmitters in tank 1 and tank 2, and the actuator
is a pump plus frequency converter set. The com-
munication is ethernet based, and by means of a
graphical interface, as well as by OPC MATLAB ©
resources, an Allen-Bradley © PLC system performs
the control. The incremental, linearized descriptor
model using variables in absolute values for this
scheme is given by

Eq,(t) =Aq,,(1) + Bou,(t) (20a)

Y(6) =Cq,(0) +m, (1) (20b)

where

qal
q,= | qaz
qa3

Fig. 1 Experimental platform
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Tank 2 A,

u(t)

Fig. 2 The assembly system with three tanks

is the state vector consisting of the volumes in the
tanks, u, is the pump flow

100 k0 0 1
E=[0 1 0 ki —k» 0| By=
00 0 111 0

The output matrix C depends on the levels that are
measured, and »(f) is the measurement noise. This is
a descriptor, singular system, and the equation given
by the third row is easily justified by the mass bal-
ance principle, since the system does not gain nor
loses material to the exterior [21, 22]

A=

=)

Ga1 (£) + qa2(t) + 43 (1) =0 (2]

The model given by equation (20) uses absolute vari-
ables. The necessary scaling will be shown later, tak-
ing into account the fact that these variables are
expressed in relative values. For parameter extraction
from data, both tanks 1 and 2 were submitted to a
step response test. A + 5 per cent step on the incoming
flow from actuator was applied from the equilibrium
point to test tank 1, and — 10 per cent (+5 per cent to
— 5percent) was used in tank 2. For corrected calibra-
tion of these model, the following equations with vari-
ables in relative values are considered

G, () = kp, u(0) — k11 (1) (22a)

G, () =k, u(t) — kg2 (1) (22b)

In these equations, the parameters «,, and «,, are
used for correct scaling between the pump velocity

and the relative volumes, which are expressed in dif-
ferent bases. The following approximated numerical
values can be obtained from the data: x,, =0.0190 s !
Ky, =0.0059s, k;=0.0104s"", and k,=0.0042s"".
Moreover, tanks 1 and 2 have different geometric
parameters: for the transversal section diameters
D,=(27/25)D,, and for the heights H,=2H;; hence, a
given volume of tank 2 must be scaled by a factor
(D3H,)/(D7H,;) ~ 2.3328. The volumes in tanks 1 and
2 are measured but in tank 3 there is no sensor. Then,
the algebraic equation of mass balance, referred to the
basis of tank 1, can be adopted

q1+ 233286]2 +q3= 0 (23)

As a final remark, when one couples the output of
tank 1 to feed tank 2, it is necessary to scale the
term k;q;(¢) by the factor «,,/k,,. Now, the linear-
ized model for the plant is

(1 0 0][d,®

01 0||q®|=

0 0 0] |gs

[ —0.0104 0 07 [0 0.0190
0.0033 —0.0042 0| |q0)|+| 0 |u®
! 23328 1] | g0 0

Figure 3 depicts the model and experimental
responses with a +5percent to —10 per cent ampli-
tude step sequence, where a good fit can be
observed.

4 SIMULATION AND EXPERIMENTAL RESULTS

4.1 Output feedback design

In this section, simulations on the model and experi-
mental tests for output feedback controlled invariance
are performed. A sample time T;=3s was considered.
The constraints considered in this case are given by
|| =<9, |g2| < 7, |g3| = 25.33, |u| < 15. The augmented
system (17) was obtained, resulting in

@ik+1)7 [09692 0 0 0.0560
g2(k+1)| | 0.0095 0.9876 0 0.0003
gs(k+1) | | —0.9915 23038 0 —0.0566
ulk+1) | 0 0 0 1
q: (k) [0

Z;Eg 8 Au(k+1)

u(k) |1

Such a polyhedron is not controlled invariant, but
it is possible to compute the maximal
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from system ........ ........
: : from model | : 3
) S ERRCRPRE: ........ ........ ......... R ERPRTTR ......... b ....... 4

i i i ] i i i i 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t(s)

0 100 200 30 40 500 600 700 800 900 1000
t(s)

Fig. 3 Responses of the system and model to a 0 to

+ 5percent to — 5 per cent step sequence

o[£ <l

contained in it using, for example, the methodology
proposed in [14]. For this simulation, a contraction
rate A =0.95 was considered. The OFCI condition
for this polyhedron was checked with the output
equation

o [c 0][qi]  [n®
=[5 9]+ ["")

where two matrices C were considered: C=1I
(full state measurement, but with noise) and with
C=[010] (only g, is measured), with measure-
ment noise, respectively

0.2
Ink)|<| 02
0.667

and 7(k) < 0.2. The polyhedron turns out to be
OFCI with contraction rate A =0.9536 and A =0.9884,
respectively for C=Iand C=[{010].

The control Au(k + 1) was computed online from
the LPs (9) and (14) with the appropriate matrices of
the augmented model, resulting in

Au(k+1,y(k)) = arg rglir} P

s.t. (k) +G

Blg Au<ep—6

The initial condition g(0) =[—7.069 —1.176 9.803]7,
u(0)=15 was used in the full state measurement
experiment.

Figure 4 shows the state trajectory and the
projection of the invariant polyhedron onto
the state-space. One can see the good fit between the
simulation and experimental results, with respect to
the constraints. Figure 5 depicts the control input. It is
interesting to notice the changes of tendency in the
control effort curve. This just illustrates the fact that
the solution of LP (14) is a piecewise affine function of
y(k), u(k). The experiment with the measurement of
only g, was made with the initial condition
q(0) = [~ 5.827 — 1.423 9.146], u(0) = 15. Again, a good
fit between experimental and simulated cases was
observed. The results are depicted in Figs 6 and 7.

4.2 Additional remarks and discussion

Regular descriptor systems have algebraic con-
straints that can involve states, disturbance, if any,
and control, given by

0=A1x;(0) + A%, (0) + B2o1(0) + B12d(0) (24)

Then, the initial conditions must be consistent with
these constraints. In reference [17], a discussion on
the satisfaction of these constraints is carried out,
with the characterization of the polyhedron of
admissible initial states, consistent with algebraic
constraints. This result can be quite easily extended
to the output feedback case. This issue is not con-
sidered here because there are no disturbances and
the algebraic equation depends only on the state
variables.

In the proposed control structure, the computa-
tion of the control input u(k + 1) is done based on
the measurement y(k) and the previous input u(k).
It is remarkable that if w(k) is not taken as an

| I
___-.__|||| IIII

Wl ii;;l!‘lll
«-;'l!!h““ll

| - 2

-5
o, (%)

— Simulated

= Experimental

4, (%)
=

o (%)

Fig. 4 Polyhedron with state trajectory for controlled
invariance illustration in full state measure-
ment design
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15 T T T T
: : : Simulated
Experimental
o || RO T .................. .................. ........... )
5 .................................................................................... -
s
=
U ...........................................
3 N SRR FO Y. SR R
-10 1 Il L i
u] 50 100 150 200

t(s)

Fig. 5 Control effort in full state measurement design

— Simulated

= Experimertal

)

Fig. 6 Polyhedron with state trajectory for con-
trolled invariance illustration with ¢, only at

measurement
15 ; ! , :
: : ] Simulated
Experimental
0 .................. ............................. 4
Sl SRR SRS S ]
| SR N ; ;
2 :
g : :
(1] O SRR
_5 ....................................................................................... -]
10 i 1 1 i
0 50 100 150 200

t(s)

Fig. 7 Control effort with g, only at measurement

output, then the computed polyhedron is no longer
OFC(I, in either of the two considered cases.

5 CONCLUDING REMARKS AND FUTURE
WORK

Invariant polyhedral-sets-based design has been
applied to output feedback control of constrained
linear causal descriptor systems. Necessary and suf-
ficient conditions under which a given polyhedral
set is controlled-invariant via output feedback were
established, considering a special structure where
the one step ahead control input is computed
based on the present output and control input. The
technique was successfully applied to level control
of a three-tank system, illustrating its effectiveness
in this kind of problem. Future work shall investi-
gate the use of dynamic output feedback compensa-
tors in the case when the computed polyhedron is
not OFCI, as in reference [18]. In that work, a poly-
hedron which is simultaneously controlled and con-
ditioned invariant is designed to be OFCI via
dynamic output feedback. Conditioned invariant
polyhedra were used in reference [23] to design
descriptor observers with limitation of the estima-
tion error for the same tank systems used in the
present work. The application of the proposed tech-
nique in a more complex plant shall also be subject
of future work.
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