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Resumo

A principal contribuicao desta tese é uma lei de controle alternativa baseada em um
critério de rolamento para bases mdveis com no minimo duas rodas ativas quando
as restrigoes cinematicas [ que podem ser holonémicas ou nao-holonémicas | nao sao
satisfeitas e a presenca de escorregamento é iminente para velocidades superiores. O
método aqui apresentado consiste na utilizacao da teoria de perturbacoes singulares
para descrever os efeitos fenomenoldgicos, e suas naturezas de comportamento, dentro
da dinamica geral do sistema mecanico quando as restrigoes cinemdticas nao sao
satisfeitas. Com a teoria de perturbacoes singulares é possivel projetar controladores
que incluem um grau de robustez e que convenientemente permitem analisar a
mitigacao gradual das dinamicas associadas a insatisfagdo das restrigoes cinematicas,
sempre que algum critério de rolamento seja apropriadamente aplicado. A defini¢ao
desse critério é uma formulacao tedrica dos fenomenos fisicos diretamente ligados
com a tracao de bases moéveis e supostos matemdticos coerentes com a teoria de
controladores nao-lineares. Os resultados s@o consequéncia de testes de simulagao
feitos em Simulink do MATLAB® para exemplos de configuracio em bases méveis
reais e um teste experimental baseado em uma base omnidirecional.

Palavras-chave: Restricoes holonomicas, restricoes nao-holonémicas, bases méveis
com rodas, dindmicas rapidas, dinamicas lentas, perturbacoes singulares, acoes
corretivas, desempenho da tragao, escorregamento, derrapagem, deslizamento.
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Abstract

The main contribution of this thesis is an alternative control law based on a rolling
criterion for wheeled mobile bases when the kinematic constraints | which can be
holonomic or nonholonomic | are not satisfied and the presence of the slip is imminent
for higher speed. The method presented here is based on the singular perturbation
theory. This theory allows us to describe the phenomenological effects, and their
dynamics within the overall dynamics of the mechanical system when the kinematic
constraints are not satisfied. With the singular perturbation theory is possible to
design controllers that include a degree of robustness and, conveniently, allow us to
analyze the gradual mitigation of the dynamics associated with the insatisfaction of
the kinematic constraints, whenever some rolling criterion is properly applied. The
definition of this criterion is a theoretical formulation of the physical phenomena
directly linked with the traction of mobile bases and assumptions consistent with
the mathematical theory for nonlinear controllers. The results are consequences of
simulations made in Simulink of MATLAB® for examples of real configurations in
wheeled mobile bases and experimental tests in real omnidirectional mobile base.

Keywords: Holonomic constraints, non-holonomic constraints, wheeled mobile
bases, fast dynamics, slow dynamics, singular perturbation, corrective actions,
traction performance, slipping, slip, skidding.
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Capitulo

Introducao

1.1 Visao geral

Os projetos desenvolvidos no campo do controle para bases de robos moveis tem sido nos
ultimos anos a razao de muitos estudos. Em geral, os robos méveis terrestres, também chamados
de AGV’s [do inglés Autonomous Guided Vehicles], sao veiculos motorizados e com diversos
tipos de sistemas para locomoc¢ao (Ortigoza et al. 2012, Siegwart & Nourbakhsh 2004, Batlle &
Barjau 2009, Braunl 2003). Esses tipos de veiculos interagem com o ambiente de trabalho usando
diferentes tipos de sensores: de distancia, posicao, velocidade, forga, visao artificial, etc. Em
relacdo a localizagao eles podem ser externos ou internos (Everett 1995). Os sensores internos
sao aqueles que estao posicionados no préprio corpo do robd e se movimentam juntamente com
0 mesmo, enquanto que os sensores externos sao fixos ao ambiente ou em algum outro sistema
mével e observam o movimento do veiculd]] (Spong & Vidyasagar 1989, Sanca 2006, Smith 2001,
Nicosia et al. 2001, Angeles 2003, Siegwart & Nourbakhsh 2004).

De forma geral, a robdtica movel é a area que trabalha com mecanismos que podem se mover
pelo seu ambiente, nao estando restritos como uma base fixa. Uma categoria importante de robos
moveis sao os robos terrestres, que se movimentam nao sé configuragoes de rodas, como também
esteiras, pernas, anéis de pressao, entre outras projecoes. Neste trabalho serdo abordados os
robos méveis terrestres projetados sobre bases méveis com rodas, chamados de BMRS, e suas
diferentes propriedades estruturais.

Trabalhos pioneiros em robdtica moével, usando rodas, foram realizados por pesquisadores
como Nikola Tesla no final do século XIX e W. Grey Walter nos anos 50, entretanto, o
primeiro rob6 mével a ser criado considerando-se os padroes atuais foi o Shakey (Nilson 1991).
Desenvolvido por pesquisadores do Stanford Research Institute no final da década de 60, o
Shakey era equipado com uma camera de video e sensores 6ticos de distancia. Ele utilizava
técnicas cldssicas de inteligéncia artificial para construir um mapa de seu ambiente e realizar
tarefas simples como achar um objeto e mové-lo para algum lugar predeterminado. Outros
projetos pioneiros na robética mével foram o HILARE, desenvolvido no Laboratoire d’Analyse
et d’Architecture des Systemes (Giralt et al. 1984), e a dupla Stanford Cart e CMU Rover
(Moravec 1983) nas décadas de 70 e 80. A partir de meados da década de 80, varios robos méveis
foram construidos em diversas universidades e laboratérios de pesquisa. Algumas empresas
passaram também a desenvolver e comercializar robds méveis voltados & pesquisa (Active Media
Robotics 2011, Salcedo et al. 2012) e mais recentemente, voltados para uso doméstico como
aspiradores de pé (IRobot 2011), cortadores de grama auténomos (Robonow 2011) e robds para
entretenimento (Sony AIBO 2012, Sony QRIO 2013) [Ver Figura [L].

Os robos méveis baseados em BMRs possuem uma estrutura dinamica descrita usualmente
na forma de Lagrange (Lewis et al. 1999b, Selmic & Lewis 2000, Gu & Loh 1985, Yun & Sarkar
1998), hamiltoniana (Bloch et al. 2000) ou Newtoniana (Altpeter 1999, Wei et al. 2004, Gu &
Loh 1988); o que conduz ao desenvolvimento de equages de movimento para diversas localizagoes

1 Além dessa classificacdio, os sensores podem fornecer um conhecimento local [estados internos do robd, ex:
velocidades e posigoes dos motores], ou um conhecimento global [estados do robd em relagdo ao ambiente de
trabalho, ex: velocidade e posi¢ao cartesiana do robg].

2 Acrénimo: Bases Méveis com Rodas.
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Figura 1.1: Robos: (a) SHAKEY do Stanford Research Institute, (b) POWERBOT da Active Media Robotics,
(c) PATROLBOT da Active Media Robotics, (d) Aspiradora de p6 SCOOBA da IRobot, (e) Cortador de grama
autéonomo RL855 da Robonow, (f) AIBO e g) QRIO da Sony.

do veiculo em termos de parametros inerciais de seus elementos. Métodos convencionais como as
formulacoes de Lagrange-Fuler e Newton-FEuler podem também ser aplicadas sistematicamente
para desenvolver equagoes de movimentos dinamicos (Spong & Vidyasagar 1989, Figueiredo &
Jota 2004, Vidyasagar 1993, Lewis et al. 19994a). Particularmente, os sistemas mecéanicos que
requerem controle de movimento sao descritos matematicamente de forma lagrangeana e muitas
vezes precedidos por algumas nao-linearidades na entrada que podem ser caracterizadas nos
tipos: zona morta; saturagao; ou histerese do tipo backlash (Spong & Vidyasagar 1989, Sage et
al. 1999, Tao & Kokotovic 1995, Fernandez 2009, Sanca 2006, Fernandez & Cerqueira 2009b).

Em um sistema, a nao-linearidade do tipo zona morta é entendida como a faixa operacional
do atuador que nao produz resposta na dindmica no sistema quando um sinal de controle é
aplicado em qualquer instante de tempo. Logo, nessa faixa, o sistema opera como um sistema
dindmico nao forgado (Khalil 2002, Close & Frederick 1995, Spong & Vidyasagar 1989). Essa
caracteristica é encontrada em muitos atuadores, sendo comuns em servo-valvulas hidraulicas e
servo-motores elétricos (Tao & Kokotovic 1996, Jang 2001). Esse tipo de nao-linearidade é de
complexa modelagem podendo inclusive ser variante no tempo (Tao & Kokotovic 1994, Lewis et
al. 1997, Lewis et al. 1999b, Laura et al. 2006b). Caso a presenga da zona morta na entrada de um
sistema nao seja considerada no projeto do sistema de controle, este pode atingir comportamentos
no seu espaco de estado sujeitos a ciclos limites (Jang et al. 2005, Ortega et al. 2000, Dumitriu
et al. 2006, Fang et al. 2005, Tan et al. 2001, Balakrishna & Ghosal 1995).

Em uma BMR, acionada por rodas acopladas a motores elétricos, a nao linearidade do
tipo zona morta é em geral decorrente de forcas de reacao inerentes aos componentes do atrito
nos eixos do movimento, e das condigoes da superficie de contato (Lewis et al. 1999b, Jang et
al. 2005, Tan et al. 2001).

O atrito é um fenomeno de complexa modelagem que pode ser dividido em diferentes sub-
componentes fenomenoldgicos, entre os mais relevantes encontramos os seguintes: Stiction;
Histerese; Stribeck; Stick-Slip; Viscosidade; Rigidez; e dependéncia da frequéncia de entrada
(Olsson et al. 1997, D’Andréa-Novel et al. 1995, Canudas de Wit et al. 2003, Olson et al. 2003).
Quando se trabalha com um sistema mecanico em movimento, como é o caso das BMRs, em
aplicacoes de posicionamento de elevada precisao [ao redor de 0.1 pum] a baixas velocidades
os resultados ndo sao satisfatérios quando o atrito é desconsiderado (Canudas de Wit et
al. 1995, Selmic & Lewis 2000, Selmic et al. 2003, Burckhardt & Reimpell 1993). Por exemplo,
um tipo particular de atrito, o atrito seco, faz com que o sistema apresente comportamento
caracteristico de zona morta em condigoes iniciais (Ray 1997, Hirschorn & Miller 1999, Alvarez
et al. 2005). Armstrong-Hélouvry et al. (1994) apresentaram uma pesquisa de 280 publicacoes
associadas com ferramentas de andlise, modelagem e compensacao de atrito. Dentre essas
publicacoes, é possivel destacar a compensacao de atrito baseada em modelos estaticos e nao
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estaticos para problemas de posicionamento. No entanto, o comportamento marginalmente
estdavel do erro sugere aprimoramento do modelo adotado para tal compensacao (Olsson et
al. 1997, Hirschorn & Miller 1999, Tan et al. 2001, Freidovich et al. 2010).

Por outra lado, a nao-linearidade do tipo saturacao é caracterizada por uma restricao imposta
ao atuador que impede que seu funcionamento permaneca fora de uma faixa de operacao
[ou seja, existe um limite maximo e um limite minimo de operacao]. Essa restricao atua de
forma a deteriorar o desempenho do sistema fazendo com que existam estados inalcangaveis e
comportamentos dinamicos nao rastredveis. A grande maioria dos projetistas desconsideram
esse fenomeno objetivando simplificar suas andlises e solugoes (Perez et al. 2003, Hindi &
Boyd 1998, Selmic et al. 2003, Jang et al. 2005, Cao et al. 2001). As vezes é comum considerar
que os motores elétricos usandos nas BMRs sao alimentados por uma fonte de alimentacao
que nao considera a faixa de saturagdo. Embora essa especificacdo simplifique a sintese de
controladores torna impraticavel a sua implementacao, sendo preciso entao considerar que os
motores elétricos estao acionados com o auxilio de uma fonte de alimentacgao cujo ganho é sujeito
a restricdo imposta pela saturacao, como é o caso dos circuitos PWMB(Sage et al. 1999, Laura et
al. 20060, Laura et al. 2006a, Cruz et al. 2008, Fernandez 2009, Fernandez et al. 2012, Ferndndez
& Cerqueira 20090, Fernandez & Cerqueira 2009a). Assim, uma BMR passa a apresentar
restricoes de entrada e, como consequéncia, a produzir uma degradacdao no seu desempenho.
Portanto, a modelagem correta dessas restrigoes é muito importante para quantificar e entender
os aspectos operacionais dessa degradacao.

Complementarmente, a nao-linearidade histerese do tipo backlash é um tipo de nao
linearidade na qual o comportamento depende tanto do estado de solicitacao atual quanto de suas
solicitagoes passadas (Khalil 2002). Esse tipo de fenémeno aparece em vdrias areas, tais como
magnetismo, elasticidade, plasticidade, sistemas de spins, oscilacoes em redes cristalinas, etc. Em
BMRs este tipo de nao-linearidade é comum pelo desgaste das engrenagens nas caixas redutoras
usadas no acoplamento do motor com a roda (Ferndndez 2009, Laura et al. 20065, Cruz 2007).
Nesta tese nao sera considerada devido a existéncia comercial de acoplamentos mecanicos que
compensam esse efeito, como pode ser visto em FAULHABER Group (2005).

Os robés moveis baseados em BMRs constituem uma classe de sistemas mecénicos
caracterizados por restrigoes cinematicas que podem ou nao ser integraveis. No primeiro caso sao
chamadas de restricées holonéomicas e no segundo caso chamadas de restri¢ées nao-holonomicas.
Essas restrigoes nao podem ser eliminadas do modelo geral do sistema de movimento, do
contrario, a sintese de controladores de trajetoria nao serd muito eficiente. Por esse motivo,
algoritmos de planejamento de trajetorias e controle dinamico desenvolvidos para robos méveis
sem restrigoes nao sao mais aplicaveis (Yun & Sarkar 1998, Jiang 2000a, Brockett 1999, Khaneja
& Brockett 1999, Kolmanovsky & McClamroch 1995, Mazur 2010, Chang & Chen 2000,
D’Andréa-Novel et al. 1992, D’Andréa-Novel et al. 1991, Fukao et al. 2000, Chwa 2004). Na
década de 90, essa situagao criou uma grande motivagao nos pesquisadores da drea em gerar
resultados cientificos que dessem solugoes para o controle de trajetéria de BMRs, entre os que
se destacam o controle de BMRs com duas rodas ativas [acionamento diferencial] ou com trés
rodas ativas [do tipo triciclo|; em uma visdo rigida [sem restri¢oes cinemadticas| e uma visao
flexivel [com restri¢oes cinematicas] do problema (D’Andréa-Novel et al. 1991, D’Andréa-Novel
et al. 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, Campion et al. 19915, Campion et al. 1996).
Entretanto, BMRs disponiveis no mercado tém geralmente uma estrutura construtiva que é
muito mais complexa que as mencionadas anteriormente ou que o veiculo classico de quatro rodas,
no qual os modelos e as consideragoes das suas restricoes de movimento continuam sendo um
desafio na sintese de controladores de trajetéria (Goel et al. 1999, Moballegh et al. 2004, Song &
Wang 2009, Zhou & Huang 2011, Ivankjo et al. 2004, Song & Wang 2009, Bahari et al. 2008, Wang
et al. 2009, Menegaldo et al. 2009, Nandy et al. 2011).

Nas BMRs, as restricoes cinemadticas sao associadas com as propriedades estruturais do
conjunto de rodas usadas para locomocao e com o tipo de limitacoes de movimento que cada
roda possui em relagdo ao seu plano de rotagao e o eixo de rotagao (Campion et al. 1996, Li et
al. 2008, Shekhar 1997, Klancar & Skrjanc 2007). Limitagbes com respeito ao plano de rotagao
sao conhecidas como restricoes cinemdticas de rolamento puro, e as limitagoes com respeito ao
eixo de rotacdo sao conhecidas como restricoes cinemdticas de nao-derrapagem. Dependendo do
nimero e do tipo de rodas essas restricoes podem ser reduzidas, simplificando assim o modelo

30s circuitos PWM [do inglés Pulse Width Modulation] sdo encarregados de modular por largura pulso um
sinal analégico.
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dindmico e a sintese do controlador (Campion et al. 1996).

A locomocao de BMRs, sujeitas as restrigoes cinematicas impostas pelas rodas, sugerem dar
uma maior importancia as alteragoes presentes nos componentes tangencial [correspondente ao
movimento longitudinal] e ortogonal [correspondente ao movimento transversal] das velocidades
do ponto de contato entre a roda e a superficie de contato (Tian et al. 2009). Uma das
alteracoes comumente abordadas na literatura associada a sistemas mecanicos de movimento
é o escorregamento [ou Slip, em inglés]. Nas rodas, o escorregamento é divido em: deslizamento,
para as componentes longitudinais, e derrapagem, para as componentes transversais. Ambos
podem provocar erros no rastreamento, ciclos limite e movimentos indesejados no seguimento
de trajetéria (Balakrishna & Ghosal 1995, Williams et al. 2002, Li et al. 2008, Tian &
Sarkar 2012, Nandy et al. 2011, Trojnacki 2013). Dessa forma, um bom modelo para o
escorregamento € essencial para analisar a estabilidade das BMRs, predizer ciclos limites e
encontrar parametros adequados para os controladores de trajetoria.

Em situagobes praticas, quando BMRs executam movimentos acelerados, desacelerados, ou
contornos de curvas em alta velocidade, as restrigoes de rolamento puro e de nao-derrapagem sao
violadas, degradando assim, a precisao e exatidao do controlador projetado (Dong 2010, Dixon
et al. 2000). Quando essas restri¢oes sao violadas as forgas de tracao nao podem ser obtidas
pelos cléssicos multiplicadores de lagrange, e é necessario levar em consideracao equagoes que
caracterizam a natureza fisica do contato entre a roda e a superficie (Bakker et al. 1987, Bakker et
al. 1989, Balakrishna & Ghosal 1995, Motte & Campion 2000, D’ Andréa-Novel et al. 1995, Hong
et al. 2006).

Para garantir a precisao e a exatidao dos controladores projetados, é fundamental conhecer
e compreender o sistema de movimento antes de controla-lo. Para esse propdsito, o sistema
pode ser estudado usando um modelo, que também pode ser considerado um pré-requisito para
que uma estrutura de controle possa ser posta em operacao (Cerqueira 2001, Fernandez 2009,
Fernéndez & Cerqueira 2009a). Na literatura técnica, vérios esquemas de controle adaptativos
tém sido propostos para estimar e compensar o escorregamento, veja por exemplo: Shekhar
(1997), Stonier et al. (2007), Williams et al. (2002), Fernédndez et al. (2012), Ferndndez et al.
(2013) e Fernandez & Cerqueira (2009a).

A maioria dos controladores sdo projetados em funcdo de modelos aproximados do
escorregamento e de funcbes continuas ou suaves para a modelagem e o controle do sistema
mecanico. Para tal propésito, na década de 90, alguns pesquisadores analisaram a regulacao
(Corradini et al. 1999) juntamente com os problemas de controle de trajetéria (Leroquais &
D’Andrea-Novel 1996) sujeitos a perturbagoes no modelo cinemético que violassem as restrigoes
de rolamento puro ou nao-derrapagem. Balakrishna & Ghosal (1995) consideraram a forca
longitudinal da tracao, associada com o componente tangencial de velocidade do ponto de
contato, dentro de um modelo dindmico para uma BMR omnidirecional usando medidas da
magnitude do escorregamento em diferentes condigoes de rugosidade da superficie de contato.
Sobre esses testes foi projetado um controlador adaptativo que assumia como referéncia a
satisfacdo da condigao de rolamento puro. D’Andréa-Novel et al. (1995) e Leroquais & D’Andrea-
Novel (1996) propuseram usar uma formulacao baseada em perturbagoes singulared] que permite
analisar a robustez das leis de controle, fazendo uma relagdo entre as subdinamicas decorrentes
da violacdo das restrigoes cinemadticas [como resultado da inclusdo do escorregamento| e a
flexibilidade relacionada com a fenomenologia do contato.

Em (Corradini et al. 1999) foi proposto um controlador baseado na técnica Sliding-mode para
regular a posicao de uma BMR sujeita a perturbacoes na vizinhanga da origem. Entretanto, além
de nao ser regulada a orientacao da BMR, as leis de controle propostas nao eram diferenciaveis,
que torna o controlador impraticdvel, visto que o procedimento conhecido como Backstepping,
geralmente usado para incorporar a dinamica do sistema, necessita que o controlador seja
diferencidvel [Essa discuss@o pode ser mais detalhada em (M’Closkey & Murray 1997)]. Motte
& Campion (2000) representam um dos primeiros trabalhos do comego do século XXI no qual o
escorregamento é considerado no modelo dinamico pelo uso da abordagem teérica apresentada
em (D’Andréa-Novel et al. 1995). Os autores levam em consideragdo pequenos valores de
escorregamento tal que as forcas de tragdo sejam quase linearmente dependentes. Dessa forma,

4Teoria com interessantes contribui¢des para o controle de sistemas mecénicos no final da década de 80 até
hoje (Liu et al. 2008, Taghirad & Khosravi 2002, Spong 1989, Mills 1989, Ghorbel & Spong 19925, Ghorbel &
Spong 19924, Sobolev 1987).
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pelo uso das contribuicoes j4 existentes para robos manipuladores, uma variedadd] baseada em
perturbacoes singulares é projetada para linearizar o sistema.

Em Dixon et al. (2000), o escorregamento foi considerado como uma pequena mensurével
e limitada perturbacao dentro do modelo cinematico da BMR. Logo em seguida uma lei de
controle é desenvolvida para mitigar tal perturbagao. Tarokh & McDermott (2005) e Volpe
(1999) usaram o escorregamento como um estado dentro de um modelo cinematico generalizado.
Jung & Hsia (2005) introduziram a forca lateral de tracdo, que é linearmente dependente ao
escorregamento lateral [ou derrapagem]|, para o seguimento da posigao lateral em um modelo
de duas rodas [do tipo bicicleta]. E a fim de garantir convergéncia do erro foi aplicada uma
abordagem de controle para a direcionabilidade. Lin et al. (2007) introduziram o fator anti-
escorregamento para representar a porcentagem da velocidade angular da roda que é refletida
na velocidade linear efetiva da mesma. Com esse fator foi representada a porcentagem da
forca de tracao da roda refletida efetivamente no atrito. Técnicas em redes neurais foram
usadas para realizar o controle 6timo de velocidade nos atuadores e o seguimento de trajetoria.
Stonier et al. (2007) consideraram a dinamica do escorregamento longitudinal [ou deslizamento]
em uma BMR omnidirecional, entretanto, para a derivacao da lei de controle dinamico foram
assumidas condigoes ideais de rolamento [ou seja, foi assumido que as restrigbes cinematicas
eram satisfeitas].

Cruz et al. (2008), apresentaram o modelo para uma BMR com trés rodas omnidirecionais
considerando as nao-linearidades do tipo zona morta e saturacao. Considerou como entradas
as larguras de pulso e como saidas as velocidades angulares das rodas. Forneceu-se assim
um conhecimento local do sistema. Nos testes por simulagdo do modelo, observou-se que
as imperfeicoes nas velocidades sao decorrentes de perturbagoes principalmente ocasionadas
pelo escorregamento e limitantes associados as forgas de atrito estatico e os ciclos de trabalho
dos circuitos PWM que acionavam os motores. Ploeg et al. (2008) introduziram as forcas
de tracao longitudinal e lateral linearmente dependentes com o deslizamento e a derrapagem,
respectivamente, para um modelo reduzido de uma BMR com quatro rodas motorizadas e um
grau de direcionabilidade. Em (Sidek & Sarkar 2008), a dindmica de deslizamento das rodas
laterais foi explicitamente modelada em uma dinamica global para BMRs, e uma lei de controle
por realimentacao de estados foi aplicada para fazer o seguimento da trajetoria.

Fernandez (2009) e Ferndndez & Cerqueira (2009a) apresentaram um modelo de compensagao
de escorregamento, no qual ele foi considerado uma entrada exdgena e foi usado um controlador
adaptativo projetado com redes neurais para que o erro de controle na velocidade nos atuadores
convergisse para zero. Ferndndez et al. (2012) apresentaram um modelo dindmico para o
escorregamento longitudinal em uma BMR omnidirecional com trés rodas e contribuiram com
uma alternativa de interpretagao: as condi¢oes de rolamento apropriadas. Em (Fernandez et
al. 2013) é considerada a abordagem em Fernandez et al. (2012) para projetar um controlador
baseado em uma variedade integravel que lineariza o sistema e mantém as condigoes de rolamento
apropriadas.

Embora muitas estratégias para estimacao e compensacao de escorregamento tém sido
propostas, atualmente o fato de exigir um melhor rastreamento [com erros cada vez menores],
continua demarcando a importancia de aprimorar as técnicas existentes a fim de mitigar
a interferéncia do escorregamento em sistemas mecanicos de movimento (Bazzi et al. 2014,
Yokoyama 2013, Yoo 2012, Tian & Sarkar 2013, Kelly & Seegmiller 2013). Em posse dessa
iniciativa e com o proposito de modelar a dinamica geral de uma BMR, levando em consideragao
a interrelacdo entre o escorregamentdd e a violacdo das restricdes cineméticas [sendo elas
holonémicas ou nao-holonémicas], leis de controle diferencidveis e variantes no tempo tem
sido projetadas em uma mesma abordagem /técnica de controle para garantir que o erro esteja
limitado em uma vizinhanga da origem (Dong 2010, Dixon et al. 2000, Dong & Kuhnert 2005).
Com esse fim, a teoria de perturbagoes singulares ofereceu um conjunto de ferramentas sélidas
que permitiu interpretar a dinamica de uma BMR quando esta nao satisfaz as restrigoes
cinematicas em funcao dos efeitos degenerativos do problema de controle e que estao relacionados
com a natureza de contato, como é o caso da flexibilidade do contato entre roda e superficie
(D’Andréa-Novel et al. 1995).

D’Andréa-Novel et al. (1995) e Leroquais & D’Andrea-Novel (1996) mostraram como a
abordagem baseada em teoria de perturbacoes singulares permite modelar a dindmica de uma

®Conhecida também pelo termo em inglés Manifold.
5Nos seus componentes longitudinal e lateral, previamente citadas como deslizamento e derrapagem.
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BMR com restrigoes nao-holonémicas em duas parcelas, sendo uma associada com as dinamicas
lentas e uma outra associada com as dinamicas rapidas. As dinamicas rapidas foram assumidas
como uma consequéncia direta da violagdo das restrigoes cinemdticas. Sobre essa suposicao,
o modelo é usado para sintese de uma lei de controle por realimentagao de estados robusta e
nao-linear tal que a influéncia do escorregamento no sistema mecanico pudesse ser compensado
e a convergéncia do erro a zero fosse garantida. J4 em outras contribuicoes que utilizam a
mesma abordagem tedrica, foram adotadas metodologias de compensagao corretiva, conhecidas
na literatura como controle por agoes corretivas, de tal forma que o desempenho da lei de controle
pudesse ser aprimorado em funcao do grau de robustez da acao de controle. Em trabalhos
precedentes, como em Spong et al. (1987), Khorasani & Kokotovic (1985), Ghorbel & Spong
(1992b) e Ghorbel & Spong (1992a) foram propostos esquemas de linearizacao para sistemas
de juntas em rob6s manipuladores com restricbes de movimento associadas a flexibilidade das
mesmas. Complementarmente, foram utilizadas agoes de controle corretivas diferencidveis a
fim de que o erro permanecesse limitado em uma vizinhanga da origem e que a influéncia da
flexibilidade no modelo dinamico pudesse ser reduzida gradativamente. Nesta tese propoe-se
interpretar a interrelagao entre o escorregamento e violagao das restricoes cinematicas de uma
BMR como uma consequéncia da flexibilidade do contato, esperando entao que existam agoes de
controle corretivas diferencidveis que aprimorem o desempenho do controlador. Entretanto,
para problemas de seguimento de trajetérias, outras consideragoes serao necessarias para
complementar o conjunto de especificacoes que o controlador necessita para compensar os efeitos
do escorregamento, como sera descrito na seguinte secao.

1.2 Formulacao do problema

A dificuldade das BMRs estd no fato destas serem, em geral, multivaridveid], com néo-
linearidades na entrada e com restri¢oes cinemédticas holonoémicas e/ou nao-holonoémicas (Giralt
et al. 1984, D’Andréa-Novel et al. 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, Ferndndez &
Cerqueira 2009a, Ferndndez et al. 2013, Muir & Neuman 1987, Stonier et al. 2007, Tian
et al. 2009). Na maioria da literatura consultada [ponderando os recentes desenvolvimentos
de sistemas robdticos baseados em BMRs| em planejamento do movimento, seguimento de
trajetéria e estabilizacdo em um ponto de equilibrio, foram projetados sistemas de controle
sem o conhecimento do comportamento local do rob6 frente as nao-linearidades de entrada; ou
foram projetados controladores por realimentagdo que linearizam o sistema e fazem com que
o erro permanega limitado mas sem convergéncia a zero [veja por exemplo: (D’Andréa-Novel
et al. 1991, D’Andréa-Novel et al. 1992, D’Andréa-Novel et al. 1995, Motte & Campion 2000,
Campion et al. 19916, Campion et al. 1996, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, Sanca 2006, Cruz
et al. 2008, Laura et al. 2006b, Laura et al. 2006a, Barreto et al. 2013)].

Nos casos particulares de (D’Andréa-Novel et al. 1991, D’ Andréa-Novel et al. 1992, D’ Andréa-
Novel et al. 1995, Motte & Campion 2000, Campion et al. 19915, Campion et al. 1996, Leroquais
& D’Andrea-Novel 1996), onde a sintese de controladores foi feita utilizando métodos de
perturbacoes singulares, para incluir o deslizamento e a derrapagem, foi necessario assumir que
estes eram representados por sinais pequenamente limitados [<0.1]. Tais sinais foram usados
para fazer aproximacoes lineares das forcas de tragao longitudinal e transversal. No entanto, para
valores de deslizamento e derrapagem superiores tais aproximagoes ja nao sao validas, levando-se
assim, a instabilidade do sistema. Nessa situagao, o controlador assume que o escorregamento
nas rodas é muito inferior ao real, gerando entao uma desproporgao entre a agdo compensadora
e o efeito compensado. Sem duvida, essa desproporcao se reflete no erro de rastreamento, que
tenderd facilmente a instabilidade.

Contudo, estabelecendo-se limites no deslizamento e na derrapagem, pode ser assumido que
as velocidades do ponto de contato, entre a roda e a superficie, e a velocidade do centro da
roda sejam iguais; o que é uma aproximacao cuidadosamente praticavel sempre que levados em
consideragao o tipo de material da roda, sua geometria e a constituicao da superficie de contato.
Por exemplo, em situagoes praticas com rodas pneumaticas, o dngulo de derrapagem nao passa de
15°, facilitando que a suposigao anterior possa ser considerada. Entretanto, para um crescimento
proporcional de velocidade na BMR, a mesma suposi¢do poderia levé-la a instabilidade. O
mesmo acontece com o deslizamento em situacoes de maior velocidade (Thuilot 1995).

TA caracteristica multivarigvel é evidente quando sio acionados por dois ou mais atuadores independentes.
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(a) AXEBOT (b) HILARE

Figura 1.2: Duas BMRs a serem consideradas nesta tese de doutorado: (a) BMR com trés rodas suecas do
Laboratério de Robética da Universidade Federal da Bahia; (b) BMR com duas rodas padrao e uma roda castor
de apoio.

Em termos gerais, derrapagem e deslizamento precisam ser cuidadosamente considerados na
dindmica das BMRs; valores pequenos desses efeitos degenerativos podem aproximar casos reais
de certos tipos de BMR em especificas condi¢bes de movimento, sempre que sejam deixados
de fora casos de maior velocidade, onde a dindmica do erro pode ser instdvel. Assim, sabendo
que o erro de seguimento de trajetéria permanece limitado, ou no pior dos casos, permanece
longe da origem, se faz necessario a sintese de uma lei de controle que mitigue apropriadamente
a violacao das restricoes cinemadticas, compense valores de deslizamento e derrapagem; e que
permita com que o erro permanega em uma vizinhanga da origem de raio muito pequeno (Dixon
et al. 2000, Dong 2010).

Com o propdsito de estudar a interrelagao do escorregamento com a violagao das restrigoes
cinematicas, serd usada a teoria de perturbacOes singulares para associar a influéncia do
escorregamento com o grau de robustez da lei de controle projetada. Como foi dito na Secao [[1]
a teoria de perturbacoes singulares permite dar uma outra interpretacao, nao sé aos modelos
dinamicos para BMRs, mas também a sintese de leis de controle com um grau de robustez cujo
erro de controle permanece limitado, perto da origem e em funcao da flexibilidade. Dessa forma,
a contribuicao inicial apresentada nesta tese é uma lei de controle nao-linear com um conjunto
de agoes corretivas diferencidveis que atenuam o efeito das dindmicas rapidas associadas com a
violagao das restri¢oes cineméticas [ou a presenca de escorregamento e/ou derrapagem]. Vale
salientar que devido a presenca da nao-linearidade tipo saturacao na entrada do sistema, uma
especificacdo importante é que a lei de controle nao-linear deve respeitar os limites de saturagao.

Visto que para aumentos da velocidade da BMR [e consequentemente da velocidade do
centro das rodas] as contribuigoes degenerativas do deslizamento e da derrapagem na dinamica
do sistema sao maiores, nesta tese sera introduzido o conceito rolamento total apropriado. Este
conceito permitird caracterizar uma condi¢do de movimento desejavel para uma BMR que se
movimenta sobre uma trajetoria em termos do escorregamento e a velocidade de movimento.
Finalmente, uma lei de controle auxiliar, cujo robustez é baseada nas variagoes de deslizamento e
derrapagem, complementard o esquema de controle dinamico projetado na primeira contribuicao
e, por meio de simulacoes, sera feita sua validacao.

A fim de exemplificar a lei de controle proposta, serdo consideradas todas as BMRs que
possuem no minimo duas rodas ativas; o que significa que no minimo duas rodas sao motorizadas.
Em alguns casos, certa quantidade das rodas de uma BMR podem ser assumidas de apoio
e sua influéncia no desempenho do rolamento pode ser desconsiderado. Com o propoésito
de estudar esse tipo de BMRs foram feitos estudos de simulagao sobre os modelos da BMR
omnidirecional do rob6 AXEBOT presente no Laboratério de Robética da Universidade Federal
da Bahia e da BMR de acionamento diferencial do robé HILARE desenvolvido no Laboratoire
d’Analyse et d’Architecture des Systemes - LAAS, cujos resultados de simulagao baseados em
abordagens alternativas estao presentes em diversas fontes bibliograficas [Veja por exemplo
Giralt et al. (1984), Leroquais & D’Andrea-Novel (1996) e Laumond (1993)]. Na Figura
é apresentado o rob6 AXEBOT, uma BMR com trés rodas omnidirecionais [também
chamadas de rodas suecas| que sao acionadas independentemente por motores CC e dispostas
a 120° umas das outradd e possui trés graus de liberdade [GDL], que sao representados pelas

7

8Nesta BMR, o subsistema de deteccio digital de velocidade, que é o hardware usado para medicio da
velocidade angular das rodas, utiliza um tempo de atualiza¢do muito maior [ao redor de 10 ms| que a constante
de tempo da dindmica de cada motor [ao redor de 20 us]. O que certamente dificulta a projecdo de controladores
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velocidades nas rodas (Ferndndez 2009, Santos 2014). J4 na Figura[l.2(b)] ¢ apresentado o rob6
HILARE com duas rodas padrao acionadas independentemente por motores CC e desenvolvido
no Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systemes - LAAS (Giralt et al. 1984). Nas
duas configuracoes, a problematica fundamental em seguimento de trajetérias se restringe a
presenca de escorregamento nas rodas. Na BMR do AXEBOT, por estar equiparada com rodas
cujo perimetro tém rolamentos de livre rotacao e inclinados em relagao ao plano de rotagao da
roda’, os seus movimentos sao afetados pelo deslizamento e a derrapagem [isto é, o movimento
produzido pela roda nao é inteiramente convertido em um movimento da estrutura da BMR]. Da
mesma forma, na configuragao diferencial da BMR do HILARE a problemaética é principalmente
associada a movimentos em sentido paralelo ao eixo de rotacao da roda padrao [IE

1.3 Contribuicoes da tese

A principal contribui¢do desta tese é uma lei de controle para problemas de seguimento
de trajetoria em BMRs com no minimo duas rodas ativas e usando métodos de perturbacgoes
singulares a fim de garantir a permanéncia do erro em uma vizinhanca da origem de raio muito
pequeno. Ao redor dessa contribuicao, as principais sub-contribuigoes sao:

1. critério de rolamento total apropriado;

2. esquema de linearizagdo por realimentacao de estados nao-linear baseada em uma
abordagem de perturbacoes singulares;

3. esquema de compensacao para deslizamento e derrapagem frente aumentos de velocidade.

1.4 Estrutura da tese
O texto estd organizado da seguinte forma:

1. No Capitulo 2, sao apresentadas as preliminares tedricas associadas com BMRs,
e as restrigoes cineméticas [holonémicas e nao-holonémicas] associadas a diferentes
configuracoes de rodas.  Complementarmente, serao citados os modelos genéricos
cinemético e dinamico das BMRs.

2. No Capitulo 3, ¢é feita uma revisao da teoria de perturbacoes singulares com o objetivo de
estabelecer os fundamentos matematicos necessarios para compreender a utilidade dessa
teoria na sintese de controladores de trajetéria, da mesma forma que a flexibilidade
¢é utilizada para compreender a interrelacdo entre a violagao das restrigoes cinematicas
[associadas com as dinamicas rapidas| e o escorregamento.

3. No Capitulo 4, é apresentado o desenvolvimento de um esquema para compensacao de
escorregamento levando em consideracao a velocidade de movimento da BMR. Para tal
propdsito é inserido o conceito de rolamento total apropriado e, sobre ele, é sintetizada
uma lei de controle auxiliar que compensa os efeitos do escorregamento. A validacao da
lei de controle é discutida usando simulacoes.

4. No Capitulo 5, sao feitas as consideracoes finais e s@o enunciados os trabalhos futuros em
relagdo aos resultados obtidos.

de forga.

90 angulo exato entre o plano de rolamento da roda e os rolamentos é definido como +y, e no AXEBOT é de 0
rad. No capitulo 2 sdo explicadas as restri¢coes cineméticas da base mével em termos desse angulo.

1%Mais detalhes sobre o robé HILARE estdo presentes em Leroquais & D’Andrea-Novel (1996), D’ Andréa-Novel
et al. (1995) e Giralt et al. (1984).



Capitulo

Configuracao cinematica e dinamica
para BMRs

BMRs apresentam restri¢cdes cinemdticas decorrentes do tipo e geometria da roda.
O niumero de graus de liberdade que o sistema possui para se movimentar dentro
do conjunto de coordenadas generalizadas do seu espaco de trabalho estd fortemente
ligado com estas restrigoes, de tal forma que a locomogdo do sistema € limitada.

2.1 Introducao

Os robos médveis podem ser classificados de diversas maneiras, dentre as quais podemos
destacar a forma de locomocao, os tipos de tarefas executadas e o seu grau de autonomia. Neste
capitulo, os robds serao classificados pela forma como se locomovem em seu ambiente. De forma
geral, os robos méveis podem pertencer a trés grandes grupos: terrestres, aqudticos e aéreos.
Dentro de cada grupo, pode-se caracterizar os robds de acordo com seu sistema de locomocao.
Aqui serao tratados os robos méveis terrestres, mais especificamente, aqueles cuja estrutura de
movimento principal é uma base mével com rodas [BMR].

Um grande nimero de caracteristicas influencia a escolha do sistema de locomogao a
ser utilizado em uma tarefa para uma BMR, entre elas pode-se citar: manobrabilidade,
controlabilidade, estabilidade, eficiéncia e tracao (Everett 1995, Laumond 1993, Campion et
al. 1996, Spong & Vidyasagar 1989, Tian et al. 2009). O sistema de locomoc¢ao de uma BMR
pode ser representado por modelos cineméticos e dindmicos. Aqui serdo apresentados o modelo
cinematico e o modelo dinamico associado as BMRs.

A andlise de BMRs é comumente baseada na hipdtese de que o conjunto de restrigoes do
sistema é satisfeito em cada instante de tempo ao longo de uma trajetéria. Tal é o caso do
exemplo tipico de um robd moével com duas rodas, de acionamento diferencial, onde o ponto de
contato de cada roda com a superficie de movimento é assumido se deslocar sem derrapagem |
ou seja, é assumido que as restri¢oes de nao-derrapagem sao satisfeitas | (Campion et al. 1996,
Samson & Ait-Abderrahim 1990, Bloch et al. 1992, Walsh et al. 1994, Campion et al. 1991a).
Modelos como esse nao sao uma boa aproximacao para o sistema, nao somente por negligenciar os
efeitos de derrapagem, mas também por negligenciar a deformabilidade das rodas. Dessa forma,
podemos dizer que para uma BMR as restri¢coes cinemdticas nao sao estritamente satisfeitas.
A deformabilidade é uma caracteristica que pode ser incluida no modelo geral dependendo da
relevancia de seu comportamento em determinada configuragao, como serd visto no Capitulo 3.

Este capitulo dara importancia aos tipos de restricoes de velocidade nas rodas que de alguma
forma tém relagdo com dinamicas impostas pelo escorregamento na dinamica geral do sistema.

2.2 Restricoes pfaffianas

Em um corpo rigido, o movimento deve ser de tal forma que a distancia entre as particulas
que compoem o corpo seja preservada. Esse movimento é representado por uma familia de
mapeamentos a(t) : O — R? [ onde O é o conjunto de vetores-eixos ortogonais no corpo |. Uma
condigao necessdria e suficiente para que a(t) seja um mapeamento de um movimento rigido é que

9
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ambos, o produto vetorial e a norma entre vetores pertencentes ao corpo, sejam preservadas.
Essa condicao impoe uma limitacdo sobre os graus de liberdade do sistema. Tal limitagao é
definida como uma restricao que pode ser representada por uma funcao a; : R?*" — 1R tal que

aj(q,....qn) =0,  j=1,...,k,

onde os ¢; [ parai = 1,...,n | s@o as coordenadas das n particulas. Tal restrigao define uma
hiper-superficie (Dubrovin et al. 1984) ou variedade. Logo, o movimento serd limitado a essa
hiper-superficidl. Tal restricdo ¢ chamada de holonémz’cﬁ ou integravel.

Uma restricao de tipo particularmente diferente ocorre sempre que os movimentos
permissiveis do sistema estao limitados por restricoes de velocidade da forma

AT(q)q =0, (2.1)

onde AT(q) € IR**™ representa um conjunto de k restri¢des de velocidade. Uma restricao
dessa forma é chamada de restricio Pfaffiana (Figueiredo & Jota 2004, Murray et al. 1994).
Uma vez que uma restricao pfaffiana limita as velocidades permissiveis do sistema, mas nao
necessariamente as configuragoes, nao se pode em geral representa-la como uma restrigao
algébrica sobre o espaco de configuracao. Uma restricao pfaffiana é dita ser integravel se existir
uma funcio vetorial g : Q — IR* [ sendo Q um espaco vetorial qualquer | tal que

2. _

=0.
aqq

Ag)i=0  «
Assim, uma restricao pfaffiana integravel é equivalente a uma restricao holonémica. Uma
restricao Pfaffiana que nao é integravel é um exemplo de uma restricdo nao-holonémica. O
fato de uma restricao pfaffiana ser nao-holonémica implica que as velocidades instantaneas do
sistema sao limitadas a um subespaco de dimensao n — k, porém o conjunto de configuragoes
atingiveis nao estd restrito a uma superficie de dimensao n — k no espago de configuracao.
Determinar se um sistema é ou nao holonémico nao é uma tarefa trivial. Veja, por exemplo
0 caso no qual existe uma tnica restri¢ao de velocidade (Murray et al. 1994):

n

a(g)q =Y ai(g)g = 0.

i=1
Esta restrigao é integravel se existe uma fungéo g : IR" — IR tal que
alg)g=0 < g(qg)=0.

Se a restricao pfaffiana é holondmica, diferenciando-se g(q) = 0 em relagao ao tempo, segue
entao que:

- . i, .
Z ai(q)gi=0 — g(q) ¢ = 0.
i=1 -1 Y4

Por sua vez, isto implica que existe alguma fungao k(q) chamada de fator de integracao, tal

que:
d9(q)

k(q)ai(q) = W i=1,...,n.

Ou seja, uma restrigao pfaffiana é uma restricao holonémica se, e somente se, existe um fator
de integracao x(q) tal que x(q)a(q) é a derivada de uma fungao g(q). Para facilitar a verificagao

1Se considera-se as restricdes como hiper-superficies suaves em IR", as forcas de restricio sdo normais a esta
hiper-superficie e restringem a velocidade do sistema a ser tangente a esta superficie em qualquer instante de
tempo. Uma vez as restrigoes holonémicas definindo uma hiper-superficie suave no espago de configuragio é
possivel eliminar essas restri¢goes pela escolha de novas coordenadas apropriadas & hiper-superficie (Murray et
al. 1994). Essas novas coordenadas parametrizam todos os movimentos permitidos do sistema e nao estao sujeitas
a qualquer outra restricao.

20 termo holonémico é atribuido ao Fisico alemao H. Hertz (Arnol’d 1994), e significa literalmente, pela sua
etimologia do grego, “holo”=inteiro [ totalidade | e “nomo”=lei.
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pode-se usar o fato de que
0%g B 0%g
0q;0q;  0q;0q;

para obter
0?(ka; 0?(kay .
( ]): (ra;) ,7=1,...,n,
9 dq;
que é equivalente a afirmacao de que g(q) = 0 se existir algum fator de integracao k(q) que
satisfaga a equagao acima.

A situacao complica ainda mais para o caso de multiplas restrigoes pfaffianas. Para um
conjunto de k equacoes de restrigao, deve-se nao apenas verificar a integrabilidade de cada uma
mas também a de combinacoes linearmente independentes destas. Assim, podem existir fungoes
giparai=1,...,p com p < k tal que

{20, %20 S0} < v () ale). ... nla)}

para todo ¢, onde o operador gen {-} indica a base criada pelos vetores especificados. Se for
possivel achar estas fungoes, o movimento do sistema estard restrito a superficies de nivel de g.
Se p = k, entao as restrigoes sao holonémicas. Quando p < k, as restrigdoes nao sao holonomicas,
porém os pontos atingiveis do sistema continuam sendo restritos. Logo, as restricoes sao
parcialmente holonémicas. Quando os pontos atingiveis do sistema nao sao restritos entao p = 0
e dizemos que as restri¢coes sao completamente nao holonomicas.

Para o tratamento de problemas com restricbes holonomicas ou nao-holonomicas ¢é
conveniente analisar o movimento desde o ponto de vista das dire¢coes dos movimentos possiveis.
Para isto, escolhe-se uma base para o espaco nulo a direita das restrigoes, denotado por

s (¢9) e R", j=1,...,n— k. Por construgao, esta base satisfaz
i1=1,...,k
ai(q)s;(@) =0 577 g

e as trajetérias permissiveis para o sistema podem ser escritas como as possiveis solucoes do
sistema de controle

¢ =51()m + so(@)m2 + -+ + 8y k(D) (2.2)
onden=[m ... Nk ]T € IR" % & o vetor com os controles.

Definicao 2.1 (Restrigdo completamente nao-holonémica (Murray et al. 1994)). A restri¢ao
definida pelas superficies de nivel a1(q), a2(q), ..., ar(q) é completamente nao-holondémica se
0s estados do sistema correspondente, definidos por q, podem ser deslocados de um ponto inicial
para outro qualquer, usando o controle n, tal que o espaco de atingibilidade das configuracdes do
sistema nao estejam confinadas.

Definigao 2.2 (Restricdo holondémica (Murray et al. 1994)). A restricio definida
pelas superficies de nivel ay1(q),a2(q),...,ax(q) € holondémica se os estados do sistema
correspondente, definidos por q, podem ser deslocados de um ponto inicial para outro qualquer,
usando o controle n, tal que o espaco de atingibilidade das configuracoes do sistema estejam
confinadas pelas superficies de nivel g1 /0q,092/0q, . ..,0qx/0q.

Usando as Defini¢oes 2.1l e 2.2], e a equacdo (22]) pode-se estudar a natureza das restrigdes
Pfaffianas. Para facilitar este estudo, serao apresentadas as seguintes defini¢oes:

Definigao 2.3 (Campo vetorial suave (Khalil 2002, Murray et al. 1994)). Seja T,R" o espaco
tangente a R™ no ponto ¢ € R"™. Um campo vetorial sobre IR™ é um mapa suave que atribui
a cada ponto q € R™ um vetor tangente f(q) € T,IR", tal que

fi(q)
i=fl@=] : |eR" (2.3)

fula)

onde cada fi(q) (parai=1,...,n) é uma fun¢ao suave.
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Definicao 2.4 (Fluxo de um capo vetorial (Murray et al. 1994)). Define-se como fluxo a
representac¢ao da solu¢ao da equagdo diferencial (2.3)).

Definicao 2.5 (Campo vetorial completo (Murray et al. 1994)). Um campo vetorial f(q) € dito
ser completo se seu fluzo esta definido para todo t.

Definicao 2.6 (Taxa de variagdo de uma fungao suave ao longo de um fluxo (Murray et
al. 1994)). A taza de varia¢ao de uma funcdao suave V : R™ — IR ao longo de um fluzo de f(q)

€ dada por:
1% “ OV
V = — = — /i
34 (q) ;:1 9 fi(q)

Definigao 2.7 (Derivada de Lie (Murray et al. 1994)). A derivada no tempo de V' ao longo de
f(q) € referenciada como a derivada de Lie de V' ao longo de f(q) e denotada por LV :

ov
LfV—a—q (9)-

Definicao 2.8 (Difeomorfismo (Khalil 2002, Murray et al. 1994)). Um mapeamento f : D — IR"
¢ um difeomorfismo sobre D se ele for inversivel sobre D, isto é, existe uma fungio f~(q)
tal que f~1(f(q)) = q para todo q € D, e tanto f~1(q) como f(q) sdo diferencidveis.

Definicao 2.9 (Colchete de Lie (Dubrovin et al. 1984)). Define-se uma operag¢io denominada
colchete de Lie sobV C IR" como:

[,]: VXV =YV,
que satisfaz as sequintes propriedades: [A+ AB,C| = [A,C]+ A[B,C], VA € R (Bilinearidade);
[A, B] = —[B, A] (Anticomutatividade); e [A,[B,C]] + [C,[A, B]] + [B,[C, A]] = 0 (Identidade
de Jacobi).

Definigao 2.10 (Colchete de Lie para campos vetoriais (Murray et al. 1994)). O colchete de
Lie para dois campos vetoriais f e g € deﬁnido como

1.9 = 521 @ - Fata)

Observacao 2.1 (Interpretacdo colchete de Lie): O colchete de Lie pode ser interpretado,
como o movimento infinitesimal resultante do fluxo em torno de um quadrado definido por dois
campos vetoriais, no caso da Defini¢ao 210l estes campos séo f e g. Se este movimento for nulo,
diz-se que os campos comutam. Na Figura 2.1l é representado o movimento sobre o colchete de
Lie de dois campos vetoriais f(q) e g(q).

Movimento total
nao-nulo

(@)

Figura 2.1: Movimento sobre um colchete de Lie. A varidvel dt na representacao é um valor de tempo infinitesimal,
tal que dtf(q) e d0tg(q) representam posigdes do estado ¢ no espago de configuragdes R™. Da mesma forma, —dtf(q)
e —dtg(q) representam posigdes do estado g mas em posicoes opostas a dtf(q) e dtg(q).
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Lema 2.1 (Distribuicao (Murray et al. 1994)). Uma distribuicao A(q) atribui um subespaco
de T,IR" suavemente a cada g € IR". Seja s1,5,,...,5, campos vetoriais sobre V. C IR" entao
para qualquer ponto fixo q € V, s1(q),59(q),...,s,(q) sao vetores em R™ tal que

A(q) = gen{s1(q),52(q),---,s(q)} C T,IR"

€ um subespaco de IR™.

Lema 2.2 (Distribuicdo regular (Murray et al. 1994)). Uma distribuicio é regular se a
dimensdo do subespago A(q) nao varia com q.

Lema 2.3 (Distribuigao involutiva (Murray et al. 1994)). Uma distribuicdo € tnvolutiva se
ela for fechada sob o colchete de Lie, isto €,

Vf,g€ Alg) — [f.g] € Ag).

Lema 2.4 (Fechamento involutivo (Murray et al. 1994)). O fechamento involutivo de uma
distribuicdo, denotado por A(q), € a menor distribuicdo involutiva contendo A(q) tal que se

f,9 € Alq) entdo [f,g] € A(q).

Definicio 2.11 (Algebra de Lie (Murray et al. 1994)). Seja s,,5y,...,5,, wma colegio de
campos vetoriais suaves em V C IR™; A(q) a distribuicdo definida por estes campos vetoriais;
e A(q) o fechamento involutivo de A(q). Logo, A(q) é uma dlgebra de Lie, denotado por
L(S1y -y 8m)-

r=m

Lema 2.5 (Distribuicao integravel (Murray et al. 1994)). Uma distribuicio A(q) regular € dita
ser integrdvel se, para todo ponto q € R, existe um conjunto de funcdes suaves g; : R™ — IR,
i=1,...,n—k tal que os vetores linha 0g;/0q sdo linearmente independentes em q, e para todo

feAlg) 5
gi .
Ligi= 2if(q) = —1,....n—k
fgl aqf(q) 07 1 Y 7n k

Definicao 2.12 (Variedades integrais (Murray et al. 1994)). As hiper-superficies definidas pelos
conjuntos niveis

{a: g1(0) =1, gn—k(q) = cni}
sao chamadas de variedades integrais da distribuicao A(q).

Variedades integrais estao relacionadas com distribuicoes involutivas pelo teorema de
Frobenius:

Teorema 2.1 (Teorema de Frobenius (Arnol’d 1994, Murray et al. 1994)). Uma distribui¢ao
reqular A(q) € integrdvel se e somente se ela for involutiva.

Assim, se A(g) é uma distribui¢do involutiva k-dimensional, entao localmente existem n — k
fungoes g; : IR™ — IR tal que as variedades integrais de A(q) sao dadas pelas superficies de nivel

de gl” A ’gn—k'

Definicao 2.13 (Espaco dual (Murray et al. 1994)). O espaco dual T;/IR™ é o conjunto de
funcoes lineares sobre o espaco tangente T,IR".

Definicao 2.14 (Uma-forma (Murray et al. 1994)). Uma uma-forma é um mapa que atribui
a cada ponto ¢ € R™ um covetor a(q) € TyIR".

Em coordenadas locais representa-se uma uma-forma suave como um vetor linha

alg) =[ ailq) a2q) ... an(q) ].

Diferenciais de fungoes suaves sao bons exemplos de uma-forma. Por exemplo, se §: R* — IR,
entao a uma-forma dg é dada por

— | 98 98 o8
dﬁ_[a_(h 8_q2 e W
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Definicao 2.15 (Co-distribuicao (Murray et al. 1994)). Uma co-distribuicdo Q2(q) atribui
um subespago de T/IR™ suavemente a cada q € R™.

Um caso especial é uma co-distribuicao obtida com uma base de um conjunto de umas-forma,

Q(q) = gen{ai(q),---,an(q)},

onde a base esta sobre o conjunto de funcoes suaves.

Definicao 2.16 (Co-distribuicao regular (Murray et al. 1994)). A co-distribuicdo € dita ser
reqular se a dimensao do subespaco 2(q) nao varia com q.

No planejamento de BMRs com restrigoes pfaffianas, sejam holonémicas ou nao, a primeira
tarefa é converter as restricoes dadas em umas-forma. Para isto, considera-se o problema de
construir um caminho ¢ € IR" entre um dado ¢ [ inicial ] e um dado gy [ final | sujeito as
restricoes pfaffianas

ai(q)g =0 i1=1,... k.

Considerando-se que as funcoes a;(q) sao suaves e linearmente independentes, a proposicao que
segue formaliza a relacao existente entre uma distribui¢ao e uma co-distribuigao.

Proposicao 2.1 (Distribui¢do aniquiladora de restrigoes (Murray et al. 1994)). Dado um
conjunto de umas-formas a;(q), i = 1,...,k, existem campos vetoriais suaves, linearmente
independentes sj(q), j =1,...,n —k, tal que a;(q) - 5;,(¢) = 0 para todo i e j.

Os resultados dessa proposicao sao expressos definindo-se a co-distribuigao (q) =
gen{ay,...,a;} e a distribui¢io A(q) = gen{s,...,s, 1}, e declarando que A(q) = Q*(q).
Diz-se que a distribui¢do A(q) aniquila a co-distribuicao €(g). Logo, o sistema de controle
associado com a distribuicao A(g) é da forma

q=s1(@m+ -+ 551Dt
com os controles 7; a serem livremente especificados.

Lema 2.6 (Integrabilidade de restri¢oes Pfaffianas (Murray et al. 1994)). Um conjunto de
restri¢oes pfaffianas suaves € integrdvel se e somente se a distribuicdo que aniquila as restrigoes
€ involutiva.

A seguir serdo derivados e interpretados os modelos de configuracdo cinemético e dinadmico
das BMRs e as suas restrigoes cineméticas.

2.3 Modelo genérico de configuragao cinematica

Uma BMR pode ser especificada em seu espaco de trabalho por seu vetor de configuracoes &.
A dimensao de £ é o niimero de graus de liberdade [ GDL, ou DOF do inglés degrees of freedom |
do robo que representa o nimero minimo de varidveis independentes que, juntamente com a sua
geometria, sdo necessarias para especificar completamente a posi¢do do robd. Para uma BMR,

¢ pode ser definido como ¢ = [zg,yr,0]", com 3 GDL ou & = [ZR,YrR,0,Bc1--- ,ﬁC,NC]T, com
3+ N. GDL. No caso em que o nimero de graus de liberdade é 3 + N, o valor N_ é associado
aos angulos de orientacdo das rodas que podem ser controladas independentemented. Os valores
TR, YR representam a posigao do marco local {R} da BMR em relagdo a um marco referencial
fixo {W}, ou global, e # especifica a sua orientagao [ ver Figura 2.2]].

Aos movimentos rotacionais da base movel para cada (xg,yr) fixo associamos a matriz
ortogonal

—sinf cosf 0
0 0 1

tal que a posigdo de um ponto & dentro de {W} apés aplicada uma rotagao de 6 graus é dada
por £ = R(0)¢’ sendo £ a posigao resultante.

R(0) 2

cosf sinf O
) (2.4)

3Como serd visto posteriormente neste Secio [ veja equagdo (226) |, uma BMR com N, > 0 implica que ha
agOes independentes sobre algumas rodas da BMR que podem ser orientadas indiferentemente da rotacdo das
outras rodas, mas que influenciam na configuragéo cinemética de posicdo da BMR no marco global {W}.
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{(w}

{R}

YR

-~
N

TR

Figura 2.2: Exemplo de posicionamento de uma BMR dentro de um marco fixo.

As rodas que nao podem ser controladas de forma independentemente, em { R}, sdo definidas

por outro vetor de configuragao adicional, que aqui definiremos como ¢ = [p1,... ,¢ N]T, sendo
N o ntmero de rodas nao controlaveis independentemente. No presente trabalho, N terda um
valor méaximo que esta relacionado com as limitagoes técnicas de configuracdo de uma BMR,
como serd discutido posteriormente neste capitulo. O vetor resultante da concatenacao de &£ e
@ é conhecido como vetor de coordenadas generalizadas de dimensao n = 3 + N, + N, e serd
definido neste trabalho como:
a=| ¢ | e movE, (2.5)
2
Frequentemente é assumido que uma BMR estd sujeita a restrigoes pfaffianas, ou seja,
restricoes de velocidade na forma (Z1I)), onde AT (q) é uma matriz de posto completo. As
restricoes de velocidade estao associadas com as rodas e sua geometria de movimento, neste
trabalho a combinacao tecnicamente possivel dessas rodas em uma BMR gera um tipo especial
de movimento, sobre o qual, definem-se formalmente as restricoes Pfaffianas associadas.

2.3.1 Rodas e as suas restrigoes cinematicas

Aqui é assumido que durante o movimento de uma BMR o plano de cada roda permanece
vertical com respeito a superficie de movimento; gira ao redor de seu eixo, cuja orientagdo com
relacdo ao marco local {R} pode ser fixa ou variante. Aqui serdo distinguidas duas classes de
rodas: as rodas padrao e as rodas suecas (Indiveri 2009). Em cada caso, é comum supor que
o contato entre a roda e a superficie é um ponto do plano. No entanto, como sera visto nos
capitulos posteriores, a natureza desse contatdd pode conter deformacéo.

Existem dois tipos de restrigoes cinematicas associadas dependendo do tipo de movimento
executado em relagao ao plano da roda:

Definicao 2.17 (Restri¢ao cinemadtica de rolamento puro (Campion et al. 1996)). Definindo-se

como Vo= Veao Vey ]T € R? a velocidade do ponto de contato da roda com a superficie, entio
a restricdo cinemdtica de rolamento puro € V., = 0. O que equivale a dizer: o componente de
velocidade do ponto de contato paralela ao plano de rotacao da roda € igual a zero.

Definigao 2.18 (Restri¢ao cinemética de nao-derrapagem (Campion et al. 1996)). Definindo-se

comoVe=1[ Vez Vey ]T € R? a velocidade do ponto de contato da roda com a superficie, entdo
a restricao cinemdtica de nao-derrapagem € V., = 0. O que equivale a dizer: o componente de
velocidade do ponto de contato ortogonal ao plano de rotagao da roda € igual a zero.

Existem trés tipos de rodas padrao: a roda fiza, roda orientdvel no centro e a roda orientdvel
fora do centro. Para uma roda padrao, as restricoes de rolamento puro e nao-derrapagem
representam que a velocidade do ponto de contato entre a roda e a superficie é zero. Para
uma roda sueca somente o vetor de velocidade do ponto de contato, na diregao do movimento |

4 3 s . . ~ .~
No Capitulo 3 serd introduzida a deformagao de contato, o que certamente anula a suposi¢ao de que as rodas
sempre terdo um ponto de contato com a superficie.
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{R}

R
© { }L>
T
d g ‘,"7‘ 'B ch,m ¥
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Ve,y {R} \k {R} Vc,y ¥ '*

Vew A A V., 9 /
l l ‘/c,z Y

l

o (6] [0

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Esquema de configuracdo de posi¢do para: (a) roda padrdo fixa/orientdvel no centro, (b) roda
orientével fora do centro, e (c) roda sueca.

ou seja, paralelo ao plano de rotacao da roda ], é zero. Dessa forma, a diregdo desse componente
é assumida ser arbitraria mas fixa com respeito ao plano da roda. A seguir, serdo apresentadas
as expressoes para as restricoes associadas as Definicoes 217 e 218 nas rodas padrao e sueca.

Roda padrao fixa:

Roda orientavel no centro:

O centro da roda, denotado por A*, é um ponto fixo no marco {R}. A
posicao de A* dentro de {R} é caracterizada usando-se as coordenadas polares (I,a). A
orientagao do plano da roda com respeito a [ é definida pelo angulo 3, o angulo de rotagao
da roda é definido por ¢ e seu raio definido por r | ver Figura [2.3(a)| |]. Entao a posigao
da roda é definida pelas quatro varidveis «, 3,1, e o angulo . Para a roda padrao fixa a
restricao de rolamento puro é definida como

V.y=[—sin(a+8) cos(a+pB) lcosB RO +rdp=0 (2.6)
e a restricao de nao-derrapagem é definida como
Vew=][cos(a+B) sin(a+pB) IlsinB |R(0)E=0. (2.7)

O numero total de rodas padrao fixas serd indicado no trabalho com Ny.

O movimento de uma roda orientavel no centro é tal que o
movimento do plano de rotagao da roda tem um giro de 3;, graus com respeito ao segmento
[ [ver Figura [2.3(a)]. As varidveis de configuracao da roda sao as mesmas usadas para a
roda padrao fixa com a excecao de que o angulo 3, re-definido como f;_, que é variavel no
tempo. Para a roda orientdvel no centro a restricao de rolamento puro é definida como

Vey = [ —sin(a + Bi.(t)) cos(a+ (1) LcosBi(t) | R(O) +ri =0 (2.8)
e a restricao de nao-derrapagem é definida como
Vew = [ cos(a+ B (t)) sin(a+ B, (1) Isinfi (t) ] R(O)E = 0. (2.9)

Nota-se que aqui f;, depende explicitamente do tempo. O numero total de rodas

orientaveis no centro sera indicado no trabalho com N..
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Roda orientavel fora do centro: Uma roda orientdvel fora do centro é conhecida
comercialmente como roda castor. Nesta roda, a configuracao de posicao necessita de
variaveis adicionais. O centro da roda agora é denotado por B e é conectado ao corpo
da base mével, em A, por uma conexao de comprimento d. Esta conexao gira entorno do
segmento [ por um angulo §;, [ ver Figura|[2.3(b)|]. Para a roda orientdvel fora do centro
a restricao de rolamento puro é definida como

Voy = [ —sin(a+ 8,(1)) cos(a+ B, (1) Tcos B, (1) |ROE+r¢=0  (2.10)
e a restricao de nao-derrapagem é definida como
Voo = [ cos(a+ B;, (1) sin(a+ 5, (1) d+Usinf;,(t) JR(O)E +dfy, (1) = 0. (2.11)

Nota-se que aqui fB;, depende explicitamente do tempo. O numero total de rodas
orientaveis fora do centro serd indicado no trabalho com N,.

Roda sueca: Da mesma forma que com os trés tipos de rodas apresentadas anteriormente
a descrigao da posicao da roda sueca é definida pelas trés constantes «, 3,1 | ver Figura
2.3(c)[]. Um parametro adicional 7 é requerido para caracterizar a dire¢cdo com respeito
ao plano de rotacao da roda e que esta diretamente associado com o componente nulo da
velocidade de contato. Dessa forma, a roda sueca apresenta uma restri¢do associada com
o rolamento e que é definida como

V.=[ —sin(a+ B+7) cos(a+B+7) lcos(B+7) |R(O)E+rcosyp=0. (2.12)

O ntmero total de rodas suecas serd indicado no trabalho com N.

2.3.2 Restrigoes pfaffianas para BMRs

Considerando-se as rodas e as suas respectivas restri¢coes cinematicas apresentadas na Secao
2.3.1] serdao abordadas BMRs com a combinacao tecnicamente possivel dessas rodas tal que os
movimentos da base no plano sejam realizaveis. Entao, asssumindo que n = 3+ N + N,, tem-se:

T
q= [5 Be @1, -+ PNy Pl --- PN, Pl, o0 PN, Pl - QONS] e R3HN+Ne (2.13)
onde N, dependendo do tipo de rodas usadas e sua quantidade, é definido como:

N = Nj + N.+ N, + Nj,

e B =[P ... Bn.] € RN, sendo que cada par (B;,, ;) é associado a uma roda orientavel
no centro, para ¢ = 1.,..., N,.

A reformulagao do vetor de coordenadas generalizadas em (2.I3]) s6 tem sentido para rodas
padrao fixas, rodas orientdveis no centro e suecas. Para as rodas orientéveis fora do centro é
preciso levar em consideragao (;, e ;, como indicam as equagoes (2.8) a (2.I1), assim para uma
i-ésima roda orientédvel fora do centro existem pares (¢;, 3;,) tal que ¢ deve ser reescrito como
indica a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2 (Vetor de coordenadas generalizadas para BMRs). Assumindo que hd N,
rodas orientdveis no centro e N, rodas orientdveis fora do centro entdo a dimensdao de q €
34+ N+ N.+ N, tal que

T
q=1[ Be Bo V1, - ON; Pl. --- PN, Pl, --- PN, Pl --- pN,| € RETNFNeANo
onde B, = [B1, ... Bwn,] € RN, sendo que cada par (B;,,v:,) € associado a uma roda orientdvel
fora do centro, para i =1,,...,N,.

Usando-se a reformulacdo para o vetor de coordenadas generalizadas mostrada na

Proposicao e assumindo que existem as matrizes D(q) € IRGTNFNeANo)xKr1 o R(g)

RBHN+NetNo)x Kr,5 para representar as restricoes de rolamento puro e nao-derrapagem,

respectivamente, entao as equagoes (2.0) - (212) podem ser reescritas, para N rodas, na seguinte
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Figura 2.4: Centro Instantaneo de Curvatura: (a) para uma base com duas rodas orientdveis no centro, (b) para
uma base com duas rodas padrao fixas e uma roda orientdvel no centro, do tipo triciclo, e (¢) para uma base com
uma roda padréo fixa e uma roda orientavel no centro, tipo bicicleta.

forma compacta:

._ [ DT(q) } -
AT (q)g = =0, 2.14
(9)d [ RT(q) |1 (2.14)
onde AT(q) € REXBHN+NetNo) ¢ g matriz de restricoes pfaffianas, sendo K, = w1+ Kro

o total de restrigoes. No Apéndice [A], Se¢ao [A.T] sao apresentados os elementos das matrizes
D(q) € RBHN+NeANo) XK1 o R(q) € ROTNFNeANo)¥Kr2 oy funciio das equacoes (Z6) - (Z12).

Em (Shekhar 1997) é apresentado um resultado analitico sobre a natureza do rolamento
nas rodas, e é afirmado que quando as restri¢bes cinematicas sao violadas entdo deve existir
deslizamento e derrapagem. Dessa forma, a restrigdo pfaffiana definida em (2I4) pode ser
analisada para classificar as BMRs em termos da capacidade de locomocgao, o que significa
analisar a composi¢ao de rodas da BMR e saber como as restricoes de rolamento puro e nao-
derrapagem modelam seu movimento.

Similarmente a (Campion et al. 1996), é definida

)

VA% (9)
A = [ 3 ] e movos
N LAY (9)

como a submatriz de D7 (¢q) que expressa as restricoes de ndo-derrapagem em termos de ¢ [ ou
seja, em termos da velocidade da BMR no marco global {W'} ], onde °A% (¢) € RY*3 e 14T (q) €

IRNe*3 representam as restricoes de nao-derrapagem das rodas padrao fixas e orientdveis no
centro, respectivamente. Logo, a partir de (2.14]), tem-se que:

Ax(9)§ = 0. (2.15)

De (215 podemos dizer que, para & # 0, é valido afirmar que £ € ker {A%(q)}, v {A%(q)} <
3,6 ¢ Im {A%(q)}, rank { A% (¢)} < 3, ondeker {-}, Im {-}, v {-} e rank {-} representam o niicleo,
a imagem, a nulidade e o posto da matriz A%(q), respectivamente. Ou seja, se rank {A% (q)} =3

entdo ¢ = 0 e nenhum movimento na BMR poderia ser executado [ detalhe os elementos de A% (q)
no Apéndice [Al Segao [A]]. Dessa forma, as limitagdes de mobilidade sao relacionadas com o
posto da matriz A%(q). A seguir sera analisado esse assunto.

2.3.3 Grau de mobilidade §,,, e direcionabilidade d,4

A condic¢ao definida por (2I5) tem uma importante interpretacdo geométrica. Em cada
instante de movimento da BMR podemos assumir uma rotagdo em torno de um centro
instantaneo de curvatura, CIC [ ou ICC, do inglés Instantaneous center of curvature ], cuja
posigao é variante com respeito ao marco global {W} (Dudek & Jenkin 2000, Campion et
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al. 1996). Por outro lado, os vetores instantaneos de velocidade em um ponto da roda sao
ortogonais a linha de conex@o entre esse ponto e o CIC [ ver Figura 24 |. Devido a condicao
(2I5) considerar as restrigoes de nao-derrapagem somente das rodas padrao fixas e orientéveis
no centro, entao, podemos dizer, que a ortogonalidade dos vetores de velocidade longitudinal
dessas rodas sdo uma consequéncia direta da satisfacdo das restrigoes de nao-derrapagem. Assim,
uma condicao necessaria e suficiente para que em uma BMR com rodas padrao fixas e rodas
orientaveis no centro as restri¢bes de nao-derrapagem sejam satisfeitas é:

rank { A} (¢)} < 2. (2.16)

Do nimero de rodas padrao fixas e orientaveis no centro usadas na configuracao de uma
BMR dependera o posto da matriz A% (¢). Por um principio algébrico que relaciona a nulidade
com o posto (Grossman 1987), tem-se que

v {Ax (@)} +rank {A}(q)} = 3,

v {A%(q)} = 3 —rank {A%(q)} . (2.17)

sendo a nulidade v { AX (¢)} conhecida como grau de mobilidade (Campion et al. 1996).

Definicao 2.19 (Grau de mobilidade de uma BMR). Seja d,, o grau de mobilidade de uma
BMR definido por:
0m = 3 — rank {A%(q)} i

Agora, da equacao (2.1%), pode-se analisar o caso em que rank {OA%(q)} = 2 que implica
que a BMR tem ao menos 2 rodas padrao fixas e se houver mais de 2 rodas padrao fixas entao
seus eixos serdao concorrentes a um CIC cuja posi¢ao dentro do marco global {W} é fixa. Em tal
caso é evidente que o tnico possivel movimento é uma rotacao ao redor do CIC. Essa limitacao
nao é aceitavel na pratica, assumindo entao que

rank {OA%(q)} <1

De forma similar, da equagao ([2.15), o valor de rank {1 A% (¢)} significa o nimero de rodas
orientaveis no centro que podem ser controladas independentemente para direcionar a BMR.
Pela definicdo da matriz A% (¢) em ([2.I5) e pela equagao ([2.I6) tem-se que

rank {A%(q)} = rank {OA%(q)} + rank {1A%(q)} <2

e como foi assumido que rank {®A% (¢)} < 1 entdo rank {1 A% (¢)} < 2. O posto de 'A% (q) é
chamado de grau de direcionabilidade.

Definigao 2.20 (Grau de direcionabilidade de uma BMR). Seja d; o grau de
direcionabilidade de uma BMR definido por:

dqg = rank {1A%(q)} .

Se uma BMR tem um nimero de rodas orientdveis no centro maior que dg4, 0 nimero extra
de rodas deve ser coordenado para garantir a existéncia de um CIC em cada instante de tempo.

2.3.4 Classificagao das BMRs segundo o par (0, dq4)

A fim de classificar uma BMR é preciso levar em consideracao os graus de mobilidade e
direcionabilidade do tipo de configuracao projetada. Neste trabalho, serdao abordadas BMRs
que possuem apropriadas configuragoes de rodas tal que a BMR seja ndo-degenerada (Campion
et al. 1996, Wang & Low 2008, Wang et al. 2009). A seguinte defini¢ao estabelece formalmente
essa caracteristica:

Definicao 2.21 (BMR nao-degenerada). Uma BMR é nao-degenerada se

i) rank {°A%(¢)} <1
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ii) rank {A% (¢)} = rank {°AL (¢)} + 64 <2
iii) dim {A7(¢q)} = K, (3+ N 4+ N.+ N,), sendo K, = 2N —rank {°A% (q)} — 04 — N.

A definigao anterior é equivalente a dizer que se: a) o robo6 possui mais de uma roda padrao
fixa, ou seja Ny > 1, entao todas elas tém um eixo comum; b) que os centros das rodas orientdveis
no centro nao pertencem ao mesmo eixo comum das rodas padrao fixas; e ¢) que o nimero
apropriado de rodas orientaveis fora do centro é definido por dy.

Entéao, com relacao a Definicao 22T o grau de mobilidade §,, satisfaz a inequacao linear:

1< 6 <3, (2.18)

onde o limite superior 3 é deduzido de (2.I7) e o limite inferior 1 é apenas o necessério para

S 2 0.

O grau de direcionabilidade d4 satisfaz
0<;<2 (2.19)

onde limite inferior 0 significa que a BMR nao possui rodas orientaveis no centro, ou seja N, = 0,
e o limite superior 2 significa que a BMR que nao possui rodas padrao fixas, ou seja Ny = 0 |
pelo uso do item (ii) da Definicao 2211 é imediato que rank {®A%(¢)} =0 ].

Somando-se as inequacoes (ZI8) e (Z19), tem-se:

porém nessa inequagao hé incluidas algumas anomalias de implementagao técnicas. Se &, + g =
1 implica, pelo uso da equacao (2.I7), que rank {A%(q)} = 2, 0 que nao é uma condicdo nao
aceitavel tecnicamente, pois corresponde a um movimento rotacional ao redor de um CIC, como
foi explicado anteriormente. Os casos em que 4 < d,, + dg < 5 [ou seja, 2 < §,, < 3 e §g = 2]
sao excluidos porque, de acordo com o item (ii) da Defini¢do 2.21] e a Definigao 219 quando
04 = 2 entao &, = 1. Assim, d,, + dg > 3 s@o casos inconsistentes. Assim, a equagdo anterior é
redefinida como:

2 < Gy + 0g < 3. (2.20)

Dessa forma, existem somente 5 tipos de BMRs nao-degeneradas correspondentes aos cinco

pares (0., , 04) que satisfazem as inequagoes ([Z.I8), (219) e (220). A Figura apresenta a
classificacao das BMRs nao-degeneradas de acordo com os valores de d,, e dg4.

BMR tipo (3,0): Essas BMRs nao possuem rodas padrao fixas, ou seja Ny = 0, e ndo possuem
rodas orientaveis no centro, ou seja N. = 0 | ver Figura 2.5h e Figura |. Essas BMRs
sao chamadas de omnidirecionais porque elas tém uma mobilidade completa | ou d,, = 3 ]
o que significa que pode se movimentar em qualquer direcao sem precisar de reorientagao
(Pin & Killough 1994, Tadakuma et al. 2007, Costa & Costa 2006). A projegao pode ser
feita com rodas suecas ou rodas orientaveis fora do centro. Exemplo desse tipo de BMRs
é o AXEBOT apresentado em (Fernandez et al. 2012) [ ver Figura 2.6k e Figura e
o OMNIBOT [ ver Figura 2.6k |.

BMR tipo (2,0): Estas BMRs n@o possuem rodas orientdveis no centro, ou seja N, = 0.
Essas estruturas podem ter no minimo uma roda padrao fixa, e se tiver mais de uma
roda padrao fixa os eixos dessas rodas devem pertencer a um eixo comum | caso contrario
terfamos que rank {®A% (¢)}>1], veja Figura2ZFe. Aplicando o critério 2I7) e devido a
0m = 2 entao rank{A%(q)} = 1. Pelo item (ii) da Definigao 221 e devido que 4 = 0,
entdo rank {°A% (¢)} = 1. Aplicando o critério (ZI7) somente para °A% (¢q) mostra que

I/{OA%(q)} = 2. Logo ker {OA%(q)} = gen {Oal(q),o ag(q)} para V ¢ € IR3TN+NetNo,

onde %a;(q),” as(q) formam uma base para o nicleo de *A% (¢). Dessa forma, pelo uso da

equagao (Z.I7) e pelo Lema 21l podemos dizer que qualquer configuracao de velocidade
S deve estar confinada em uma distribuigao 2-dimensional Ay (q) gerada por dois campos
vetoriais Ya1(q) e ®az(q), ou seja An(q) = gen {Oal(q),o ag(q)} que é o proprio conjunto
ker {OA%(q)}. Um exemplo de uma BMR do tipo (2,0) é a usada pelo robé HILARE
apresentado e analisado por Laumond (1993) e Giralt et al. (1984) [ ver Figura 2.6k |.
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()

Tipo | (3,0) | (2,0) | (2,1) | 11| (1,2)

84 0 0 1 1 2

Figura 2.5: Classificacdo das BMRs pelo seu grau de mobilidade d,, e grau de direcionabilidade d4. Bases (a)
e (d) do Tipo (3,0) s@o conhecidas como bases omnidirecionais. O valor de ! equivale & distdncia perpendicular
desde o centro da BMR até o ponto de acoplamento da roda com a estrutura. O nimero de rodas motorizadas
em cada BMR estd sujeito a uma implemetagdo técnicamente vidvel do projetista, sendo no minimo uma roda
motorizada e maximo trés.

BMR tipo (2,1): Esta configuracdo de BMR nao possui rodas padrao fixas, ou seja Ny = 0,
e possui no minimo uma roda orientavel no centro, ou seja N, > 1 [ver Figura 2Z.5b]. Pelo
uso da equacao (2.I7), tem-se que d,, = 2 = 3 —rank { A% (¢)}, logo rank { AL (¢)} =1 e
pelo item (ii) da Defini¢ao 221 tem-se que rank {* A% (¢q)} = 64 =1 e rank {1 4% (¢)} = 0.
Assim, usando a Definigao 220, se houver mais de uma roda orientavel no centro as

orientacdes [ os ngulos ;. () ] devem ser controlados de tal forma que rank {1 A% (¢)} =1

paraV ¢ € R3*TV+NetNo Da mesma forma que foi analisado para o tipo (2,0), aplicando

o critério (ZIT) somente para 'A% (g), podemos assegurar que qualquer configuragio de
velocidade { deve estar confinada em uma distribuigdo 2-dimensional Ay(gq) gerada por
dois campos vetoriais 'ai(g) e as(g), ou seja An(q) = gen{'ai(q),' a2(q)}, ou mais
especificamente Ay (81,) = gen {*a1(B1,)," a2(B1.)} devido & parametrizagao pelo angulo
de orientagao (31, de uma das rodas orientdveis no centro. Uma BMR do tipo (2,1) é
usada pelo rob6 SENTRY, destinado para servigo (Denning Branch International 2009) |
ver Figura ].

BMR tipo (1,1): Este tipo de BMR tem uma ou vérias rodas padrao fixas com um eixo
comum, ou seja Ny > 1 e tem uma ou vérias rodas orientdveis no centro, ou seja
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(a) OMNIBOT (3,0)

(d) SENTRY (2,1) (e) HERO 1 (1,1) (f) KLUDGE (1,2)

Figura 2.6: Exemplos de BMRs usadas por robds moéveis.

N, > 1, com a condi¢do que o eixo de uma delas nao esteja sobre o eixo das rodas
padrao fixas [do contrario a estrutura seria singular] e suas orientages sejam controladas
tal que rank {*A%(q)} = 63 = 1. Pela equacdo ZIT) tem-se que v{AL(¢)} =
3 —rank {A%(¢)} = 1 para rank {AL(¢)} = 2 [ do item (ii) da Defini¢ao Z21] usando
rank {°A% (¢)} = rank {1 A% (¢)} = 1]. Logo o nicleo de A% (q) é gerado por um campo

R3+N+NC+N0

vetorial a1(q) para V ¢ € Dessa forma podemos dizer que qualquer

configuracao de velocidade £ deve estar confinada em uma distribuicao 1-dimensional
An(g) gerada por um campo vetorial a1(g), ou seja Anx(S1,) = gen{ai(f1,)} lembrando
que o vetor é parametrizado pelo angulo (1, (¢) de uma das rodas orientaveis no centro.
Um exemplo de uma BMR do tipo (1,1) é a usada pelo bem conhecido rob6 HERO 1
(Robillard 1983) [ ver Figura 2.6k |.

BMR tipo (1,2): Esta BMR nao possui rodas padrao fixas, ou seja Ny = 0 e rank {OAﬁ(q)} =

0, e possui no minimo duas rodas orientaveis no centro, ou seja N, > 2. Se houver mais de
duas rodas orientdveis no centro suas orientagoes [ angulos f;.(t) | devem ser controladas
tal que rank {1 A% (¢)} = 2. Aplicando o critério ZIT) para a matriz 'A% (g) tem-se que
v {Ul%(q)} = 1, dessa forma qualquer configuracao de velocidade £ deve estar confinada
em uma distribui¢do 1-dimensional Ax(q) gerada por um campo vetorial a1(g), ou seja
An(q) = gen{ai(q)}. Parametrizando pelos dois angulos de duas das rodas orientéveis
no centro da BMR tem-se que Anx(51,,52.) = gen{ai(Bi.,2.)}. Uma BMR desse tipo
bem conhecida foi projetada e publicada na revista Robotics Age com o nome KLUDGE
(Holland 1985) [ ver Figura ].

Nos tipos (2,1), (1,1) e (1,2), o ajuste apropriado dos angulos /31, (t) ou B1.(t), B2.(t) deve

garantir, respectivamente, que rank 1A%(q)} =1, rank{lA%(q)} =1le rank{lA%(q)} = 2.
De outra forma, usando-se o Lema se esses angulos nao forem ajustados apropriadamente,
as distribuicoes resultantes Ay (51.) ou An(Si,, B2,) correm o risco de se tornarem irregulares.
O problema de trabalhar com BMRs que possuem restrigoes pfaffianas resulta em uma tarefa
mais simples de abordar quando consideram-se distribuicoes regulares porque a complexidade
de célculo do sinal de controle n em ([2.2)) é reduzida.
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Por outra lado, com a definigdo dessas cinco configuragoes, algo deve ser estabelecido sobre

o nimero de rodas. Como pode ser verificado na Figura 2.5l o méximo nimero de rodas é 3, ou
seja

N:Nf—i-Nc—i-NO—i-Ns:Nf—i-(sd—i-No—i-NsS?), (2.21)

onde dedutivamente podemos garantir que

4= N.. (2.22)

2.3.5 Modelo cinematico de posicao para BMRs

Nesta subsecao, é discutida a mobilidade da BMR associada apenas com a posicao cartesiana
em relagdo ao marco local {R} [ ou seja, somente o vetor ¢ € IR? ]. Como foi visto na Sego

234 nao importa o tipo de BMR; a velocidade £ esta restrita a permanecer confinada em uma
distribui¢ao An(q) definida pelos campos vetoriais que geram ker { A% ()}, isto é:

£ € An(g) £ ker {Af ()} (2.23)

Proposicao 2.3 (Velocidade restrita a uma distribuicao regular). Para V t existe um vetor de
controle variante no tempo u # 0 tal que:

¢ = Bl (g (221)
onde as colunas de BX(q) € R¥**™ formam uma base para ker { A% (q)}.

A dimensao da distribuigao Ax(g) como a do vetor u sdo definidas pelo grau de mobilidade
Sm- Pela Proposicio LT} assumindo-se que cada linha ay;(q), parai = 1,...,k, de A% (q) é do
tipo uma-forma, entao a distribuigdo Ax(g) aniquila a co-distribuicao formada pelas linhas de
AN (a)-

Levando-se em consideragao (2.2]]), a solugao de (Z.I7]), nos cinco tipos de configuracoes
nos permite calcular campos vetoriais que definem a base para ker {A% (q)} [ ou a distribuigao
An(q) ]. A fim de formalizar os resultados desses calculos, pelo uso da proposta em (Campion
et al. 1996), obtém-se em forma compacta que

By (q) = RT(0)S(5c)

onde ¥(8,) € R**%" é uma matriz conhecida (Campion et al. 1996).
Dessa forma, a equacao (2.24) pode ser reescrita como

£ = RT(0)S(Be)u,

ou em forma de sistema de equagoes como:

{ £ = RT(0)%(B.)u (2.25)
Be=¢ (2.26)

As representagoes (2.20) e (2.26) podem ser consideradas como uma representacio espago-
estado da posicao cartesiana & e das coordenadas angulares das rodas orientdveis no centro
[ contidas em (. |. As varidveis u e ( sdo consideradas conjuntamente e formam o vetor de
controles na Proposicao 3. E importante lembrar que o modelo cineméatico é somente um
subsistema do sistema dinamico geral da BMR, como serd apresentando na segao seguinte.

Retomando o sistema definido por (2.28) - ([2:26), no caso em que 63 = 0, ele pode ser
reduzido a equagao (2:25]). No caso em que 64 > 0 o sistema pode ser definido como:

; RT(0)%(8:)  Oaxs,
= c 2.27
“ 06d><3 I(SdX(Sd ’,7’ ( )

S5Essa consideracéo nio deve ser confundida com a terminologia técnica que define como controles de uma BMR
os torques provenientes dos motores embarcados no sistema de locomogao.
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Tabela 2.1: Modelos cineméaticos de posigao cartesiana para as BMRs

TIPO z X(Be) MODELO (Z27)
TR TR [cosf —sinf O U1
oo [F] e ][5 we g
TR 0 0 K2 [—sin® 07 .y
co [ [ [F]-[w
rzr 7 o -x',R- [ —sin(0+51.) 0 O
fic O e
21 | % cosfrs 0 Il | cos(o+8i) 0 0| | w
? Bl 0 1 . 0 1 0 Cl
L7 B1c L 0 0 1
SR 0 [ @R ] r—IlsinfsinBi, 0
YR o YR l cos 6 sin 31 0 U1
(L) | [lﬂ} I R 0] [ai]
| Pe | cos e Bi. L 0 1
- TR ' , [ 2R ] [ —I(sin B1,, sin(6+ B2, )+sin B2, sin(6+61.)) 0 0
YR _QZ_Smﬂlc sin B2, Yr I(sin B, cos(0+B2. )+sin B2, cos(6+B1.)) 0 0 U1
12 |/ Lsin(Br+Bac) o | = in(Ga, — 00l |
) Bi. j - 3 sin(B2e —P1c) &
ﬁQ Sln(52c 510) .19 0 1 0
| P2e | 2. | i 0 0 1

onde z = [£ B.]7 € R**% ey = [u ¢]T € RO*%, Na Tabela EZT] é apresentado o modelo
cinematico para a posigao cartesiana dos cinco tipos de configuragoes possiveis para BMRs.

Observagao 2.2 (Interpretacio vetor n): O vetor n = [u ¢]7 € R*% representa: a
velocidade linear da BMR [ dada pelo componente u; de u |; a velocidade angular da BMR
[ dada pelo componente ug de u |; e a velocidade dos angulos de orientacao das rodas orientaveis
no centro [ dadas pelos componentes em ¢ |. Particularmente, para BMRs do tipo (3,0), o vetor u
esta divido em trés componentes: u1, ug usados para representar os componentes da velocidade
linear; e ug para representar a velocidade angular. O componente ¢ nao existe para esse tipo de
BMR devido a auséncia de rodas orientaveis no centro.

2.3.6 Grau de manobrabilidade §,,

O modelo ([2.27) permite tratar o ntimero de graus de liberdade que uma BMR possui
dependendo da sua configuragao. O grau de mobilidade §,, é o nimero de grau de liberdade que
pode ser manipulado pelas entradas u sem precisar reorientacao das rodas orientaveis no centro
[ ou seja, sem precisar modificar os angulos contidos no vetor 3. |. Intuitivamente esse nimero
representa a quantidade de graus de liberdade instantaneos que uma BMR possui sem direcionar
qualquer das rodas orientaveis no centro. Dessa forma, o d,, nao pode ser considerado o ntimero
de grau de liberdade total da BMR que pode ser manobravel por v e (. O nimero total entao
é definido como a soma de §,, com dg4.

Definicao 2.22 (Grau de manobrabilidade (Campion et al. 1996)). Seja 6, o grau de
manobrabilidade de uma BMR definido por:

Oy = 6y + 0g.

Da equagao (2.:20), pode-se dizer também que o grau de manobrabilidade é limitado superior
e inferiormente. A acdo de ( sobre as coordenadas £ ¢é indireto devido & sua configuracao
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ser definida somente pelos angulos das rodas orientdveis no centro e contidos em ., que ao
mesmo tempo estao relacionados a ¢ por uma acao integral. Isso explica porque orientacao das
BMRs com rodas orientdveis no centro nao pode ser alcancada de forma répida (Campion et
al. 1996, Campion et al. 19916, Campion et al. 1991a, D’Andréa-Novel et al. 1995, D’Andréa-
Novel et al. 1991).

A manobrabilidade de uma BMR, depende de d,, ou mais especificamente de quantos
graus de liberdade particionados em §,, e dg estao disponiveis para executar uma determinada
configuracao. Duas BMRs com o mesmo §,, e diferente §,, nao sao equivalentes. Para BMRs
com d,, = 3 é possivel associar livremente uma posi¢do do CIC através da mudanga direta dos
valores de 7 [ no caso de BMRs do tipo (3,0) ], ou com a orientacao de uma das rodas orientaveis
no centro [ no caso de BMRs do tipo (2,1) e (1,2) |. Para BMRs com 6,, = 2, o CIC é restringido
a pertencer a uma linha reta, ou seja, o eixo das rodas padrao fixas. No caso particular de BMRs
do tipo (1,1), a posicao do CIC dentro desse eixo é definida pela orientagao [ angulo 51.(t) | da
roda orientavel no centro.

Similarmente, duas BMRs com o mesmo &,, mas diferente §, ndo sdo equivalentes. Uma
BMR com maior 4, significa uma BMR com maior nimero de graus de liberdade manobréveis.
Comparemos as BMRs do tipo (1,1) e (1,2), com ¢, = 1, e respectivamente, §,, = 2 e 4, = 3. No
tipo (1,2), a posigao do CIC deve ser alocada no plano, dependendo da orientagao simultanea de
duas rodas orientaveis | os seus angulos (1, (t) e fa,(t) |, enquanto que para BMRs do tipo (1,1)
o CIC deve ser alocado no plano alinhado com o eixo das rodas padrao fixas cuja posi¢ao sobre
esse eixo é definida pela orientacao de (1,(t). A situagao ideal é para as BMRs omnidirecionais,
onde 9, = §, = 3.

2.3.7 Redutibilidade do modelo cinemético de posicao definido por (2.27)

O modelo (2.27)) é redutivel se existe uma transformagao de coordenadas tal que algumas
das novas coordenadas possam ser relacionadas por uma identidade que ¢é igual a zero ao longo
do movimento da BMR. De outra forma, as colunas da matriz em ([2:27) formam uma base em
IR3t% ¢ se alguma dessas colunas puder ser reescrita como combinacéo linear das restantes,
entao tem-se que a base pode ser reduzida em um campo vetorial, e o espaco gerado por essas
colunas entao seria uma distribuigdo. Chamando-se essa distribuicao de A(z), e assumindo-a
regular [ pelo Lema |, pode-se formalmente expressé-la como

A(z) 2 gen {col {[ RE(O)Z(Bc)  Osxs, ]}} (2.28)

06d><3 I(Sd><5d

onde o operador col {-} significa as colunas da matriz contida em {-}.

Se uma das colunas da matriz em (2.28) é uma combinacao linear das restantes, entao, pelos
Lemas2.3e2.4] o fechamento involutivo A(z) é definido pelas colunas linearmente independentes
de A(z) e seus colchetes de Lie. Intuitivamente, como consequéncia do Teorema 2] [Teorema
de Frobenius|, podemos dizer que a redutibilidade do espaco de configuragées pode ser definida
pela proposicao seguinte:

Lema 2.7 (Redutibilidade do modelo cinematico de posicao cartesiana (Campion et al. 1996)).
Uma BMR com espago de configuracao cartesiano definido pelo modelo [2.27) ¢é redutivel se, e
somente se, B

dim {A(2)} < dim {z} = 3 + 8.

No Apéndice [Al Subsecao [A.2.1] é verificado através de dois exemplos que o modelo de
postura cinematica de duas BMRs nao-degeneradas é sempre irredutivel. Similarmente a esses
exemplos e por meio da mesma linha de raciocinio, pode-se verificar a irredutibilidade de todos
os modelos da Tabela 2.1

Lema 2.8 (Irredutibilidade do modelo (2.27) para BMRs (Campion et al. 1996)). Para uma
BMR ndo-degenerada com modelo cinemdtico de posi¢ao cartesiana irredutivel entdo:

T
i) rank{ [ R (0)2(5e) 1(-)3X5d } } = 0m + 64 = Ou,
5d><3 6d><6d

ii) dim {A(z)} = 3+ dq.
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2.3.8 Modelo cinematico de configuracao para BMRs

Embora o modelo (227) nos permita fazer uma andlise dos graus de liberdade e sua
redutibilidade para a posicao cartesiana de uma BMR, esse nao leva em consideragao os angulos
de direcionabilidade das rodas orientédveis fora do centro | os angulos f3;, | e as posigoes angulares
de todas as rodas [ os angulos ¢; ]. Dessa forma, do Apéndice [A] Subsegao [A 1] tem-se que

Bo = DO(Q)E(BC)U (229)
¢ = Dy(q)X(Be)u, (2.30)

onde D,(q) = —%INoxNng(q)RT(H); Dy(q) = —E*(q)R] (9)R"(0) e E*(q) é a pseudo-inversa
da matriz E(q) [ mostrada no Apéndice [Al Subsegao [AT1.1]].

Agora, para o vetor de configuracao g definido na Proposicao 2.2, e pelo uso dos sistemas
225)-2206) e (230)-(229), as coordenadas de configuragdo podem ser descritas pelo modelo

compacto
. = S1(9)
g="5S(n, |ou |4 |= {%}n (2.31)
(]

RT(0)%(Be) ?3><6d
2 — 0g%3 g xdq (34 No+34+N) X 64
>0 [52@] DS Oy | ~ (2.32)
D%(Q)E(/@c) 0N><6d

Na Tabela 2.2 sao apresentados os modelos cinemaéticos de configuracdo para os cinco tipos
de BMRs da Tabela 2.1] por meio da utilizagao da equagao (2:32]) para os modelos cineméticos
na forma (Z27) detalhados na Tabela 211

Pelas restrigoes pfaffianas associadas as BMRs, nos cinco tipos de configuracoes possiveis,
definidas na forma compacta (Z14) e pelo modelo cinematico de configuracao para BMRs (2.31]),

podemos verificar que
AT(q)g = AT(¢)S(g)n =0,

e como 1 # 0 para V¢t > 0 | consequéncia direta da Proposi¢ao 2.3 onde u # 0 | entéao

onde

AT(q)S(q) = 0. (2.33)

A equacao ([2.33)) permite concluir a partir das Defini¢oes 214 e 215 que as linhas da matriz
AT (q) sdo uma-formas suaves que geram uma co-distribuicao €(q) definida por

Q(q) = gen {lin {AT(q)}} , (2.34)

onde lin {-} define o conjunto de linhas da matriz contida em {- }.

Levando em consideragao que os angulos associados com rodas orientdveis no centro
sejam apropriadamente manipulados para garantir que a BMR seja nao-degenerada, e
consequentemente uma-formas linearmente independentes, a co-distribuigao 2(q) deveria ser
regular | Defini¢ao ]. Similarmente, obtém-se a mesma conclusao sobre as colunas de S(q),
sendo A(q) a distribuigdo gerada e aqui definida por:

A(g) = gen {col {S(q)}} . (2.35)

A equacao ([233)) comprova entao [ pela Proposicao 21| que a distribuigao A(q) em (235)
aniquila as restrigoes [ uma-formas | da co-distribuicao (¢) em (235). Aniquilar as restrigoes
tem seu significado importante, j4 que se o conjunto de restricdes em AT (q) e o modelo de
configuragdo cinematico da BMR [ definido pelas colunas de S(q) | satisfazem (2.33) entao
pode-se garantir que para qualquer movimento da BMR as restrigoes pfaffianas sao satisfeitas.

Observacao 2.3 (Distribuigao aniquiladora A(q) incompleta): Até aqui estd-se considerando
que as restricoes pfaffianas sao satisfeitas pela existéncia a priori de uma distribuicao
aniquiladora. Mas como sera visto no Capitulo 3, essas restricoes nao sao satisfeitas quando
acrescentam-se efeitos de degradacdo nas rodas | como escorregamento, flexibilidade e/ou
deformagao (Shekhar 1997, Hong et al. 2006) |. Dessa forma, esses efeitos sugerem que as
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Tabela 2.2: Modelos cineméticos de configuracio para as BMRs

TIPO q MODELO (231)
gjg B —cos6 sinf 0
TR 0 TR —sinf cos® 0
un B, IR 0 0 1|y
3 01 1
(3,0) o | ou | Bz Sl=1-% & ¢ {53 } ou
P2 B30 . 0 _1 1
3 ®1 2 v
P2 L 3 V3 11
©3 2r 2r r
. [ —cosf sin 0 0 7
TR 7 —sin 6 cos 0 0
YR 0 0 1
0 %cos B, —% sin 81, —é sin B1,—1
Pio LcosBa, LsinBa, —Lsinfs,—1 [5;]
gio T | —isinps, —dcosBs, —Lsinps,—1 u3
sblo %sinﬁb 7%cosﬁ10 7£cosﬁ10
@2 —% sin 2, % cos B2, —% cos B2,
-3 _7%cosﬁ30 7%sinﬁ30 7£cosﬁ30
z .
TR yg rip —sinf 0
YR 0 YR Coge (1) u
(2,0) 0 | ou | B3 0 = 1 1 [uz] ou
28] (A7 7 o
2 ;
3 L ¢2 P
- i —sinf 0
i cos @ 0
YR 0 1
0 écos B3, fé sin 83, —1 up
Bs, | = _1 _1 [U2 }
41 1 I
2 v 7
L ¥3 _7%sinﬁ30 fﬁcosﬁgo
. i —sin(0+pP1.) 0 0]
[ TR T cos(6+51,) 0 0
e YR 0 ¢ 1 0
0 9 0 0 1
91 Bic B'lc éCOS(ﬂ'/4+ﬁlc*ﬁ20) f§lsinﬁgofl 0 Zé
(2,1) gio oo | = L cos(m/4+B1.—B3,) —glb‘inﬁ%—l 0 G
o1 Bso ~1 0 0
©2 ©1 "
©3 P2 %cos(ﬁ1cf7r/47520) f@lcosﬁgo 0
s L cos(m/4+83,) si _ V2 0
L~ 3, ) cos(B1,+sin B1.) £21 cos B3, i
) ) - in T - =l sinefin B1c 0
TR VR lcosOsin B, 0
yeR 0 cos f1, 0
5 — 0 1 u1
(1’1) %f %10 - %l(cosﬁchrsinBlc) 0 [Cl ]
| ﬁ | P2 %l(cos Bi.—sinBi.) 0
L ¢©3 _1 0
- T
A R ] [ —I(sin B1, sin(0+B2. ) +sin B2, sin(0+51.)) 0 07
yeR yé% I(sin By, cos(QJrB(gé)JrsiBnﬁ§C cos(0+B1.)) 0 O
; sin(B2. —f1 00
(1.2) oy f b Ol e
’ o, e | T * 00| |é
o1 Bzo ~ 2 sin s, 00
@1 _
| 55 o2 — 3 sin i, 0 0
L 3 L *ok 0 0

* = é sin(f1,, + B2, ) cos B3, — % sin(B2, — B1.)(d + Isin Bs,) + %l sin 31, sin B2, sin B3,
— f1.)sin(fB1, + B2.)sin B3, — 2 cos B3, sin B1, sin Bz, )

*k = f%(cos B3, sin(B2,
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restrigoes pfaffianas na forma (2.I4) nao sao reais e que é preciso procurar um campo vetorial
complementar para a distribuigdo aniquiladora A(g), tal que o comportamento desse campo
vetorial no tempo permita a aniquilagdo completa da co-distribui¢ao £2(q).

2.3.9 Redutibilidade do modelo cinematico de configuracao

De forma similar ao que foi analisado para o modelo (227), o modelo de configuragao
cinemdtica definido por (2.31]) é redutivel se existe uma transformacao de coordenadas tal que
algumas das novas coordenadas podem ser relacionadas por uma identidade que é igual a zero
ao longo do movimento da BMR. De outra forma, as colunas da matriz S(g) definem uma base
em IR31%+NotN "6 g6 alguma dessas colunas puder ser reescrita como combinacéo linear das
restantes, entao tem-se que a base pode ser reduzida em um campo vetorial, e o espaco gerado
por essas colunas seria a distribuigdo A(q) em (Z30); que pode ser regular sempre que seja
garantida uma apropriada configuragao dos angulos contidos no vetor f3..

Pelos Lemas e 24 o fechamento involutivo A(gq) é definido pelas colunas linearmente
independentes de A(g) e seus colchetes de Lie. Da mesma forma que no Lema 2T a redutibilidade
do modelo cinemético de configuracao é formalmente definida pela proposicao seguinte:

Proposicao 2.4 (Redutibilidade do modelo cinematico de configuragao (Campion et al. 1996)).
Uma BMR com modelo cinemdtico de configuragdao definido pelo modelo (231)) € redutivel se, e
somente se, B

dim {A(q)} < dim{q} =3+ 64+ N, + N.

A redutibilidade de (Z31]) significa que existe no minimo uma fun¢ao suave em ¢, envolvendo
explicitamente no minimo um dos vetores varidveis . e ¢, que é constante ao longo das
trajetorias executadas pela BMR e, a priori, sujeitas as restri¢oes definidas por (2I4]). Essa
discussao ¢ ilustrada novamente com os exemplos do AXEBOT e do HILARE no Apéndice [Al
Subsecao

2.3.10 Grau de nao-holonomia dy,

Pelo Teorema 211 [ Teorema de Frobenius | e o Lema 26 a distribuicao A(q) deve ser
involutiva para ser integravel, ou holonémica. Em principio pode-se calcular o fechamento
involutivo A(q) e verificar se possui igual dimensao que a distribuicao A(g). Do contrario, a
diferenca de dimensao existente entre as duas distribui¢bes é uma consequéncia direta de que
algumas das restricoes pfaffianas contidas em A”(q) sejam nao integréveis, ou mesmo dizer,
nao-holonémicas (Campion et al. 1996).

Se as colunas de S(g) sao linearmente independentes para V ¢, e os angulos em [, sdo
apropriadamente configurados, entao a distribuigdo A(g) possui dimensao igual ao grau de
manobrabilidade d, (pois n € IR®"*% em (Z3I))), ao mesmo tempo que o modelo ([Z3) pode
ser holonémico ou nao. Isso pode ser formalmente estabelecido como:

6m + 04 = 6, = dim {A(q)} < dim {A(q)} <3+ dq+ N, + N. (2.36)

Claramente a inequacao direita de (236) é associada com a redutibilidade do modelo
cinematico de configuragao ([2:31)) e a inequacgao esquerda é associada com a sua integrabilidade
(Campion et al. 1996).

Proposicao 2.5 (Grau de nao-holonomia). Uma BMR com modelo cinemdatico de configura¢do
definido pelo modelo ([2Z31)) tem um grau de nao-holonomia definido por

= dim {A(g)} — dim {A(q)}

O ntmero &}, representa o nimero de campos vetoriais que nao fazem parte da distribuigao
involutiva e, por consequéncia, do fechamento involutivo A(g). Mas, pelo Lema e sabendo
que A(g) é uma distribuigao aniquiladora das uma-formas em €(q), entao J, estd associado com
o numero de restricoes de velocidade que nao sao integraveis e que nao podem ser eliminadas
independentemente do sistema de coordenadas usado.

Dos exemplos apresentados no Apéndice [A], Secao [A.2] pode-se calcular os graus de nao-
holonomia para o AXEBOT e o HILARE, sendo §;, = 2 para as duas BMRs. Este resultado
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permite assegurar que o AXEBOT possui duas restrigoes nao-holonémicas e uma holonémica
[essa BMR pode ser projetada com trés rodas suecas ou trés rodas orientaveis fora do centro e
uma restri¢do para cada rodal. Ou seja, a BMR é parcialmente holonémica e os pontos atingiveis
no espaco de configuragoes sao restritos. No caso do HILARE, ele possui duas restri¢oes nao-
holonémicas que sao apenas suficientes para garantir que nenhum ponto atingivel do espaco de
configuracoes seja restrito, devido a essa BMR possuir duas rodas padrao fixas, uma para cada
restricao.

Observagao 2.4 (Interpretacao sobre 4, e redutibilidade do modelo cinemético de
configuragao): O grau de nao-holonomia fornece entao informagao necesséria sobre o espago
de configuragoes que é restrito quando uma BMR executa uma trajetoria e a redutibilidade nos
permite executar esse movimento com um nimero menor de coordenadas generalizadas, o que
também coopera na reducao dimensional dos problemas associados com sintese de controladores
de trajetéria para tais BMRs.

2.4 Controlabilidade do modelo cinematico de configuracao

O modelo cinematico de configuracao para BMRs definido por (Z3T) é dito livre de deriva,
o que significa dizer que quando os controles sao colocados em zero, os estados do sistema nao
se alteram.

Da mesma forma que ja foi apresentado na equacao (Z2), o modelo (Z31)) pode ser
representado na forma:

G =s1(Q)m + s5(@Q)m2 + ... + 55, (0)76, g € R3TNet0atN ) € U ¢ R, (2.37)

Considerando-se cada s;(g) como um campo vetorial suave, linearmente independentes sobre
R3TNot0atN ¢ com fluxos definidos para todo tempo, deseja-se determinar, pela escolha de um
sinal n adequado, as condicoes sob as quais pode-se deslocar o sistema de gy € R3NoHdat+N
para um gy € R3+NoH0atN arbitrério.

O sistema definido por ([2Z.37) é controlavel se para qualquer qo,qs € R3 existe um
T >0en:[0,T] = U tal que o sistema satisfaz q(0) = qo e ¢(T) = q¢. Um sistema ¢é dito
ser localmente controldvel a curto tempo em g se pontos préximos podem ser atingidos num
intervalo de tempo arbitrariamente curto e o mesmo permanece sempre proximo de qg.

Dado um conjunto aberto V C IR**¥ o+0atN - Jefine-se RV(qo; T') como sendo o conjunto de
estados ¢ tal que existe 1 : [0, 7] — U que desloca o sistema de ¢(0) = g até ¢(T') = ¢y e satisfaz
q(t) € Vpara 0 <t <T. Também define-se

R7(git<T)= |J RV(goi ™)

0<7*<T

+No+3g+N

como sendo os estados atingiveis até o tempo 7. Um sistema é localmente controlavel a curto
tempo se RV (go;t < T) contém uma vizinhanca de gy para todas as vizinhancas de V de qg e
T > 0.

Dependendo da configuragao apropriada de n é possivel se movimentar ao longo de todos os
colchetes de Lie gerados pelo campos vetoriais 51(q), 55(q), - - - » 55, (q). Esse fato foi originalmente
sustentado por W.-L. Chow em 1940 por meio do teorema a seguir

Teorema 2.2 (Teorema de Chow (Murray et al. 1994)). O sistema definido por (Z37) ¢
localmente controldvel em q € R3FNetT0atN 5o A(q) = T, R3TNoF0atN,

O teorema de Chow comprova que um sistema sem deriva é controlavel se o posto da matriz
de controlabilidade da dlgebra de Lie é 3+ N,+d;+ N. A condigao do Teorema [ Teorema de
Chow | consiste em verificar o posto da algebra de Lie de controlabilidade e serd aqui referenciado
como condicdo de posto de controlabilidade.

Proposicao 2.6 (Condigio de posto de controlabilidade). Se A(q) = TqIR3+N oH0atN parg todo

q em alguma vizinhanca de qq, entio para qualquer T > 0 e uma vizinhanca V de g, RY (qo; < T)
€ nao-vazio.
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Prova: A demonstracao da Proposicao é feita por recursao e pode ser encontrada em
Murray et al. (1994) (pp. 330). [ |

No Apéndice [Al Secao [A3l é verificada a controlabilidade do modelo cinemadtico de
configuragao (2.31]) para as BMRs dos robés HILARE e AXEBOT.

Em principio, tem-se agora um método para resolver o problema do planejamento de
movimento para sistemas que satisfacam a condigdo de posto de controlabilidade. Seja este
método definido pela proposicao seguinte:

Proposicao 2.7 ((Murray et al. 1994)). Dado um ponto inicial o e um ponto final g, encontra-

€ R3+No+da+N

se um numero finito de caminhos intermedidrios qi,q2, ..., qp e vizinhancas de

Vi tal que
P
URr" (@< 1)
i=1

contenha segmentos de linha reta conectando qo a qy.

Observagao 2.5 (Interpretagao Teorema de Chow): Com o Teorema [2.2] e a condigao de posto
de controlabilidade, existe uma lei de controle com p segmentos que desloca o sistema de qq
até gy. A dificuldade desse procedimento é que eles nao mostram como construir o caminho
juntando gg a gy, s6 provam sua existéncia.

2.5 Modelo genérico de configuracao dinamica: formalismo de
Euler-Lagrange

As restrigoes cinematicas, integraveis ou nao, associadas com a velocidade das coordenadas
generalizadas, definidas em forma compacta por ([2.14)), sdo asseguradas pelas forgas de restrigao
[ por instancia, sao as forcas aplicadas pela superficie de contato por meio das rodas &8 BMR em
uma trajetéria qualquer | (Lemos 2007, Figueiredo & Jota 2004). O célculo dessas forcas requer
da derivagdao de um modelo dinamico para a BMR.

Os modelos dinamicos geralmente estao na forma Euler-Lagrange (Lewis et al. 19995, Selmic
& Lewis 2000), Hamiltoniana (Bloch et al. 2000, Bétourné & Campion 1996, Yun & Sarkar
1998, Gu & Loh 1985) ou Newtoniana (Altpeter 1999, Wei et al. 2004); o que conduz ao
desenvolvimento de equagoes de movimento para diversas localizacoes da BMR em termos de
parametros associados a seus elementos estruturaidd. Um fato importante sobre tais modelos
dindmicos é a suposicao de que todos os seus elementos estruturais sao rigidos. Ou seja, que
nao estao sujeitos a nenhum tipo de deformagdo ou carecem de natureza flexivel. Métodos
convencionais como as formulacoes de Euler-Lagrange e Newton-Euler podem ser aplicados para
obter sistematicamente equagoes de movimentos dinamicos (Spong & Vidyasagar 1989, Lewis et
al. 1999a). Aqui nao é apresentada a derivagao do modelo dindmico ja que existem vérias fontes
literdrias nas quais essa derivacao tem sido demonstrada e aplicada para sistemas robéticos |
veja por exemplo: Murray et al. (1994) e Bloch et al. (2000) ].

As equacoes de Lagrange para BMRs usualmente tem a seguinte forma padrao:

M(q)q = C(q,4) + B(g)T + F(q) (2.38)

onde M(q) € RBH0atNo+N)x(3+3a+No+N) ¢ 4 matriz de inércia da BMR; C(q,q) € R(3+0a+No+N)
é o vetor com os torques de forca centrifuga/coriolis e decorrentes da gravitacao; 7 € RY é o
vetor que possui os torques aplicados pelos atuadores & BMR.

Aqui é assumido que a BMR é completamente manobrével, ou seja, que existem d,, controles
disponiveis. B(q) € IRGHI+NotN)Xdu & asgumida ser uma matriz de posto completo e
F(q) € R3T0a+NotN & o vetor de forcas generalizadas correspondentes as forcas de restriio
que asseguram que (2.I4]) seja satisfeita. No caso particular das BMRs, pela interpretagao dada
na literatura associada a locomocao de BMRs, essas forgas estao fortemente associadas com as
forcas de tragao (Balakrishna & Ghosal 1995, Williams et al. 2002), que por sua vez representam
a natureza do contato entre a roda e a superficie.

SEx: rodas, base mével, sistemas de engrenagens, etc.
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2.5.1 Forgas de restrigcao

Assumindo que uma BMR ¢ um sistema totalmente rigido, entao, pelo uso da equagao (2.14)),
podemos dizer, se assumido que as restrigoes sao satisfeitas, que a poténcia das forcas de restrigao
sao iguais a zero para qualquer trajetéria executada pela BMR, ou seja:

AT (q)g = F"(g)¢ = 0.

Pela expressao anterior, pode-se dizer que F'(q) é paralelo a A(q), ou seja que deve existir
um vetor A € R®" chamado de vetor de multiplicadores de Lagrange tal que

F(q) = A(g)A. (2.39)

O sistema da BMR ¢ entao modelado completamente pelo modelo cinematico de configuracao
231)) e as equagoes de Lagrange em (2.3]), onde F'(q) tem sido formulado como (2.39):

M(q)G = C(q,q) + B(q)T + A(q) . (2.40)

Pela multiplicacio & esquerda de S7(g) em (240), e pelo uso da equacio ([Z33), os
multiplicadores de Lagrange A podem ser eliminados, resultando em

ST(q)M(q)d = S™(q) [C(q,9) + Blq)7]. (2.41)
De (231)), tem-se que
G= %tm + S(g)n = [%S(Q)U} n+S(q)n

e substituindo este resultado em (2.41]), pode-se reescrever este tltimo como

(ST (@) M (q)S(q)] 7= S"(q) {—M(q) [g—js(qm} n+ C(q,S(q)n) + B(q)T} : (2.42)

As equagoes (231) e ([2:42) constituem a descri¢ao completa do modelo dindmico da BMR,
e pode ser, ainda, expressada em forma de espaco-estados com o vetor de estados:

]T c IR3+5d+No+N+5u

[qn ,
tal que
L (34644 Not N) X (3+00+No+N)  O(3+644 No+N) x4, [ q } _
05, x (34644 No-+N) ST(q)M(q)S(q) | L7
S(q)n
aS (2.43)
~S§7()M(g) [8—qs<q>n} 0+ ST(@)Cla. (@) + ST (a)Bla)r

Vale salientar que o modelo ([2:43]) equivale ao modelo rigido da BMR, ou seja que nao esté
sujeito a um tipo de deformacao ou propriedade flexivel. O valor dos multiplicadores de Lagrange
A pode ser deduzido depois de multiplicar & esquerda por A”(¢) em (Z40) e usando (Z31):

AT () A(g)A = [AT ()M (q)S(a)] 7+ AT (q) {M<q> [Z—jaq)n} n - Clg, S(a)m) — B(q)T}

onde AT (q)A(g) é uma matriz nio-singular.
2.5.2 Modelo genérico de linearizagao por realimentacao nao-linear de esta-

dos

Visto que o posto de B(q) foi assumido ser completo | ou seja, igual a J, |, o posto de
ST (q)B(q) pode também ser assumido completo. Logo, a matriz S (q)M(q)S(q) é ndo-singular
e, por dinamica inversa, podemos sintetizar a seguinte lei de controle para linearizagdao por
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realimentagao:

7= [5T(¢)B(g)] " {ST(Q) [M(C])S(Q)U + M(q) [g—js(q)n] n—C(q, S(Q)U)] } S (244)

Observacao 2.6 (Condicao de linearizacao): Claramente, por substituicao de (2.44]) em (2.42]),
observa-se que a lei de controle (2.44]) garante que

n=uv (2.45)

sendo v € IR% uma entrada de referéncia arbitraria.

Nota-se que 7 em (2.44]) é uma lei por realimentagao de estados que depende de g e . Mas as
quantidades que sao usualmente medidas, em casos praticos, sao as coordenadas generalizadas
q e as velocidades generalizadas ¢. Nao obstante, usando-se (2Z.31]), n pode ser obtido de ¢ e ¢
como segue:

n=5"()i=[ST(0)5(@)] " ST(a)d

sendo St (q) a pseudo-inversa de S(q).

O modelo linearizado definido por (Z31) e (2.43]) nao é realista na prética. Em situagdes reais,
as restrigoes cinemadticas nao sao satisfeitas pelas BMRs. Tal acontecimento nao garante que
as forcas de restricao tenham os valores adequados para permitir que as restri¢coes cinematicas
sejam satisfeitas. No proximo Capitulo, serd apresentada uma formulagao que envolve equagoes
fisicas admissiveis para as forcas de restricdo e que considera pequenos desvios em relagao ao
modelo real.

2.6 Resumo

Neste capitulo, foi observado que as restricbes cineméticas para as BMR, modeladas na
sua formulagao pfaffiana, sdo satisfeitas sempre que nao exista deslizamento e derrapagem |
veja Subsecao |. Essas restrigoes foram classificadas como integraveis e nao-integraveis
ou, mesmo dizer, holonomicas e nao-holondémicas, respectivamente. Dentre os cinco tipos de
configuragao possiveis com no minimo duas rodas ativas [ mencionadas na Subsegao 2311 ] o
modelo cinemético de posigao (Z27) é sempre irredutivel. Dentre os sete modelos cineméticos
de configuracao [ apresentados na Tabela 2:2] ] foi verificado que a redutibilidade do modelo
cinemético de configuracao equivale a diferenga entre a dimensao do espaco de coordenadas
generalizadas e o fechamento involutivo do espago gerado por uma distribuigdo A(q) | veja
Proposigao 24 |. O grau de nao-holonomia, em conjunto com a redutibilidade do modelo
cinematico de configuracao, pode ser usado para estabelecer a informagao sobre as restri¢oes de
velocidade que nao sao integraveis no momento de executar um movimento sobre uma trajetéria
e com a utilizacdo de um nimero menor de coordenadas generalizadas. Adicionalmente, no
que corresponde a controlabilidade de BMRs, foi observado que o Teorema de Chow [ Teorema
2.2 | permite verificar a controlabilidade de uma BMR para uma trajetéria qualquer dentro do
espaco de fase das coordenadas generalizadas, mas nao apresenta uma solucdao formal a esse
seguimento. Na Secdo L0 é citada e feita uma reconstrucao rapida do modelo dindmico sobre
as coordenadas generalizadas usando uma abordagem lagrangeana e considerando-se forcas de
restricao que satisfazem as restrigoes cinematicas. Logo, usando dinamica inversa, a modelagem
dinamica de uma BMR pode ser linearizada na técnica comumente conhecida como torque
calculado. Como resultado dessa linearizacao a aceleracdo da BMR no marco local {R} sera
equivalente a uma acao de controle auxiliar que contém a dinamica desejada.



Capitulo

Controle de trajetéoria: Uma
abordagem baseada em perturbacoes
singulares

Embora os modelos para BMRs totalmente rigidos tenham sido teis em muitas
aplicacoes de controle de trajetoria, quando € assumido que as restricoes cinemdticas
sdo satisfeitas € preciso mudar a abordagem para uma aprorimacdo que considere
a flexibilidade e a wviolacdo das restricoes. FEssa consideracao permite utilizar a
teoria de pertubacdes singulares para descrever dinamicas lentas e dindmicas rdpidas
associadas respectivamente com a dinamica rigida da BMR e com a violagdo das
restricoes cinemdticas.

3.1 Introducao

Pela existéncia de contribuicoes bibliograficas com solucoes propostas para o problema de
seguimento de trajetéria de BMRs, é bem sabido que nao existe uma lei de controle por
realimentagao de estados nao-linear e suave tal que o estado do sistema associado convirja a
origem(] (Brockett 1983, Dong 2010, Dixon et al. 2000, Arnol’d 1994, Khaneja & Brockett 1999,
D’Andréa-Novel et al. 1992). Para superar essa dificuldade, tém sido propostos vérios tipos
de controladores, tais como leis de controle variaveis no tempo, leis de controle descontinuas
e leis de controle hibridas (Kolmanovsky & McClamroch 1995, Sira Ramirez & Lischinsky
Arenas 1990, Walsh et al. 1994, Jiang & Pomet 1994, Jiang & Praly 1998, Jiang 2000a, Wei et
al. 2007, Yun & Yamamoto 1993, Zhao et al. 2009, Low & Wang 2008, Low & Wang 2010, Perez
et al. 2003, Wang et al. 2012, Michalek et al. 2009, Fernandez et al. 2013, Lewis et al. 19990, Jang
et al. 2005, Barreto et al. 2013).

As técnicas para controle de trajetéria tém sido baseadas em técnicas de linearizacao para
controladores locais de trajetéria (Kanayama et al. 1990, Walsh et al. 1994, Fierro & Lewis 1998);
em técnicas de linearizagao por realimentagao de estados nao-linear com parametros singulares
(D’Andréa-Novel et al. 1991, D’Andréa-Novel et al. 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996,
Motte & Campion 2000, Liu et al. 2008); ou também, em técnicas baseadas em backstepping
(Jiang 20000, Jiang & Nijmeijer 1999, Jiang & Pomet 1994, Fierro & Lewis 1995, Dong &
Kuhnert 2005).

Um fato de grande relevancia é quando levam-se em consideracao efeitos degenerativos as
solugoes do problema de seguimento de trajetéria, tais como, escorregamento | nos seus dois
componentes: derrapagem e deslizamento |, e deformacao de contato [ ou flexibilidade ]. Sobre
essas consideracoes é preciso reformular as equacgoes fisicas que modelam as forcas de restrigao
(Canudas de Wit et al. 2003). Como consequéncia disso, a dindmica do sistema adquire uma
nova representacao e aparece uma interrelacao entre os efeitos degenerativos e a violacao das
restrigoes cineméticas (Shekhar 1997, Dong 2010, D’Andréa-Novel et al. 1995). Assim, nesta tese
serao levados em consideracao pequenos desvios com relagao ao caso ideal, ou seja o caso onde

Verificar o Teorema 1, pp. 186 em Brockett (1983).
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as restrigoes cinemdticas sao satisfeitas. Tais desvios serdo modeladas por um pequeno fator
de escala positivo que tem um papel importante na caracterizacao da violagdo das restrigoes
cinematicas, na influéncia do escorregamento e na flexibilidade dentro do modelo dindmico.

Em algumas contribui¢oes encontradas nas referéncias bibliograficas, foram derivadas
formulagoes baseadas em teoria de perturbacoes singulares que permitiam fazer um estudo
da robustez de leis de controle para linearizacao por realimentacao nao-linear de estados
que utilizavam o fator de escala para representar a deformacao das rodas. Os controladores
projetados faziam com que o erro de seguimento permanecesse limitado, no entanto, sem
convergéncia a zero (D’Andréa-Novel et al. 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, Liu &
Zhu 2007).

Em (Motte & Campion 2000), o problema da convergéncia foi abordado usando a teoria
de perturbagoes singulares para sintese de leis de controle robustas que incluiam dinamicas
rapidas, associadas com a violacao das restrigoes cinemdticas, e com a deformacgao das rodas
em uma BMR tipo (2,0). J4 em (Liu et al. 2008), um controlador nao-linear de trajetéria foi
desenvolvido e projetado para uma BMR tipo (3,0) por meio da metodologia TLC [do inglés
Trajectory Linearization Control) que consiste em um lago externo de controle cinemético e um
laco irﬁerno de controle dinamico; assumindo sempre que o lago interno é exponencialmente
estaveld.

3.2 Modelo singularmente perturbado para BMRs

Quando as restrigdoes cinematicas nao sao satisfeitas nao é mais possivel representar as
forgas de restrigao pelos multiplicadores de Lagrange [ como foi apresentado em (239) |, sendo
por equagOes que caracterizem a natureza do contato entre a roda e a superficie (Motte &
Campion 2000). Consequentemente, as forgas de restricdo sao modeladas de acordo com suas
propriedades dissipativas, da mesma forma que as forcas de tracao estao fortemente relacionadas
com a derrapagem e o deslizamento [Veja para exemplificar D’Andréa-Novel et al. (1995),
Leroquais & D’Andrea-Novel (1996), Motte & Campion (2000), Dong (2010), Bazzi et al. (2014),
Tian & Sarkar (2012), Tian & Sarkar (2013) e Thuilot (1995)].

3.2.1 Forcas de restrigao dissipativas

Considerando que as restrigoes pfaffianas nao sao satisfeitas e assumindo que as forcas de
restricao sao sempre nao-nulas, é possivel introduzir uma hipdtese que assegure a dissipagao
dessas forcas.

Suposicao 3.1 (Forgas de restri¢ao dissipativas (D’Andréa-Novel et al. 1995)). A poténcia das
forcas €, conjuntamente, uma funcao semi-definida negativa das velocidades generalizadas; ou
mesmo dizer

W(g) <0. (3.1)

A Suposigao Bl quer dizer precisamente que W (§) é zero quando as restri¢oes cinemadticas
sao satisfeitas, e negativa quando nao. De acordo com ela, é conveniente expressar W () como
uma forma quadréatica das restrigoes pfaffianas; ou seja

W(i) = — [i" A@)] K(g.d) [A7 ()] (32)

sendo K(q,q) € RCN=NIX@N=Ns) yma matriz definida positiva e e € IRy um fator de escala
positivo, cuja interpretagao dentro da dinamica da BMR sera discutida posteriormente.
A forca generalizada F' associada com as forgas de restrigao pode ser deduzida de (3:2)) como

W(q) = 4" F(q) (3.3)
o que implica que )
F(q,q) = = A0)K (g, ) A" (9)d- (34)

2Dessa forma, o laco externo pode ser projetado ignorando a dindmica do laco interno. Tal abordagem tem
sido usada em conjunto com a teoria de perturbagdes singulares para conseguir estabilidade robusta [veja p.ex.:
(Liu & Zhu 2007, Liu et al. 2008)]
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O fator de escala €, na abordagem baseada em perturbagdes singulares, representa o
parametro de perturba¢ao (Khalil 2002). De (B4]) pode-se observar que a forca F(q,q) é
proporcional a A”(¢)¢ e a uma matriz de ponderacio %K (¢,4), que é usada para inserir
deformagao [flexibilidade ou rigidez]. Quando ¢ — 0 os elementos da matriz éK (¢,q) tendem

para infinito. No caso particular em que as forcas de restricio sdo nulas entdo A7 (q)¢ tende
para zero. Ou seja, as restrigoes cinemdticas sao satisfeitas.

3.2.2 Modelo dinamico genérico singularmente perturbado para BMRs

Como as restrigoes cinematicas nao sao satisfeitas, ¢ nao pode ser gerada completamente pela
distribuigao A(q) definida em (Z30]) e deve existir uma base de campos vetoriais complementar
tal que a configuracao cinemaética seja totalmente descrita. Dessa forma, ¢ tem um complemento
no espaco ortogonall ao espaco gerado por A(q), ou seja, Im{A(q)} € Q(g) C R3TNe+datN,
Logo, ¢ pode ser reescrito como:

q=S(g)n+ A(g)e,

sendo ¢ € RE" [ para A(q)c € Im {A(q)} Jum vetor conhecido.
No caso particular das BMRs com restricoes de movimento, o vetor ¢ pode ser representado
pelo produto e (D’Andréa-Novel et al. 1995, Spong et al. 1987). Assim,

i= S+ AWen =[50 A [ 1], (ou, [;]:[i—iﬂm[ji;]u) (35)

sendo € IR um vetor associado com o grau de violacdo das restricdes cineméticas, e
[ S(g) A(g) | uma matriz quadrada nao-singular. Agora, multiplicando-se & esquerda por
AT(g) em ([BF) obtém-se

AN (@)q = AT (9)S(a)n + AT () Al)en
e aplicando-se (Z33)), tem-se:
AT (q)q = AT (¢) A(q)=pe.

Lema 3.1 (Restricao Pfaffiana com parametro de perturbagao). Assumindo-se que para uma
BMR a Suposicao [31] € satisfeita, as restri¢oes pfaffianas sdo modeladas por:

AT(q)g = AT(q)A(g)ep, (3.6)
sendo € o parametro de perturbacao.

Usando ([3.6), a expressao (3.4]) pode ser reescrita como:

F(q,4) = —A(q)K(q,4) A" (q) Alq) (3.7)

sendo que K(q,q) = K(q,n,epn) = K(q,S(q)n + A(q)ep).
Observacao 3.1 (Restrigoes pfaffianas escalonadas por €): A equacao (B.6]) mostra que as

restrigdes pfaffianas [ ou A7 (q)g ] podem ser expressas em termos da magnitude de €. De outra
forma, a violacao das restricoes de velocidade pode ser medida pelo vetor eu sendo que € é o
fator que escala essa violagdo. Obviamente, o caso em que € = 0 equivale ao caso ideal [ em

231 J.

Modelo singularmente perturbado: formulacao espago-estados

O modelo dindmico genérico, dentro da abordagem de perturbacgoes singulares para BMRs,
¢ definido pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais:

{ &= Z(z,p,e,t), z(0) = xo (3.8)
eft = G('T’ Hs &,y t)a H(O) = Ho (39)

3Lembrando que Q(q) =~ A*(q). Assim as colunas de A(q) [ou linhas de AT (g)] sdo ortogonais as colunas de

S(q)-
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]T € IR3H0a+NotN+du ¢ ¢ vetor de varidveis lentas, € IRE" é o vetor de varidveis

E R3+5d+No+N+5u e

onde z = [qn
rapidas (D’Andréa-Novel et al. 1995); os campos vetoriais Z(z, p,&,t)
G(z, p,e,t) € RE" sdo definidos como

Za, pet) = | 5, S+ Algep

t)=D ;
Dl(Q)T + pl(q’n“u’e) € G(CC,M,&, ) 2((])’7’ + ,02((1,77,#,6),

e assumidos continuamente diferenciaveis em seus parametros (z, u,€,t) € Dy x D, x[0, 0] %[0, ],

onde D, C R3H0atNotN+du o D, C R sao conjuntos conexos e abertos. A entrada 7 é uma
acao de controle por realimentacao de estados no tempo ¢, ou seja,

T £ 7(q,m). (3.10)
Observacio 3.2 (Notacao): Visto que z = [¢n]” neste documento considera-se que uma
funcao qualquer que dependa explicitamente de ¢, n ou ambos possa ser expressa como uma
funcdo de x; p.ex: 7(x) = 7(q,n), p2(q; 1, i1, €) = pa(®, i1, €), ete.

No Apéndice Bl Se¢ao B} é mostrado em detalhe o desenvolvimento do modelo ([B.8) - (3:9)
[ os elementos das matrizes Di(q), D2(q), p1(q,n, 1, €) € p2(q,n, p,€) | e suas propriedades.

Diferentemente do modelo (Z43]) que descreve a dinamica da BMR no espago de configuracao
D, | € R3HatNotN+ou 1 gistema ([B.8) - (BJ) descreve a configuracio dinamica da BMR
dentro do espaco de configuracao D, x D, [ C R3+0atNotN+0u+K; |, ou seja, um espago com K,
variaveis de estado adicionais. Nesse sentido, o modelo (3.8)) - (3.9) representa um modelo robusto
e conhecido na literatura como modelo singularmente perturbado padrao (D’Andréa-Novel et
al. 1995, Khorasani & Kokotovic 1985, Spong et al. 1987, Sobolev 1987, Khalil 2002, Fernandez
et al. 2014c).

Quando ¢ = 0, a dimensao do sistema (3.8) - (3.9) é reduzida a 3 + d; + N, + N, enquanto
que (39) é reduzida a uma equagao algébrica; ou seja:

G(z,p,0,t) = 0. (3.11)

Definicao 3.1 (Modelo singularmente perturbado padrao (Khalil 2002)). O sistema definido
por [B.8)) - B.9) ¢ um modelo singularmente perturbado padrao se, e somente se, a equagao
BII) tem k > 1 raizes distintas isoladas, denotadas por:

i :Hi(f,t), 1=1,...,k, (312)

onde T ~ x.

Para cada i-ésima funcao fi; é definido o seguinte sistema reduzido:
r = Z(z,H;(z,1),0,1), z(0) = xo, (3.13)

que corresponde ao caso € = 0.

No espaco de configuragao D, x D,, [ C R3T0atNetN+outKr 1 a550ciado com o par (z, 1) o
sistema (B.8)) - (8.9) é conhecido como modelo flexivel e o modelo reduzido (B13]) é conhecido
como modelo rigido [ definido na equagao (Z43]) do Capitulo 2 ]. No modelo rigido, o conjunto
de equagoes algébricas em (B.12) define uma restrigao sobre a configuragao de x. Tal restrigao
faz com que p e i sejam fungoes de x, & e 7 [ 7 também é funcdo de z em (B.I0) |.

Por outro lado, as fungoes i e ji definem uma variedade, aqui chamada de variedade rigida
e denotada por Mp, para descrever a dinamica da BMR dentro do espago de configuracoes D,
[C R3H0atNo+N+0u ]. J4 no caso do modelo flexivel, tal variedade, aqui chamada de variedade
flexivel e denotada por M, tem uma dependéncia explicita de z e ¢.

Definicao 3.2 (Variedade flexivel (Khalil 2002)). Para o sistema [B.8) - (3.9) a variedade
flexivel M, € definida pela segquinte equagao:

M,: p=H(z,t). (3.14)
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Segundo a literatura associada (Sobolev 1987, Khalil 2002, Khorasani & Kokotovic 1985,
Spong et al. 1987, Kokotovic & Khalil 1986, Kokotovic et al. 1999) perturbacoes singulares
causam um comportamento composto de transitérios rapidos e lentos na resposta do sistema
a estimulos externos. Formalmente, o fluxo [ solucao | de ([BI3]) é conhecido como resposta
lenta e o fluxo [ solugdo | de ([BI4) é conhecido como resposta rdpida. Dessa forma, a
dinédmica representada por (8.I3]) é chamada de dinamica lenta | ou modelo lento |, e a dindmica
representada por ([B.14) é chamada de dindmica rdpida [ ou modelo rdpido ].

Quando as dindmicas répidas sdo assintoticamente estaveis a equacao (B.14) serd “quase”
satisfeita apds o decaimento dos transitérios rapidos, da mesma forma que sera equivalente com
a resposta do modelo ([B.I3]). Logo, o fluxo do sistema (3.8)) - (8:9) se aproximard rapidamente
da variedade M,, e permanecerd nela. De outra forma, fazendo com que € — 0 o fluxo do sistema
BY) - B9) tendera a variedade rigida Mpg. Esse principio é a técnica fundamental na qual se
baseia a sintese de controladores robustos baseados em teoria de perturbacoes singulares, como
serd visto nas sessoes posteriores.

3.2.3 Modelo de camada limite: dilatacao temporal das dinamicas rapidas

Pode acontecer que, para pequenosd valores de e, o fluxo Z em BI3) seja uma boa
aproximagao de z em ([B.8)) para V¢ € [0,T],T € IR, mas nao que ji seja uma boa aproximagao
de p para V t perto de zero devido que p(0) # f(0) = H;(x,0). Tal aproximagao sugere impor
um limite sobre ¢t e um modelo reduzido da dindmica rapida, conhecido na literatura como
modelo de camada limite. Para entender melhor, e pelo uso de (B12), seja definida a seguinte
transformacao de varidveis, assumindo k& = 1 na Definicao B.It

f(t) = p(t) — p(t) = p(t) — H(z,1). (3.15)

Definicao 3.3 (Modelo de camada limite (D’Andréa-Novel et al. 1995, Khalil 2002, Kokotovic
& Khalil 1986)). Seja o modelo de camada limite, definido sobre as coordenadas i, expressado
como

dps

pri G (zo, ft + H(z0,10),0,t0), 1(0) = po — H (o, to) (3.16)

onde xg, tg sdo interpretados como parametros fixos e t* =t/e.

O tempo t* na Definicao representa uma dilatagdo no eixo temporal governada pelo
parametro €. Para efeitos de analise no dominio do tempo, tal dilatagao nos permite “desacelerar”
a dinamica rapida e facilita a procura de um limite de tempo que garanta com que p — it — 0
paraVt € [0,T], T € R+.

Observagao 3.3 (Aproximacao de varidveis singularmente perturbadas): Embora a Definigao
B3 seja postulada em relagao ao vetor u, também pode ser aplicada sobre qualquer outra varidvel
de estado de nosso interesse. Imaginemos que x seja uma outra variavel de estado de nosso
interesse e que existe uma relagao como (3.10]) associada. Assim, também podemos afirmar que
sobre uma dilatacao da varidvel temporal [ t* =t/ | teremos que X = X.

Agora, sejam consideradas uma bola aberta centrada na origem e com raio 7 no espaco de
configuracdes das dinamicas lentas D, [ C IR3+0+NotN+u 1 B0 : 7), e uma bola aberta

centrada na origem e com raio p no espaco de configuracoes das dinamicas rapidas D, | IREr l,
B;(0: p). Assim, sejam consideradas as seguintes condigoes:

Condigao 3.1 ((Khalil 2002)). Existem T, 7, p, €0 € Ry tal que:

i) Z(z,pu,e,t), G(z,u,e,t) e suas derivadas parciais com respeito a x, p € € sGo continuas em
By x B x [0,e0] x [0,T],

ii) A fung¢io H(z,t) e o Jacobiano 0G(x,u,0,t)/0pn tém primeiras derivadas parciais
continuas, e,

iii) O modelo reduzido BI3) tem uma dnica solu¢do & definida sobre [0,T] que pertence a Bs.

4Na ordem de 102°.
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Condigao 3.2 ((Khalil 2002)). Existe t* > 0 tal que:

i) [t =0 é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel do modelo de camada limite (310,
uniformemente limitado nos parametros xg e tg, e,

ii) po — 1(0) pertence ao seu dominio de atrag¢ao, ou seja, tlim a(t*) = 0.
*—00

O préximo teorema, conhecido como teorema de Tikhonow, estabelece uma relacéo entre
e x, por um lado, e entre u, i e fi, por outro.

Teorema 3.1 (Teorema de Tikhonov (Khalil 2002, D’Andréa-Novel et al. 1995)). Para um
sistema na forma padrao B.8) - @), se as Condigoes[3 1 e[32 sao satisfeitas, entao existem
constantes positivas v1 € Ry, vo € Ry ec* € Ry tal que se ||zo| < v1, ||po — H(z0,0)|| <12 e
e < &%, entao as sequintes aprorimagoes sao validas para ¥t € [0,T], T € Ry:

2(t) = T(t) + O(e) (3.17)
u(t) = a(t) + ") + O(e) (3.18)

onde O(e) representa um polindmio em termos de ¢.

A equagao (BI8)) implica que existe um tempo t; > 0 tal que a aproximacao

p(t) = j(t) + 0(e)

é valida para t € [t1,T]. Ambas equagoes, (B17) e (B.I8)), implicam que a diferenca entre z e z,
e, entre u e i1 + 1 sejam na ordem de €, mas nao que elas sejam limitadas para ¢t — oco. Para
cada valor de tempo T', a aproximagao permanecera em uma vizinhanga de ordem O(g) que nao
é uniforme com respeito a T'. A condicao seguinte assegura a uniformidade:

Condigao 3.3 ((D’Andréa-Novel et al. 1995)). A origem do sistema rigido [ ou reduzido |
€ exponencialmente estdvel.

Com as trés condicoes definidas é possivel garantir uma solugao para o sistema singularmente
perturbado que seja uniforme e, para isso, é citado o seguinte teoremaf que estende o Teorema
Bl ao intervalo de tempo infinito [ ou seja, quando T — oo ].

Teorema 3.2 (Uniformidade com respeito a T (D’Andréa-Novel et al. 1995)). Para um sistema
na forma singularmente perturbada padrao [B.8) - B9), se as Condigoes [31, e sGo
satisfeitas, entao as aprozimagoes BIT) e BIY) sao satisfeitas uniformemente com respeito a

T.

Podemos conferir que para o sistema definido por B.8) - (89) o Teorema é satisfeito.
Com esse proposito, seja postulada a suposigao seguinte sobre as forcas de restrigao, modeladas
por ([B.1), que facilita com que o Teorema [B.] seja satisfeito.

Suposicao 3.2. Existe um valor o > 0 tal que
K(z,0) > alg, xk,, V = (3.19)

Pela Defini¢ao 3] e usando a equagao (B.E) [ do modelo singularmente perturbado mostrado
no Apéndice Bl Se¢ao [Bl], tem-se que para ¢ = 0 existe a raiz isolada

H(x,t) = [AT(@)A(@)] " K (g,m,0) [AT(0)A(q)] " Ry (q)

oS
[RS"(@) + R(0)A™(@)] | Ca, S(@)m) + Bla)r = M(9) 5,
que é solugao de ([BI2)). Assim, o modelo definido por (B.8) - (8.9) é um modelo singularmente
perturbado padrao e como decorréncia da diferenciabilidade dos termos envolvidos em suas

equacoed] e da equacio (3:20), a Condicao B11 é satisfeita.

S(a)n (3.20)

®Veja outras versdes do Teorema de Tikhonov em (Kokotovic & Khalil 1986, Kokotovic et al. 1999, Khalil 2002).
SEm Khalil (2002) [Teorema 10.4 Capitulo 10], é definido um conjunto de especificagdes técnicas que garantem
solugdes assintoticamente exponencialmente estdveis e uniformes para sistemas singularmente perturbados.

"Veja item (iv) do Lema [BIl mostrada no Apéndice [B] Secao Bl
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Nesse sentido, modelo de camada limite associado é
dju
dt*

ou ainda, simplificando-o, como
dju
dt*

- DQ(QO)TO + P2(QO7 Mo, ﬂ + H(QOv Mo, 70, t0)7 07 t0)7

= —Ra2(q0) A" (90) A(q0) K (90, 10, 0) AT (q0) A(q0) 2, (3.21)

onde 19 = 7(qo, M0, to)-
De (B10), para f1 = 0, tem-se que

0= DQ(QO)TO + P2(QO77707 H(Q077]07T07t0)707t0)'

Logo, ft = 0 é um ponto de equilibrio.

Assim, de (B.2I)) é afirmativo dizer que o modelo de camada limite é um sistema linear e
invariante no tempo, exponencialmente estavel e uniforme em (gg,7p); ou mesmo dizer em x.
Como consequéncia disso a Condicao é satisfeita e, pelo Teorema [31] as aproximagoes (B.17])
e (3I8) sao satisfeitas para Vt € [0,T7].

Observagao 3.4 (A origem do sistema rigido ndo é exponencialmente estavel): O sistema
reduzido representa o modelo dinamico de uma BMR que néo satisfaz as restrigoes pfaffianas |
holonémicas ou nao-holonémicas |, e como foi apresentado na literatura associada, este tipo de
sistemas nao sao estabilizaveis através de leis de controle por realimentagao continuas (Brockett
1983, D’Andréa-Novel et al. 1995, Motte & Campion 2000, Campion et al. 1991a). Em alguns
casos onde as restrigoes pfaffianas sdo nao-holonomicas, leis de controle por realimentacao e
difeomorfismos de classe C! asseguram a estabilizacdo assintética. No entanto, tal estabilizacio
nao é exponencial, ou seja, a Condigao nao é satisfeita.

Uma forma de garantir que a Condigao[3.3]seja satisfeita é assumir que o objetivo de controle é
um subconjunto de coordenadas generalizadas do vetor q. No caso de controladores de trajetoria
o objetivo principal é controlar o vetor z definido em (Z27). Assim, vamos particionar o sistema

definido por (B8) - (39) em trés partes:

2= Zg(z,w,p,e,t), 2(0) = 2o (3.22)
b= Zyew,mert),  w(0) = uo (3.23)
e = G(z,w,u,e,t), 1(0) = po (3.24)

onde w = [fB, ¢ 77]T e RNetNT0 o o5 campos vetoriais, Z,(z,w,p,e,t) € R>T% e

Zp(z,w, p,e,t) € RNe+tN+0u 530 definidos como

_ _ | Sagn+ Ag)ep |
Za(Z,’U),/J,,€,t) - SI(Q)U+A1(Q)5N € Zb(sznu'vgvt) - Dl(Q)T+P1(Qa77aH,€) )
sendo A(q) = [A1(q) A2(q)]"; Ai(g) € RBHIDEr o Ay (q) € RWotN+ou)x Ky

Suposicao 3.3. Ezistem constantes T, 7, p, €9 € Ry tal que z € Br; u(t) — H(z,w,t) €
Bs; Za(z,w, p,e,t), G(z,w,p,e,t), e suas derivadas parciais sdo limitadas uniformemente com
respeito a w, t e € < €g.

Suposicao 3.4. As Condigoes[31 e[3.2 sao satisfeitas para o sistema (3.22)) - (3.24).
Suposicao 3.5. Para o sistema

z = Zy(z,w, H(z,w,t),0,t) (3.25)
a origem € exponencialmente uniformemente estdvel com respeito a qualquer func¢do suave w.

Em posse das trés suposicoes anteriores e pelo Teorema [3.1], existem trés constantes positivas
v1 € Ry, 1p € Ry ee® € Ry tal que se ||z]| < v1, ||o — H (20, wp,0)|| < 2 e € < " entdo as
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seguintes aproximagoes sao validas para t € [0, T:

[
2(t) = z(t) + O(e) (3.26)
p(t) = p(t) + p(t") + O(e).

Devido que t* = t/e, e como existe €* € IR, entdo t* = t/¢* é a méxima dilatacdo possivel

tal que para t; = tje* > 0,
u(t) = p(t) + O(e) (3:27)

para Vt € [t1,T], T € IR;. Vale salientar que a condigdo ¢ < €* no Teorema [B.1] [ Teorema de
Tikhonov | garante que a dilatagdo temporal da dinamica rapida seja o suficiente para garantir
e (B20) e (B.27) sejam satisfeitas simultaneamente.
Dessa forma, para o sistema definido somente por (8.22)) e ([8:24]), é garantido que o Teorema
[B.1] seja satisfeito, e, pela Suposicao B.5 é assegurado que a Condigao seja satisfeita. Com
as trés condicoes satisfeitas, e pelo Teorema [3.2] pode-se garantir a existéncia do lema seguinte:

Lema 3.2. Uma BMR modelada como um sistema singularmente perturbado padrao com
restricoes pfaffianas possui uma estabilidade exponencial, sempre que o objetivo de controle seja
uma parcela das coordenadas generalizadas.

3.3 Inclusao de escorregamento e deformacgao sobre o rolamento
das rodas

Modelar um sistema fisico como um sistema singularmente perturbado nao é uma tarefa
trivial porque nem sempre é obvia a escolha das varidveis que sao consideradas parte da dinamica
rapida, ou seja, as varidveis estritamente associadas com o parametro . Felizmente, em muitas
aplicacOes, nosso conhecimento sobre processos fisicos nos oferece informacao suficiente para fazer
uma apropriada interpretacao do que pode ser considerado uma dinamica rapida. Em relacao
as BMRs, ao final da década de 1980 e durante a década de 1990, apareceram trabalhos tedricos
que usavam a teoria de perturbagoes singulares para estabelecer modelos na forma padrao (3.8)) -
([B29), assumindo que as dinamicas rapidas podiam estar associadas com efeitos degenerativos das
forgas de tragao, como a deformacao dos pneus | associada com flexibilidade |, o deslizamento e
a derrapagem (Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, D’ Andréa-Novel et al. 1991, D’Andréa-Novel
et al. 1992, D’Andréa-Novel et al. 1995, Campion et al. 19915, Campion et al. 1991a, Campion
et al. 1996, Khorasani & Kokotovic 1985, Spong et al. 1987, Fernandez et al. 2014b, Fernandez
et al. 2014c).

As consideracdes sobre as violacoes das restricbes cineméticas podem ser classificadas de
acordo com o tipo de roda e o seu efeito degenerativo. Geralmente, quando sdo usadas rodas
padrao [ sejam fixas, orientdveis no centro ou fora do centro | baseadas em pneus ou materiais
elasticos um efeito degenerativo importante é a deformacao da roda e o fato da drea de contato
entre a roda e a superficie ndo poder ser reduzida a um ponto (D’Andréa-Novel et al. 1995).
Dessa forma, pode ser adotado o modelo de “pseudo-escorregamento” | ou pseudo-slipping, em
inglés |, comumente abordado na literatura associada (Matsumoto & Tomizuka 1990, Mehrabi et
al. 1991, Ackermann & Sienel 1993), onde as forcas de tragao transversal e de tracao longitudinal
sdo proporcionais ao angulo de derrapagem e ao coeficiente de deslizamento, respectivamente.
Nesse caso, existemm mapeamentos que relacionam os componentes da forca de tracao com o
escorregamento longitudinal e lateral (Bakker et al. 1987, Bakker et al. 1989, Canudas de Wit
et al. 2003, Canudas de Wit et al. 1995, Burckhardt & Reimpell 1993).

As mesmas consideragoes sdo tomadas para rodas suecas, com excecdo que a derrapagem
nao é considerada como um efeito degenerativo e sim uma propriedade intrinseca que garante
o movimento omnidirecional da roda (Ferndndez et al. 2012). Entretanto, a presenca de
derrapagem nos rolamentos de livre rotacao incorre diretamente na propagacao de erros de
medigao das varidveis de movimento dos atuadores no sistema de controle implementado | ex.,
velocidade das rodas, velocidade do centro da BMR, etc |. Em BMRs como as usadas pelos
robds AXEBOT e AXEBOT, que usam rodas suecas, a derrapagem e o deslizamento tem sido
estudado como uma consequéncia direta das obervacoes de controle de velocidade nos atuadores,
se tornando comum a sintese de controladores que minimizem a influéncia desses fenomenos
no modelo dinamico, entretanto, para problemas de seguimento de trajetéria convergéncia
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a zero do erro continua tendo uma maior exigéncia (Ferndndez & Cerqueira 2009a, Muir &
Neuman 1987, Motte & Campion 2000, Nandy et al. 2011, Williams et al. 2002).

3.3.1 Forca de tragao e escorregamento

A forga de tragao de uma roda, geralmente, é obtida pelo produto entre o coeficiente de adesao
e a forca normal ao ponto de contato com a superficie. Dependendo do tipo de configuracao da
BMR, os componentes dessa forca de tracao sao responsaveis pelos movimentos longitudinais
e transversais (Balakrishna & Ghosal 1995). Os modelos de forga de tragao para rodas mais
comuns sdo os de relacionamento algébrico: forca de tracao vs. escorregamento. Na literatura
associada, algumas vezes os modelos usados sao do tipo mapas estaticos ou, em outras situagoes,
como uma equacao diferencial para modelar a dinamica da forga de tragdo da roda por meio de
parametros que envolvem o escorregamento. Aqui serao usados mapas estaticos devido ao seu
reduzido custo numérico (Canudas de Wit et al. 2003).

Deslizamento s

O movimento de uma roda com deslizamento é um fendmeno fisico complexo. Dessa forma,
obter um modelo para BMRs com deslizamento incluido é uma tarefa que torna o problema de
controle dificil; e para o qual nao hé solugao até o presente momento que seja eficaz (Dixon et
al. 2000, Dong 2010, Bazzi et al. 2014). A seguir serd apresentada uma breve revisao conceitual
sobre a inclusao do deslizamento com referéncia a literatura existente. Na Figura[3.], é mostrada
a representacao dos vetores associados com o modelo de deslizamento e derrapagem para os
diferentes tipos de rodas tratados na Subsecao 231l A roda orientavel no centro e fora do
centro obedecem & mesma representacao da Figura

Observagao 3.5 (Representacao vetorial): Para uma melhor interpretagao e consisténcia dos
assuntos tratados, nesta Subsecao serao definidas, apoiadas nas representacoes da Figura[3.1] as
seguintes convencoes de sinal:

Y: A interseccao do eixo do plano horizontal que passa pelo centro da roda e o plano de rotacao
da mesma. Quando a roda gira no sentido anti-horario, ela ird se mover ao longo do eixo
Y;

{X,Y, Z}: Triedro construido em X,Y,Z e que permanece no plano horizontal que passa pelo
centro da roda;

{X")Y' Z'}: Triedro paralelo a {X,Y, Z} com centro que passa pela origem do plano da regiao
de contato da roda com a superficie;

¢t Velocidade angular da roda, sera positiva se gira no sentido anti-horario indicado na Figura

Vz, Vy: Componentes da velocidade linear do centro da roda V' nos eixos X, Y, respectivamente.
Serao positivas se V, e V; estao dirigidas pelo pela direcao dos respectivos eixos X,Y da

Figura Bk

F,, F,: Componentes da forca de tracao do solo com a roda, terao sinal positivo se sao dirigidos
pela direcao dada aos respectivos eixos X', Y’ da Figura 3.1k

Ozt Angulo de derrapagem associado com uma projecao da velocidade do centro da roda V nos
eixos X,Y da Figura Bl

Sobre a suposigao de rolamento puro e ndo-derrapagem nas Definigoes 217 e 2.8 a velocidade
de contato da roda V. com a superficie deve ser nula. Como apresentado em (Thuilot 1995),
pela utilizacao da soma de vetores em um corpo rigido, pode ser verificado que as duas restrigoes
podem ser redefinidas em termos da velocidade do centro da roda:

{||V|| =&l (3.28)
V' L Trodas (3.29)
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(a) Roda padrao fixa (b) Roda Sueca (y = 7/4) (c) Roda Sueca (y = 0)

Figura 3.1: Representagao dos vetores usados na Subsecao [3:3.11

onde 7roqa representa o plano de rotagao da roda.

A relacao (B28) é a restricio de rolamento puro e a proposicao ([3:29) é a restricao de
nao-derrapagem. Com essa outra alternativa de escrever as restricbes de movimento da roda é
definida a varidvel deslizamento.

Definicao 3.4 (Deslizamento s (Canudas de Wit et al. 1995, Thuilot 1995)). Uma roda em
mouvimento caracteriza-se por: a velocidade linear do seu centro V' e seus componentes V., V,
[veja Figura[3); a velocidade angular ¢ e raio r. Nesse sentido, o deslizamento, denotado pela
letra s, € uma quantidade escalar definida por

Vo — e

5 = 73”’ ,ﬁtp se Vy e ¢ tem o mesmo sinal, e |p| > |V,| (regido de aceleragao)  (3.30)
re

Vy—r¢

IVl

s = se Vy e ¢ tem o mesmo sinal, e |¢| < |V,| (regido de frenagem) (3.31)

mais 08 sequintes dois casos limite
s=+1 entao V, € negativo e ¢ positivo (3.32)
s=—1 entao Vy € positivo e ¢ negativo. (3.33)
Se assumirmos que as duas condigoes limite nao acontecem, podemos reescrever o par de equagoes

B30),331) na sequinte forma compacta:
Vy—rp

5= — (3.34)
max {[[Vy|], [lroll}

Observagao 3.6 (Deslizamento normalizado): Na Definicao [3.4] convenientemente s € [—1, 1].
Assim, as seguintes situacées podem ser postuladas:

Se ¢ #0 eV, =0, entao s = 1. Esta situacao é conhecida como deslizamento total.
A roda tem rotacao sem translagao.

Se ¢ > % > 0, entao s € (0, 1]. Esta situac@o representa a regiao de aceleragdo.

.V ~ . ~ . ~
Se ¢ = - >0, entao s = 0. Esta situacao representa a situacao de rolamento puro,
ou movimento sem deslizamento. Sobre essa condi¢ao a velocidade linear do ponto
de contato permanece constante ao longo do tempo.

Se % > ¢ > 0, entao s € [—1,0). Esta situagao representa a regiao de frenagem, ou
desaceleragao.
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Se ¢ =0e V, #0, entao s = —1. Esta situacao é conhecida como blogueio. A roda
nao gira sobre seu eixo mas desliza sobre a superficie.

Pelo uso da Observacao 3.6l o deslizamento s pode ser visto como um parametro instrumental
de quanto a restricdo cinemética de rolamento puro, apresentada na Definicao 217 [ou,
equivalentemente, definida em ([B.28))], é satisfeita.

Observagao 3.7 (V = V})): Em situacoes préticas o angulo de derrapagem J, mostrado na
Figura B.] ndo é suficientemente grande [ em casos comuns, no maximo 15° |. Dessa forma, a
projecao V, pode ser ignorada e afirmar que V = V,, (Canudas de Wit et al. 2003, D’Andréa-
Novel et al. 1995, Thuilot 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996). Sobre essa consideracao, se
as restrigoes definidas por (B.28) e ([B.29) sao satisfeitas entao claramente V =~ V,, = r¢ e assim
s ~ 0 na equacao ([3.34). Por outro lado, quando a restricao (3.28)) nao ¢ satisfeita, claramente

s # 0.

Derrapagem 9,

Na Figura Bl e na Observacao foram destacadas a presenca do componente da forga de
tragao [, [ perpendicular a Fy | e sua relacao com a violagao da restri¢ao de nao-derrapagem
B29). Isto estd relacionado com o fato do vetor de velocidade linear do centro da roda nao
estar no plano da mesma, ou seja, de existir um angulo &,.

Definicio 3.5 (Angulo de derrapagem &, (Thuilot 1995)). Uma roda em movimento
caracteriza-se pela velocidade linear do seu centro V' e seus componentes Vi, V, [ Figura [31]
|. Nesse sentido, o angulo de derrapagem, denotado por d,, € uma quantidade escalar definida

por:
6y = tan~! <|“;f|> . (3.35)
Y

Observagao 3.8 (Quando V' [/ mo4a): Quando a restrigao de nao-derrapagem (3:29)]) é satisfeita
entdao V, = 0 e consequentemente, em ([3.35), 0, = 0. Caso contrério, V,, ndo é nula e aparece
um angulo entre V' e plano da roda [ tal como apresenta a Figura B.1]].

O fato da velocidade do centro da roda, V, nao pertencer ao plano da roda pode ser
ocasionado por diferentes motivos associados com a natureza do contato. Para uma roda
padrao fixa ou padrao, como apresentada na Figura o motivo principal é o cisalhamento
produzido pelo pneumatico ou pelas deformagoes da superficie. Em rodas omnidirecionais, como
apresentadas nas Figuras 3.1(b)| e [3.1(c), o motivo principal é a contribui¢ao do movimento
adicional, em direcao diferente a da velocidade do centro da roda, fornecido pelo rolamentos
do perimetro. Como resposta a essas deformacgoes e contribuigoes, uma forca de reacao, aqui
denotada por F}, e perpendicular ao plano da roda, é orientada em oposicao ao componente de
velocidade V, [ ou seja, se V,, > 0 entdo F, < 0; e de forma inversa se V,; < 0 entao F, > 0, veja
Figura B.11].

Vetor forca de tragao [ F, F, ]T

Os modelos existentes de forca de tracdo vs. escorregamento podem ser descritos na forma
de mapas estaticos

Oy :s = Iy (3.36)
Ox : 0, = F, (3.37)
onde Fy e F, sao, respectivamente, os componentes longitudinal e transversal da forca de tracao.
Um dos modelos mais conhecidos deste tipo é o de Pacejka (Canudas de Wit et al. 2003, Bakker

et al. 1987, Bakker et al. 1989), um mapeamento nao-linear que projeta numericamente as
relacoes Ox e Oy. Este modelo tem sido aplicado em experimentos realizados sobre condigoes
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Figura 3.2: Exemplo de representacao grifica dos mapas Ox e Oy para: (a) forca de tragio longitudinal e (b)
forga de tragdo lateral. Nos dois casos Fiy = 2000N. Parametros tomados de (Bakker et al. 1987).

particulares de velocidade linear para veiculos com pneumaticos. O modelo de Pacejka é definido
pela expressao a seguir chamada de Férmula Mdgica:

F(z) = Dsin(C'tan™!(Bz — E(Bz — tan}(Bx)))), (3.38)

sendo B, C, D e E, respectivamente, os coeficientes de Rigidez, Forma, Pico e Curvatumﬁ(Olson
et al. 2003, Bakker et al. 1987). O valor de x pode ser considerado o dngulo ¢, ou o deslizamento
s, dependendo do interesse de modelagem. Em uma outra proposta, Bakker et al. (1987)
propuseram fungoes similares a (3.38)]), definidas como

F, = Dysin (Cy tan~! <By [(1 — E,)100s + (% tanl(mOBys))D) (3.39)

Y

x

E
F, = D, sin (Cx tan~! (Bz [(1 —E,)o, + (B—x tanl(Bxéx)ﬂ)) (3.40)
onde B, Cy, Dy, E,, By, Cy, Dy e E, sao dadas por

C, =130 Cy = 1.65
D, = —a1F% — asFy D, = a1 Fy + asFy
B — o3 sin (a4 tan_l(ag)FN)) B - agF]%, + oy Fy
v CyD, Y CpD et
Ex:a6F]%+a7FN+a8 Ey:aGF]%;+a7FN+a8
sendo a, . .., ag constantes conhecidas e Fiy a forga normal a superficie de contato [ veja (Bakker

et al. 1987, Bakker et al. 1989, Thuilot 1995) |. Nas Figuras [3.2(a)| e [3.2(b)| sdo apresentados
exemplos dos mapeamentos associados com as forcas I, e F, em (3.40) e (3.39), respectivamente.

Observacao 3.9 (Qual é a melhor aproximacao das forcas de tracao?): Dado que ([B.40) e
(B39) representam um mapeamento nao-linear, uma soma de séries de poténcias de s [ ou J,
| pode ser usada em torno de s = 0 [ ou §, = 0 | para aproximar o comportamento da forga
de tracao. Por um lado, com essa aproximacao é possivel modelar o comportamento das forgas
de tragao em todo o dominio de s [ ou d, |. Mas por outro lado, uma aproximagao desse tipo
esta sujeita a incerteza de qual é o melhor grau de aproximacao a ser escolhido para representar

8Para o chio tmido, as caracteristicas do escorregamento se incrementam até um valor pico s, quando é
atingido um 10% do escorregamento longitudinal; e a forca de freio atinge um 25%-50% da forga vertical da carga.
Para o chao seco isto acontece em um 20% do escorregamento e quando é atingido um 70%-90% da forga vertical
da carga.
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2000

1000

Figura 3.3: Exemplo de representacdo grafica do mapa F;(s;,0z:) = Gs; + Ddg; para G = D = 10000 N
considerando a Suposigio

a relagao tragcdo vs. escorregamento [ ou mesmo dizer, sobre qual é o apropriado nimero de
termos utilizados na série de poténcias para aproximar s ou d |.

A fim de garantir que as forcas de tragao I, F, pertencam a regiao linear das equagoes
B40) e (3:39), seja considerada a suposigao seguinte:

Suposicao 3.6 ((D’Andréa-Novel et al. 1995, Leroquais & D’Andrea-Novel 1996, Motte &
Campion 2000)). Sejam deslizamento e derrapagem sinais limitados tal que

sl <Ay e [|0z]] < Aq,
onde Ay <1 e, <1.

Pelo uso da Suposic¢ao 3.6l o componente de velocidade do centro da i-ésima roda paralelo ao
plano da roda, V; ,, é aproximadamente igual a V; [ ou seja, V;, =~ V; ]. Assim, o deslizamento
s;, associado com a i-ésima roda, pode ser reescrito como

_ Wiy =il

S; = 5 (341)
Vil

e da mesma forma, para a i-ésima roda, a funcdo tan~!(-) em (B.:35) pode ser substituida por

sin~1(+), ou seja,
1 (Wil . [|Viell
8y =sin ! <M> ou sind,; = +——22 0, 3.42
Vil # = (342

Novamente, pelo uso da Suposicao 3.6}, as funcdes sin(-) e tan~!(-) [ uma vez que os resultados
sejam expressados em radianos | podem ser substituidas pela funcao linear [ ou identidade | nas
equacoes (3.39) e (3.40). Dessa forma as novas expressoes para F; , e F; , na i-ésima roda seriam:

F;, =100D,CyBys = G s; (3.44)

onde D = D,C, B, e G = 100D,Cy B, sao o coeficiente de rigidez transversal e o coeficiente de
rigidez longitudinal, respectivamente. Ambos coeficientes dependem da natureza da roda e da
superficie de movimento.

Pela caracteristica linear dos componentes da forca de tracao F;, e F;, é possivel associar
um mapa F; : IR x IR — IR para representar a forca de tracdo total de cada roda. Seja esse
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mapa definido por

Na Figura é mostrada uma representagdo do mapa ([B.45) nos intervalos definidos pela
Suposicao Pela mesma Suposicao B.6, podemos dizer que d, ~ sind,. Assim, para a
i-ésima roda de uma BMR, os componentes da forca de tragdo podem ser escritos como

Vi
F, . =D—
YAl
Viy — 1
F,=G2_ -
" il
ou ainda, na seguinte forma compacta:
)-8 ) (nfn] o
[Fz’,y =l o ¢llv, e i=12,..,N, (3.46)
sendo Ve; = [Vigp Viy — rapi]T € IR? o vetor que representa a velocidade linear do ponto de
contato da i-ésima roda com a superficie.
Seja L;i(q) € R**E" uma matriz tal que
2 Via — LANAT ()
Vei 2 |y | = Li@AT @ (3.47)
entao . 1 D o
el I Li()AT(¢)¢ i=1,2,...,N. 3.48
|: E’y :| H‘/ZH |: 0 G ] Z(q) (q)q 1 <y 9 ( )

Em (D’Andréa-Novel et al. 1995) o vetor F'(q, ¢) definido em (3.4]), que representa as forcas
de contato da roda com a superficie, nao sdo soma direta dos vetores [Fj, FW]T, mas sim
a soma das forgas generalizadas associadas com cada um dos vetores [ Fj ; Fi,y]T. A i-ésima
energia generalizada associada ao vetor [ F; , Fj, ]T é definida como:

Wila) = [ {7 | @A @) (3.49)

A contribuicdo de [Fjy F’Ly]T a energia generalizada W(q), mas especificamente ao
componente F;(q), é definida por

Wi(q) = F' (q.4)4- (3.50)

Por comparacao de ([3:49) com ([B.50), e usando ([B48)), pode ser deduzido que a i-ésima forga
generalizadas é:

Ala.d) = ~A@L @ [ § & LA @)

onde V; é usada para denotar a velocidade do centro da i-ésima roda e o sinal negativo representa
o fato da energia ser dissipativa.

Pelo uso de [B8) e (1) também podemos deduzir a seguinte expressao para a matriz
%Ki(q, n,eu), associada com a i-ésima roda:

SKanen) & il @[ ¢ ] L) (3.51)

Logo, para a configuracao de uma BMR com N rodas, as forcas de tragao, em correspondéncia
com (B.1), podem ser escritas em funcao da matriz definida positiva K(q,n,eu) como

N

> Ki(g,n,ep)

=1

F(q,q) = —A(q) AT () A(q)p,
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tal que
N

K(q,n,ep) 2> Kilg,n,ep). (3.52)
i=1
O fato da matriz K(q,n,ep) depender dos coeficientes de rigidez D e G é o motivo pelo que

esta matriz é conhecida na literatura como matriz de rigidez (D’Andréa-Novel et al. 1995, Motte
& Campion 2000).

Parametro de perturbacao ¢

O parametro de perturbagao € pode ser concebido como um valor de escala associado com
a diferenca entre as condicOes reais de movimento e o pressupostos das restricbes cinematicas
de rolamento puro e nao-derrapagem apresentadas nas Defini¢oes 2.17] e .18 serem satisfeitas.
Tal interpretagao é conhecida como flexibilidade do sistema (D’Andréa-Novel et al. 1995, Spong
et al. 1987, Khalil 2002, Ferndndez et al. 2014b, Fernandez et al. 2014¢). Quando o valor de &
tende a zero a matriz de rigidez tende a infinito [ ou seja, os coeficientes de rigidez aumentam e a
variedade flexivel M, do sistema ([3.8) - (3.9) tende para a variedade rigida Mg ]. Dessa forma,
uma representacao simplificada das condigoes de movimento associadas com o parametro de
perturbacao ¢ [ou a flexibilidade] podem ser fornecidas pelos coeficientes de rigidez longitudinal
e transversal. Uma forma de relacionar essas quantidades é definida pela expressao

1 1
5:min{miinE,miinEi} i=1,...,N (3.53)

sendo D; e G; os coeficientes de rigidez transversal e longitudinal de cada uma das rodas presentes
na BMR.

Até aqui, ja é possivel estabelecer uma relagdo fenomenolégica entre o vetor p e o
parametro e para as configuracoes apresentadas na Tabela Dependendo do tipo de
configuragao cinemética da BMR, o vetor p estd relacionado com o conjunto completo de
manifestacoes degenerativas do rolamento, como derrapagem e deslizamento, enquanto que ¢
escala a deformacido do contato entre a roda e a superficid]. Na Tabela B é apresentada a
associagao do vetor u com o deslizamento e a derrapagem das rodas segundo a configuragao
cinematica de BMRs nao-degeneradas.

3.3.2 Modelagem genérica singularmente perturbada para BMRs

O modelo singularmente perturbado definido por (B8] - (30) é projetado usando o modelo
cinematico de configuracao ([Z31]) para cada BMR. Com esse propésito, a projegao apropriada
do modelo dinamico dependera da escolha apropriada do vetor g e da associagao correta das
varidveis rapidas com as manifestacoes do escorregamento | ja seja s e d, ], tal como foi visto na
Tabela 3.1

Agora, sejam consideradas as seguintes suposicoes com respeito a velocidade dos centros das
rodas e os coeficientes de rigidez longitudinal e transversal:

Suposicao 3.7 ((D’Andréa-Novel et al. 1995, Campion et al. 1996, Motte & Campion 2000)).
As velocidades dos centros das rodas da BMR na expressio [B.46]) sdo consideradas idénticas, e
mais precisamente, iguais a sua media:

. . o\ 1/2 .. .
IVill = IVi(a.m wll = (#h + 5k +0%) " = Jer (6€7) =12V,

Suposicao 3.8 ((D’Andréa-Novel et al. 1995, Campion et al. 1996, Motte & Campion 2000)).
Os valores G; e D; associados aos coeficientes de rigidez longitudinal e transversal, sao assumidos
idénticos para todas as rodas da BMR.

Pela Suposicao B.8 é valido afirmar entdo que min 1/D; = 1/D e min 1/G; = 1/G no critério
(2 7

(353), de tal forma que
. 1 1
6—m1n{5,5}.

9Sabendo, também, que a deformacio é uma consequéncia direta da flexibilidade da roda ou da superficie.
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Tabela 3.1: Relagdo dos pardmetros i, € com a configuragao cinematica de uma BMR nao-degenerada.

TIPO q M: Relacionado com ... €
(3,0) ?jﬁ Deslizamento si1,s2,s3 das trés rodas Deformacao de contato.
Zﬁf 5?0 suecas [ associadas com @1, 92,93 | ou,
Sfl ou | Bz, na configuragdo alternativa, relacionado
ig %’f com o Deslizamento s1, s2,s3 e a Der-
ﬁﬁ rapagem 0Jx,1,0x,2,0x,3 das trés rodas

orientdveis fora do centro [ associadas com

OS pares (ﬁlo7€01)7 (5207¢2)7 (5307903) ]

(2,0) TR ;3}2 Deslizamento s1,s2 e Derrapagem Deformacio de contato.
yé?' ou Bgo 0x,1,0x,2 das duas rodas fizas [ associadas
ﬁ; g; com 1,92 | , ou na configuragio alter-
#3 nativa, relacionado com o Deslizamento
s1, 2, s3 € a Derrapagem dx,1,0x,2,0x,3
das duas rodas fizas [ associadas com
»1,2 | e a roda orientdvel fora do centro
[ associada com o par (Bs,, ¥3) |.
(2,1) [ gfﬁ i Deslizamento s1, 52,53 e Derrapagem Deformacio de contato.
B?C dx,1,0x,2,0x,3 das duas rodas orientdveis
B2, fora do centro | associadas com os pares
%{’ (B1,501), (B2,,92) ] e aroda orientdvel no
L Z§§ i centro [ associada com o par (8s.,p3) ].
(1,1) i §§ i Deslizamento s, s2,s3 e Derrapagem Deformacao de contato.
5?0 0x,1,0x,2,0x,3 das duas rodas fizas |
g; associadas com @1, p2 | e a roda orientdvel
- 3 - no centro | associada com f1, ].
(1,2) [ gfﬁ i Deslizamento s1, 52,53 e Derrapagem Deformacio de contato.
B?C dx,1,0x,2,0x,3 das duas rodas orientdveis
B2, no centro | associadas com os pares
%{’ (B1.,¢1), (B2.,92) ] e a roda orientdvel
L 2§§ 1 fora do centro [ associada com o par

(5307 @3) ]

Entretanto, assumindo os produtos €D e G como versdes normalizadas dos coeficientes de
rigidez, entao a equacgao anterior pode ser reescrita como

Dy Gy
=min< —, — 3.54
c=min{ 2.5}, (354)
tal que Dy =¢eD e Gy = eG.

Como em (Ferndndez et al. 2015b), seguindo os procedimentos da Se¢ao [BIl e em posse das

Suposicoes B.7 e B.8 uma representacao equivalente do modelo (B.8) - (8.9) para as BMRs da
Tabela 2:31] pode ser definida como:

{ &= Zo(q)n +eZ1(q)p + Za2(q)p + Z3(q)T (3.55)
efr = Go(g)n +eGi(g)p + G2(g)p + Gs(9)T, (3.56)

onde Z(x,pu,e,t) = Zo(q)n + eZ1(q)n + Z2(qQ)p + Z3(q)T e G(w, pu,e,t) = Go(q)n + G1(q)p +
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fiz (m/s) 272 py (m/s) fiz (m/s) 20050 5, (m/s)

(a) BMR tipo (2,0). (b) BMR tipo (3,0).

Figura 3.4: Evolugdo de fi para os modelos singularmente perturbados [ vista em trés dimensdes: fi1 X fiz X fi3 |.

Ga(q)p + Gs(q )T. Aqui serd salientado, com o resultado dessas modelagens, a verificacao das
Condicoes B1], B2 e B3 a fim de que o Teorema B [Teorema de Tikhonov] seja satisfeitd .
Dessa forma, de acordo com o Lema[3.2] o modelo (8.55]) - (8.56) deve ser particionado tal como
indicado pelo sistema ([B3.22) - (B:24) para garantir a Condigao Assim, seja este modelo
reescrito como:

= Zg(@n +eZi(Qn + Z3(@)p + Z35 ()7 (3.57)
= Z8(a)n +eZ (@) + Z3(a)u + Z(a) (3.58)
efr = Go(q)n +eG1(g)p + G2(g)p + Gs(9)T, (3.59)
onde Z,(z,w, p,&,t) = Z&q)n+eZHqQ)pu+2Z4(q) u+Z5(q)7 e Zy(z,w, i, e,t) = Z8(q)n+eZ8(q) u+

ZY(q)n + Z5(q)T.
Fazendo € = 0 em (3.09), tem-se que existe uma raiz isolada

= H(z,t) = —G3'(q) Go(g)n — G5 (9)Gs(q)7 (3.60)

que é solugao de ([B.11]). Assim, o modelo definido por (B.55) -(3.56]) é um modelo singularmente
perturbado padrao, e como decorrenc1a da diferenciabilidade dos termos envolvidos em suas
equagoeﬂ e da equacao ([.60), podemos afirmar que a Condigao Bl é satisfeita. Em seguida,
o modelo de camada limite associado é definido por

dp .

o = Golao)no + G2(qo) |12 + H(go,m0, to)] + G3(d0) 70, (3.61)

onde [1(0) = g — H(zo,to), o = [qo 770] e ty sao interpretados como parametros fixos; 7y =
7(qo, Mo, o) € a condlc;ao inicial e t* = t/e.

Na Figura B4 é observada a evolucdo do vetor [i para as duas BMRs apresentadas no
Apéndice [B], Subsegoes [B.1.1l e Nota-se que o diagrama de fase converge uniformemente
para i = 0. Assim, a Condigao é satisfeita e, pelo Teorema [B.1] [ Teorema de Tikhonov |,
existem v > 0, 9 > 0 e e* > 0 tal que o modelo reduzido definido por [B.57) - (358) [ ou (B:559),

come=0,2=[z w]’ e H(z,t) em BB0) ], seja exponencialmente uniformemente estavel.
Na modelagem de uma BMR usando uma abordagem baseada em perturbagoes singulares |
veja o caso das modelagens apresentadas no Apéndice [B] Subsegoes B 1 e[B.1.2] o valor de €
pode ser decrementado a fim de ficar préximo de zero e consequentemente, por (B.0)), satisfazer
completamente as restri¢oes cinemadticas e se tornar o modelo rigido (2.43]); ou incrementado a
fim de ficar préximo de £*. Entretanto a escolha apropriada do valor de &, além de estar sujeita

Um detalhamento maior sobre o modelo (353) - ([B:56) pode ser verificado no Apéndice [Bl Subsecdes [B11]
e onde é apresentada a modelagem das BMRs nao-degeneradas do tipo (2,0) e (3,0) [ correspondentes aos
roboés HILARE e AXEBOT |.

1Veja por exemplo os termos no Apéndice [Bl Subsecdes Bl e B1.2
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ao valor de €*, dependerd de outras consideragoes técnicas, como por exemplo, a velocidade da
BMR e o custo computacional da lei de controle. Tais consideragoes serao detalhadas em sessoes
e capitulos posteriores.

3.4 Controle de trajetéria: versao genérica por realimentacao
de estados nao-linear

Especialmente, as equacoes de movimento para um corpo rigido podem ser linearizadas
e desacopladas por uma realimentagao de estados nao-linear [ em algumas ocasides chamada
de torque calculado ou dinamica inversa | (Spong et al. 1987). Entretanto, alguns trabalhos
mostram que os algoritmos de controle que assumem um modelo rigido sao limitados em suas
aplicagoes para roboOs reais, onde a suposi¢ao de perfeita rigidez nao é satisfeita (Spong et
al. 1987, Spong & Vidyasagar 1989, Motte & Campion 2000, D’Andréa-Novel et al. 1995, Rivin
1985, Sweet & Good 1984, Spong 1989). Visto que o parametro de perturbacao £ pode ser
concebido como uma representacao da deformagao do ponto de contato da roda com a superficie
de movimento [ veja Tabela 3] ], entao sua inclusdo no modelo dindmico geral permite associar
o grau de deformacao de contato (flexibilidade) com o comportamento dinamico da BMR, ja
seja, para permanecer na variedade flexivel M,, [ quando € # 0 ] ou na variedade rigida Mg
[ quando € = 0 ]. No entanto, a inclus@o da flexibilidade no modelo dindmico geral da BMR
por meio de um valor permisiveld, as restricées cinematicas nio serao satisfeitas [ consequéncia
direta de ([3.6]) ]. Assim, é necessério estabelecer o problema de controle nao-linear associado
com o seguimento de trajetéria a fim de conseguir uma lei de controle robusta que atenue a
violagao das restricoes cinematicas.

3.4.1 Problema do seguimento de trajetoria

O problema de seguimento de trajetéria objetiva encontrar uma lei de controle que permita
com que um ponto qualquer P no marco local {R} da BMRM faca o seguimento, com
estabilidade, de um ponto de referéncia em movimento, Pf.

Seja hpet(t) = [wre(t) yref(t)]T a posigao do ponto P e seja hp(t) assumida um
difeomorfismo de classe 2 [ ou seja, hyet € €2 | e definida como
-Tref(t) . 2
[ e } R, — R2, (3.62)
e seja definido
x’ xr — Lsinf

como as coordenadas cartesianas do ponto P em relacao ao marco local { R}, sendo L a distancia
do centro da BMR a esse ponto.

O objetivo é encontrar uma lei de controle por realimentacao de estados auxiliar v(t) |
apresentada na equagao (2.44]) do Capitulo 2 | tal que

i) Os erros de seguimento Z(t) = 2/(t) — xyef(t), J(t) = v/ (t) — yret(t) € 0 sinal de controle v(t)
sejam limitados para V t (cotagdo);

ii) lim ||2/(t) — 2et(®)|| = 0, lim ||y (¢) — yret(t)|| = O (convergéncia);
t—00 t—00

iii) Se 2/(0) = zw(0) e ¥'(0) = yret(0), entdao z'(t) = xef(t) € Y'(t) = yret(t) para Vi
(invaridncia)

Assumindo o vetor h(t) como o conjunto de saidas linearizadas do problema de controle, entao
sobre a referéncia h.¢(t) é aplicada uma lei de controle auxiliar para solucionar o problema de
seguimento do ponto em movimento. Seja esta lei de controle definida no seguinte lema:

12Vgja critério definido em ([E53) e a condigio & < * do Teorema 11
13Veja por exemplo as Figuras [Ble B3, no Apéndice [B] Subsecoes B0l e B2
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Lema 3.3 (Lei de controle auxiliar (D’Andréa-Novel et al. 1995)). Se a trajetdria de referéncia
definida em [B.62)) € tal que hyef(t), hret(t), href(t) sao limitados para ¥ t, e hyf(t) € integrdvel,
entdao uma solugao para o problema de sequimento de trajetoria € a lei de controle auxiliar

o(t) = A7 (2) (huer(t) — Ka(t) = Koh(t) = Ay (2)n(1)) € R (3.64)
onde _
h(t) = h(t) — hret(t),
€ o erro de seguimento, K1 € R?*2 ¢ Ky € R?*? sdo matrizes arbitrdrias definidas positivas e,
pelo uso de (232), Ay(2) € uma matriz smgula@ definida por

Oh,(2)
0z

Em posse do Lema B3] e pelos resultados observados na literatura relacionada [ veja por

exemplo D’Andréa-Novel et al. (1995); Motte & Campion (2000), entre outras |, é valido

afirmar que aplicando-se a lei de controle auxiliar ([B.64]) o erro de seguimento h(t) converge
exponencialmente para uma vizinhanga da origem. Assim, substituindo-se (B.64) em (244),
uma lei de controle por realimentagao de estados para assegurar o seguimento de trajetéria na
BMR, conhecida como lei de controle rigida, é definida por

(@) = [ST@B@] " {57 (@) [M@S(@AF () (heet) = Kih(1
~al(t) = Bu(e)a(o)) + 31(0) | S S| 0 - Cla.s@m] - 35

Ay(z) = Si(q) € R¥*%u,

Resultados similares a equagao ([3.65) podem ser observadas em Spong (1989), Mills (1989),
Ghorbel & Spong (1992b), Ghorbel & Spong (1992a). Da mesma forma que em (2.44)), a equacao
(B60) depende de 7, e é importante relembrar que as quantidades medidas sao ¢ e ¢. Nao
obstante, multiplicando-se (3.5 pela esquerda por ST (q), e de ([233)), tem-se que

n=5(q)i=[5T(0)5@)] " ST (). (3.66)

O préximo teorema enfatiza a existéncia de limites superiores sobre € que garantem que as
solugoes do sistema realimentado pela lei de controle (B.65]) sejam limitadas.

Teorema 3.3 ((D’Andréa-Novel et al. 1995)). Se a trajetoria de referéncia definida em ([B.62) é

tal que hyet(t), href(t), heet(t) sdo limitados para ¥ t, e heet(t) € integrdvel, existem trés constantes
vy > 0,05 >0,e* >0, quando aplz'cada a let de controle _por realimentagao de estados (B.65l)

ao sistema B5T)-@59), tal que se ||hol < vi, o — H(ho,w1,0,0)|| < 12 e e < &*, entdo as
aprozimacoes

h(t) = eVth(0) + O(e) (3.67)
p(t) = H(hywi,t) = p(t*) + O(e) (3.68)
sao validas sobre intervalos de tempo infinito, sendo [i(t*) a solugdo ao modelo de camada limite:

dfi

e = Go(ho, w1,0)10 + G2(ho, w1 ) [ﬂ + H(ﬁo,wl,o,o)] + G3(ho, w1,0)70

onde 19 = T(ho,w1,0), U € uma matriz Hurwitz e wy € uma fungdo conhecida e limitada.

Prova: Resultado conhecido, pois a prova a este teorema pode ser encontrada em (D’Andréa-
Novel et al. 1995). [ |

O Teorema [B.3] garante que ([B.20]) e (B:27) sejam satisfeitas simultaneamente e que o erro de

seguimento h(t) permaneca em uma vizinhanga da origem, ainda que o valor de ¢ seja diferente
de zero. Entretanto, valores diferentes de zero para € impedem que as restricoes cinematicas

MValendo com caso nao-singular quando §,, = 2.
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sejam satisfeitas | como decorréncia de (B.0]) ]. Dessa forma, o problema de controle nao-linear
apresentado é aprimorar a lei robusta (B3.63]) para que as restrigdes cinematicas sejam satisfeitas.

3.4.2 Procedimento da variedade lenta

Do modelo [B.8)-(39) tem-se que os campos vetoriais Z(z, i, €, t) e G(x, i, £,t) nao tém uma
dependéncia explicita do tempo t, ou seja, sao sistemas autonomos que podem ser redefinidos
como,

{ &= Z(z,p,e), z(0) = xo (3.69)
eft =Gz, p,e),  p(0) = po. (3.70)

Agora, seja u = H(x) uma raiz isolada de G(z, u,0) = 0 e seja assumido que as Condigoes
Ble sao satisfeitas para essa raiz. .

Pelos comportamentos do modelo de camada limite observados nas Figuras 3.4F e [3.4(b)
[ ou similarmente, nas Figuras e [B1 do Apéndice Bl Subsecoes BI1l e [B.1.2] |, e como
consequéncia do Teorema Bl [ Teorema de Tikhonov | as trajetérias de p(t) que comegam em
uma vizinhanga de ordem O(¢) permanecem em uma vizinhanga de ordem O(g). Dessa forma,
existe uma variedade flexivel M, | veja Definicao |, para € > 0, dentro da vizinhanca de
ordem O(g) definida como

M,: p=H(z,e). (3.71)

Com o objetivo de aprimorar a lei de controle robusta (B.65]) é implementado o procedimento
da variedade lenta que esta detalhado em Kokotovic (1984) e Khalil (2002). Em alguns trabalhos
associados a perturbacoes singulares (Sobolev 1987, Finichel 1979, Khalil 2002, Kokotovic et
al. 1999, Kokotovic & Khalil 1986), sao definidas condigdes suficientes sobre as que o sistema
B3) - 39) tem uma variedade flexivel M,, como em (B.Tl).

Condicao 3.4 (Variedade invariante no tempo (D’Andréa-Novel et al. 1995, Khalil 2002)).
Para (311 ser uma variedade invariante do modelo [B.8)) - (B.9) deve ser verdade que

w(0,e) — H(z(0,e),e) =0

para ¥Vt € J C [0,00)
/J,(t,E) —H(.T,‘(t,&“)’e’f) =0

onde J é um intervalo de tempo sobre o que a solugdo [ fluro | do modelo ([3.69) - (B.70) ewiste.

Derivando ambos lados de ([B.7I]) com respeito ao tempo ¢, multiplicando por &, substituindo
& e efu segundo (3.69) e (B.70), obtém-se a condicao de variedade.

Condigao 3.5 (Condigao de variedade (D’Andréa-Novel et al. 1995, Khalil 2002)). Para V x
em uma regido de interesse, a variedade flerivel deve satisfazer

0=G(z,H(z,¢),e) — a%Z(x,H(x,a),e), (3.72)

sendo € < g9, para €9 € Ry.

Para € = 0, a equacao diferencial parcial (8.72)) resulta em
0=G(z,H(z,0),0),

mostrando intuitivamente que H(z,0) £ H(z). Dado que G(z, ,0) = 0 pode possuir mais de
uma raiz isolada [ veja Definicao B.1], é possivel procurar uma variedade invariante para (3.69])
- (B10) na vizinhanca de cada raiz (Khalil 2002). Assim, para todo £ < £*, com £* € IR, existe
uma funcao H(x,¢) satisfazendo a Condicao 3.5 e

H(x,e) — H(x) = O(e)

para um z limitado. A variedade (B7I)) que satisfaz as Condigoes B4l e é conhecida como
a variedade lenta do modelo (B69) - (B70). Substituindo a variedade p = H(x,e) em (B3.69)
obtém-se o seguinte modelo reduzido:

& =Z(x,H(x,¢e),¢), (3.73)
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também conhecido como modelo flexivel reduzido, ou modelo lento, que permite descrever a
trajetéria dentro do diagrama de fase da dinamica da BMR sobre a nova estrutura da variedade
M,, usando apenas as varidveis lentas contidas no vetor de estados z [ ou seja, g e 7 |.
Diferentemente de ([BI3]), que leva a dindmica da BMR a variedade Mg, a equacao
depende explicitamente de ¢ [ na variedade flexivel H(z,e) e no campo vetorial Z(x, u,¢) |.
Assim, o modelo reduzido ([B.73) propoe levar a dinamica da BMR a variedade M,,.

Quando a resposta associada com dinadmica do modelo flexivel reduzido é assintoticamente
estavel, a Condicao [B.3], se inicialmente violada, serd satisfeita depois do decaimento dos
transitorios associados com a dinamicas rapidas, ou mesmo dizer, quando o modelo de camada
limite ([B.I6) atingir o equilibrio na origem.

3.4.3 Acoes corretivas: método de perturbacao de Poincaré-Lindstedt

Sobre o modelo flexivel reduzido (B.73]), uma técnica de controle que aprimora a lei (3.65])
é conhecida como lei de controle baseada em acoes corretivas. Essa técnica estd baseada no
método de Poincaré-Lindstedt e sua maior utilidade é expressar o modelo por termos diferenciais
de grau superior associados com a flexibilidade. Sobre essa idéia, também podem ser projetadas
técnicas para mitigar a presenca desses termos (Kinceler & Meckl 1997, Mills 1989, Ghorbel
& Spong 1992b, Ghorbel & Spong 1992a, Spong 1989, Kokotovic et al. 1999, Kevorkian, J. &
Cole 1996).

Observagao 3.10 (Série de poténcias de varidveis singularmente perturbadas): Na teoria de
perturbacao singulares, o método de Poincaré-Lindstedt é uma técnica para aproximar solugoes
uniformemente periédicas para equacoes diferenciais ordindrias quando abordagens baseadas em
parametros regulares falham (Kokotovic et al. 1999). Pelo modelo de camada limite na Defini¢ao
B3e pela Observagao B3], uma varidvel qualquer X pode ser ajustada & sua versao nao-linear por
meio de uma dilatagdo da varidvel temporal | denotada como t* e governada pelo parametro de
perturbacao ¢ |. Entao, no método de Poincaré-Lindstedt a varidvel X é expressa como uma série
de poténcias do parametro e: X = Xg+eX1+...+e" 1 X,,_1 +"X,,, sendo X1,..., Xpn_1,Xn
termos diferenciais de grau superior para um valor n € Z, .

Embora o método sugira uma aproximacgao para solugoes periddicas, a sua aplicacao em
problemas de controle parte do pressuposto que quando a lei de controle 7 é aplicada ao sistema
singularmente perturbado padrao ([B.69) - (B.70), a evolugdo das varidveis lentas, x, e répidas,
i, permanecem em uma vizinhanca de ordem O(e) gerando uma resposta periddica e uniforme.
Assim, tem-se pelo uso da Observagao B.10, que 7 e p podem ser aproximados pelo método de
perturbacao de Poincaré-Lindstedt.

Definicao 3.6 (Lei de controle flexivel). Seja a a¢do de controle assumida uma func¢ao que ndo
depende explicitamente do tempo e definida por

Te(z,e) = 7(x) + 77 (x, €) (3.74)

sendo T(x) a lei de controle rigidd? definida em [B.65) e 7*(x,pu,€) o componente de controle
corretivo. A lei de controle definida por B.14) é chamada lei de controle flexivel.

Do modelo 38) - (39) e verificando-se que a lei de controle (BI0) depende explicitamente
de ¢ e n, o sistema (B.69) - (B70) sobre a lei de controle (8.74) pode ser escrito como:

{ &= Z(x, T, p, €), z(0) = xg (3.75)
efr = G(:Ca Tey Ky 5)a H(O) = Ho- (376)

A linearizacao da lei de controle ([B.74]) nao é uma tarefa trivial devido & solucao da equagao
diferencial (8.72) para H(x,e). Aquiserd mostrado como aproximar a variedade lenta H(z,¢) e a
lei de controle (8.74]) na ordem de € tal que essa aproximacao fornega uma técnica computacional
para o controle do sistema flexivel [B.75) - (B.76]).

15 Considerando-se sua defini¢do na equagio (BI0) sem a inclusdo explicita da varigvel ¢.
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Na maioria dos casos, uma forma de solucionar a equagao ([B.72) é aproximar H(z,&) como
uma serie de Taylor para ¢ = 0, ou seja, uma consequéncia direta do método de Poincaré-
Lindstedst:

H(z,e) = Ho(z) + eHy(z) + €2 Ha(z) + ... + eV Hy () (3.77)

sendo N, € IRy um niimero que representa o grau de aprorimacdo e
_ 190'H(z,e)
BRI =0

De (B17) tem-se que quando € = 0 entdao H(z,0) = Hy(z) = H(z).
Da mesma forma, a lei de controle (874) é aproximada por uma serie de Taylor para ¢ = 0,

H(z) parai=1,...,N,.

Te(z,€) = 1o(x) +em(z) + 2m(2) + ... + eV, (2), (3.78)
sendo N, o mesmo grau de aproximacgao usado em ([B.77) e

107 (z,¢)
Tl 9t |e:0

sendo 7;(z) a i-ésima acao de controle corretiva.

De (B18) tem-se que quando € = 0 entao 7.(x,0) = 7m(x) = 7(x), ou seja, 7(x) é a lei
de controle ([3.63), e 7*(w,¢) = emy(z) + e%m2(x) + ... + eVr7y, (7) é o componente de controle
corretivo. Dessa forma, a lei de controle ([B.65]), chamada de controle rigido e projetada para o
sistema rigido [ definido por (8.69) - (B.10), para ¢ = 0 ], é agora um componente de controle
corretivo para compensar os desvios da resposta do sistema flexivel em relacao as respostas no
caso ideal [ou seja, onde € =0 |.

Usando as aproximagoes (B.77) e (B78) sobre o sistema (3.75) - (B.76) a equacao diferencial
parcial (B.72) toma a forma:

7i(x) parai=1,...,N,,

0=G (z,10(z) +emi(z) + *ra(x) + ... + N7y, (), Ho(x) + eHi(2) + 2 Ha () (3.79)
0H(x,¢)
Ox
+.o.+ Ny (2), Ho(z) + eHi(z) + 2 Ho(z) + ... + N Hy, (2),€) .

+...+eNHy, (7),e) — ¢ Z (z,70(x) + eTi(x) + 272 ()

Entao, expandindo o lado direito de ([8.79) e agrupando em termos com poténcias iguais de
€ s@o obtidos conjuntos de equagdes relacionadas a H;(z) e 7;(x), parai =1,2,..., N,.

Observagao 3.11 (Grau de robustez da lei de controle flexivel): O grau de aproximacao N,
quando relacionado & expansao de Taylor (B.77) e (B.78), pode ser interpretado como um grau
de robustez. Entao, quanto maior NV, maior é a contribuicdo de termos diferenciais de ordem
superior na variedade flexivel (B.71]) e na acao de controle flexivel (3.74).

Para compreender melhor a técnica atrds da ideia das agOes corretivas, na secao seguinte,
serao representados os esquemas de controle de trajetéria para as BMRs baseado no modelo

B.55) - (3.56)-

3.4.4 Controlador de trajetoria nao-linear para BMRs: agoes corretivas sobre

o modelo ([3.55) - (B.50)

Visto que os modelos dindmicos para as configuracoes cineméticas das BMRs apresentadas
na Tabela podem ser associadas com um tdnico formalismo | veja Subsecao |, aqui seréd
tratado o modelo ([B.55]) - ([B.56). Assim, serd projetado um controlador usando as matrizes
Z0(a), Z1(a), Z2(a), Z5(a) e Go(a), Gi1(q), Ga(q), Ga(g), sabendo que a diferenca do controlador
associado para cada BMR esta nos componentes dessas matrizes.

Seja reescrito por conveniéncia o modelo ([B55) - ([B:56]), substituindo p por H(z,¢) e T por
Te(z,€):

{ &= Zo(q)n +eZ1(q)H (z,€) + Z2(q)H (v, ¢) + Z3(q)7=(7, €) (3.80)
eH(z,e) = Go(q)n + eG1(q)H (z,¢) + Ga(q)H(z,€) + G3(q)7=(z,¢) (3.81)
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com Zy(q) € REFFNANTO O 7(q) Zy(q) € REPaTNoANTOKr 0 7,g) €
REHOTNoFNTOXN, G () € RE % Gy(q), Ga(q) € REKr e Ga(q) € RF V.

Substituindo [B77) e (B18) no modelo (B80) - (B:81)) obtém-se:

T = Zo(q)n+¢eZ1(q) (Ho(:c) +eH(z) + 52H2(3:) +...+ €NTHNT(SC))
+ Zo(q) (Ho(z) + eHy(z) + 2 Ho(z) + ... + 5NTHNT(3:))
+ Z3(q) (7’0(3:) +en(z) + 527'2(3:) +...+ €NTTNT (:c)) (3.82)

5 (Ho(SC) +eHy(z) +2Hay(z) + ... + €NTHNT(SC)) = Go(q)n
+eGi(q) (Ho(z) + eHy(z) + 2 Ho(x) + ... + " Hy, (2))
+ Ga(q) (Ho(z) + eHi(z) + 2 Ho(z) + ... + ™ Hy, (z))
+ Gs(q) (ro(z) + e (2) + 2me(z) + ... + ™V (2)) . (3.83)

Para ¢ =0 em (B.81) tem-se que:

Ho(z) = =G5 (9)Go(q)n — G5 (q)G3(q)m0(), (3.84)

o que é uma consequéncia direta da equagao ([B.60), j4 que se o modelo B55H) - B56) ¢é
singularmente perturbado padrao entdao o modelo ([B.80) - (B:81)) também seré.

Agrupando (3:82) - (3:83) pelos termos de e com a mesma poténcia, tem-se

& = Zo(q)n + Z2(q)Ho(x) + Z3(q)70(x) + £ [Z1(¢) Ho(x) + Z2(q) H1 (%) + Z3 ()1 (2)] +
e [Z1(q)Hi(2) + Z2(q) Ha(2) + Zs(@)ma(2)] + ... + ™ [Z1(9) HN, -1 + Za(q)H, ()
+Z3(q) N, (2)] (3.85)

e |Hy+eHy(z) + € Ha(x) + ... + €NTHNT($)] = Go(q)n + G2(q) Ho(z) + G3(q) To(w)+

e [Gr(q)Ho(x) + G2(q) Hi(z) + Ga(g)7i(2)] + €* [G1(q) Hi (2) + G2(q) Ha(2)+
Ga(@)m2(2)] + ...+ [Gr(q) Hn,—1(2) + G2(9)Hn, + G3(a)7v, ], (3.86)

e igualando os termos com poténcias iguais de € em ([B.80) obtém-se as seguintes expressoes:
Hi(x) = G3'() [Ho(w) = G1(@) Ho(w) — Gala)m ()]

Hy () = G5 () [ 1 (2) — G1(a) Ha () — Gs(a)ma(a)]

Hy, (z) = G3'(a) [Hn,1(2) = G1 (@) Hy, 1 (2) — Ga(@)v, ()]
ou na seguinte expressao recursiva H;(x), comi = 1,2,..., N,:

Hi(2) = G3 (@) [i-1(x) = Gi(0) Hima (@) — Gala)7i(@)] (3.87)

De ([B380), é possivel afirmar que cada um dos termos associados com as poténcias

g,e2,...,eN" deve ser zero para mitigar cada termo de maior grau associado com a flexibilidade.

Assim, igualando cada um desses termos com zero, obtém-se as seguintes expressoes para agoes
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7 ()
> ‘o)
A N
Eq. &34
mo(z) |74
™, ()
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g v e? \ 4
H(z,¢) Eer

Figura 3.5: Esquema de geracdo dos componentes para a variedade flexivel p = H(z,¢) e a lei de controle por
agoes corretivas 7¢(z,€) pelo uso de [B.87) e (3.83), respectivamente.

corretivas de control 7 (), 72(x),..., 7N, (2):

m1(z) = —Z5 (q) [Z1(q)Ho + Z2(q)Hy ()]
To(x) = —Z§ (q) [Z1(q) H1 + Z(q) Ha()]

™, (@) = =Z5 (q) [Z1(0) HN, -1 (z) + Z2(q)Hn, (z)]

onde Z3 (g) é matriz pseudo-inversa de Z3(g), e definida como:

ZHa) = (70 (@) Z3(a)] " 23 (q).

O conjunto de equagoes prévias para as acoes corretivas sao simplificadas, da mesma forma
que ([B.87), na seguinte expressao iterativa para i =1,2,..., N,:

Ti(2) = ~Z5 (@) [Z1(0) Hi-1(2) + Za(q) Hi(2)]. (3.88)

Na Figura é representado o esquema recursivo para o calculo dos componentes da
variedade flexivel y = H(z,¢) e a lei de controle por acoes corretivas 7.(z,¢). Na Figura é
apresentado o esquema de controle baseado na lei de controle (3.65]) e a lei de controle baseada
em agoes corretivas (B.78]) representada na Figura

Saturacao na entrada: limites Tymin € Tmax

Tecnicamente, em aplicagoes de pequeno porte, os atuadores associados como o movimento
das rodas nas BMRs sao motores CC que apresentam limitagdoes em corrente. Desta forma,
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Controlador PI com Anti Wind-up

e e 5t () ()
eﬁi ko >0 Atuador
by
T.
1
= 8e
T

Figura 3.7: Controlador PI com Anti Wind-up de acdo integral. O tempo T; pode ser interpretado como a
constante de tempo que determina o quao rapido a agao integral serd levada a zero.

as entradas ao sistema possuem nao-linearidade do tipo saturacdo. Assim, existe uma faixa de
operagao definida por um valor minimo 7y,j, € MAXimo Tyax para o sinal de controle 7.(z, €) tal
que valores fora dessa faixa nao podem ser atingidos.

De Fernandez (2009), tem-se que para cada motor existe a equac¢ao no dominio da frequéncia

L 1%
M T (s) + Ing(s) = L6y (s), (3.89)
RM RM

sendo Lj; a indutéancia da armadura, Rj; a resisténcia da armadura do motor, I); a corrente
elétrica variante no tempo e s a variavel de Laplace. Assumindo circuitos de acionamento por
PWM com ponte H de transistores, entao dpy € [—1,1] C IRy é o ciclo de trabalho, Vj, =
Vi — 2Viat — AV € a tensao elétrica de alimentacdo do motor, com Vs a tensdo da fonte
de alimentagao, Vg a tensado de saturacao dos transistores e AVy, um valor associado com o
desgaste da fonte de alimentagao.

Considerando-se o torque de cada motor, no dominio da frequéncia, como 7p(s) =
Ky Kaly(s), e pelo uso de (3:89) podemos dizer que:

sendo Kj; a constante de torque do motor e K a relacdo de acoplamento da caixa redutora
instalada no motor.
Assumindo que a constante elétrica de tempo Ly /Ry é desprezivel™, entao

V/
Tm(s) = KMKGR—M(SM(S)a (3.90)
M
e devido que dps € [—1, 1] entao:
/ /

Vi V
Tmin = —KMKgﬁ, para iy = —1 e Tmax = +KMKgﬁ, para 6y = +1.

Convenientemente, para intervalos de tempo onde o desgaste da fonte de alimentacao AVyy
e as tensoes de saturacdo Vi possam ser desconsideradas, a quantidade Vj,/Rjs pode ser

18 Consequéncia direta do motor ter um tempo de resposta elétrico muito menor que 1 s, na ordem de 107° s
(Ferndndez 2009).

Parametros assumidos iguais para todos os motores que compdem uma BMR. Informacio acessada em
(Faulhaber 2011).
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Tabela 3.2: Pardmetros de simulagdo dos motores para as BMRs do tipo (2,0) e (3,0)

Parametro Descrigao BMR do tipo (2,0) BMR do tipo (3,0)
HILARE AXEBOTM
I ]\m/[ax [A] Corrente méxima do motor. 30 1.4
Ky [N—m/A] Constante de torque do motor. 0.2678 43.5%x1073
Ka Relacgdo de reducao. 124471:1 64:1
Tmin [N—m] Limite de torque minimo. —106 —3.8976
Tmax [N-m] Limite de torque méximo. +106 +3.8976
4 16 TS .
1.595/
3t 1.59/ 1
1.585
2r  -1555 -1.55 ]
Y *
= of i
_17 -
_27 -
_37 _
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.8: Seguimento de trajetéria executado pela BMR tipo (2,0) quando é aplicada a lei de controle (3.65)
no modelo rigido (Z43)) (linha tracejada) e no modelo flexivel definido por (3.69)-(@310) (linha sdlida).

substituida pela capacidade maxima de corrente do motor CC, aqui definida como I};**. Sobre
tal suposicao, entao

max

Tmin = — Ky Ko™, para dy = —1 e Tmax = + Ky Ko™, para oy = +1.

!
O ganho K K GR—M em (3:90) pode ser compensado pelo uso de um controlador PI da forma
M

kp

CPI(S) = k‘p + Tis

sendo k, a constante proporcional e T; o tempo da acao integral. Mas, devido os atuadores

apresentam entradas com a nao-linearidade do tipo saturacao, a acao de controle fornecida pelo

controlador PI tem que pertencer ao intervalo [-1,41] e, consequentemente, pela expressao (3.90)

podemos limitar 75 ao intervalo [Tiin, Tmax). Para conseguir esse resultado é adicionada & técnica

de Anti Wind-up, como apresentado na Figura B.7]

A seguir serao usados os modelos singularmente perturbados das BMRs tipo (2,0) e (3,0) |

apresentados no Apéndice Bl Subsecoes [B.1.1le[B.1.2]| para verificar o seguimento da trajetéria
frente a utilizagdo do método baseado em acoes corretivas.
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(c) Evolugdo do componente 71,0 da lei de controle (d) Evolucao do componente 72,0 da lei de controle
To(x) ([B65) na roda associada com ;. 7o(x) ([B65) na roda associada com ps.

Figura 3.9: Evolugao do erro de seguimento h e da lei de controle To(z) para seguimento de trajetéria executado
pela BMR tipo (2,0) quando é aplicada a lei de controle ([3.65) no modelo rigido (243) (linha tracejada) e no
modelo flexivel definido por ([B:69)-(3.70) (linha sélida).

Controlador de trajetéria para BMR tipo (2,0)

Para visualizar o comportamento dos controladores nao-lineares de trajetoria é necessario
analisar o problema de controle nao-linear quando é usada a lei (3.65) sobre o modelo rigido
2:43) e o modelo flexivel definido pelas equagdes ([B.69) - ([B.70), salientando que os atuadores
possuem saturacao na entrada e as acOes de controle deverdao permanecer na faixa definida pelo
intervalo [Tmin, Tmax]-

Para exemplificar tal comportamento na BMR tipo (2,0) é apresentado na Figura B.8 o
seguimento feito pela BMR tipo (2,0) de uma trajetéria com forma de losangd™ [ com ambas
diagonais iguais a 6.28 m | durante 7 s. Para efeitos numéricos, e considerando a Suposigao 3.8 e
o critério ([B.54)), foi escolhido Dy = Go =1 N com ¢ = 1073 [ D = G = 1000 N ]. Os parametros
de simulagao para a BMR sao os definidos na Tabela[AJ][ Apéndice[Al], os pardmetros do motor
sao os apresentados na Tabela[3.2] a velocidade da BMR é 1.18 m/s, hg = 0 e as condigdes iniciais
de posigao sao (zg,yo) = (0,0) m.

Pode ser observado na Figura B.8 que o uso da lei de controle (8:65) sobre o modelo rigido
apresenta um maior desvio que quando é usada sobre o modelo flexivel | confira o requadro da

FiguraB.8]. A Figura[3.9] onde é apresentado a evolucao do erro de seguimento h, sustenta tal

observacao. Nota-se que a variagao do erro de seguimento de trajetéria, h = h — hyef, 6 maior
quando é usado o modelo flexivel ao invés do modelo rigido | ver Figura [3.9(b)| |, garantindo

8Detalhes sobre a escolha dessa forma geométrica para a trajetéria serdo apresentados no Capitulo 4.



3.4. Controle de trajetéria: versao genérica por realimentagao de estados nao-linear 61

entao, que o erro de seguimento de trajetoria, h = h — hef, seja menor quando é usado o modelo

flexivel | ver Figura|3.9(a)| .

Com o propésito de exemplificar, a lei de controle auxiliar (3.64)) foi ajustada com Brer = 0
m/sz, K1 = 70149 e K9 = 23 542 que equivale a um sistema linear de primeira ordem com
polo em —3.0435 + 50, e

—sinf —Lcos6 A —cosf) Lsinf 17,
Au(z) = [ cos@ —Lsind ]; Au(z) = [ —sinf —Lcos@ ]0'
Nas Figuras [3.9(c)| e [3.9(d)| sdo apresentadas a evolugdo do sinal de controle 7o(x) = 7(7)
da equacao (3.65) nas duas rodas fixas da BMR tipo (2,0) quando é usado o modelo rigido e o
modelo flexivel. Deve-se salientar que as duas leis de controle respeitam os limites de saturagao
da Tabela impostos pelos atuadores. Adicionalmente poder ser observado que o risco de
saturacao é menor quando a lei de controle é aplicada sobre o modelo flexivel do que o modelo
rigido, o que tecnicamente significa uma vantagem devido que exige menos consumo de corrente
nos atuadores, aumentando assim, a duracao da fonte de alimentacao.
Do Teorema [3.3, tem-se que existe uma constante £* que limita a escolha do parametro ¢
tais que (B67) e (B.68)) sejam satisfeitas simultaneamente e o erro de seguimento h convirja
assintOticamente para zero. A seguinte observagao mostra uma interpretacao sobre £*.

Observacao 3.12 (O parametro € e a zona morta dos atuadores): Fenomenolégicamente, o
valor de " estd associado com a maxima deformacao entre a roda e a superficie. Dessa forma,
valores de ¢ iguais ou superiores a ¢ aumentam a flexibilidade da roda [ diminuigao de rigidez
| e consequentemente a aderéncia da roda a superficie. Por sua vez, maior aderéncia incorre
em maior esfor¢co computacional para calcular a lei de controle aumentada (B.78)) no inicio de
um moviment podendo instabilizar a dinamica do sistema ou levando-a a um ciclo limite
(Dumitriu et al. 2006, Balakrishna & Ghosal 1995, Fang et al. 2005, Tan et al. 2001, Canudas
de Wit et al. 1995, Canudas de Wit et al. 2003). O esforgo computacional da lei de controle
no inicio de um movimento é uma consequéncia direta do comprimento da faixa operacional da
nao-linearidade tipo zona morta na entrada do subsistema de acionamento dos atuadores.

Com vérios testes de simulagdo para a BMR tipo (2,0) podemos ter uma nocao do custo
computacional e assim saber quais sao os valores de €* que diminuem o esfor¢o de calculo
numérico da lei (B.78). Para tal propdsito seja e definido como em (Ferndndez et al. 20140,
Fernandez et al. 2014c¢):

e=10"" + N.107"*! (3.91)

onde n. € Z4 e N. € [0,1] C IR4. Para efeitos numéricos, e considerando a Suposicao B.8 e o
critério (B:54), foi escolhido Dy = G =1 N.

Na Figura [3.10(b)| é apresentada a simulagdo do custo computacional da lei de controle
aumentada ([B.78) quando é aplicada sobre o modelo flexivel da BMR tipo (2,0) | na forma
B50) - B50) ], sendo 7o(x) dada por ([B.6H), grau de robustez N, = 1 e agOes corretivas
projetadas por meio das equagoes recursivas ([B.88)) e (B.87). A lei de controle foi aplicada para
fazer o seguimento de uma trajetéria com forma de losango | com ambas diagonais iguais a 6.28
m | durante 13 s e com velocidade de 1.18 m/s. Para tal propésito foi usado o Solver Odell3 de
MATLAB® para equacoes diferenciai?). Os parametros de simulagao para a BMR tipo (2,0)
sao os definidos na Tabela [AJ] [ Apéndice[Al] e os parametros do motor sao os apresentados na
Tabela

Os valores de e, apresentados no eixo horizontal da Figura foram organizados no
intervalo [10716,9 x 107! sendo 9 x 107! [ para N. = 0.8, n. = 11 em B.91) | o extremo do
intervalo que representa a passagem iminente do sistema & instabilidade [ veja a Figura
]. Pode ser observado também na Figura [3.10(b)| que o custo computacional apresenta uma
notéria diminuicao sempre que € < 9 x 1071, ou seja que, pela Observacio B.12] o comprimento
da zona morta é menor. Assim, podemos escolher

e =10""1408-10710 =9 x 1071 (3.92)

¥Devido a ter que superar o coeficiente de adesao estatica (Olson et al. 2003, Olsson et al. 1997, Fernandez 2009).
20Método Adams-Bashforth-Moulton, exatido alta.
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(d) Evolugao do erro de controle na BMR tipo (2,0)
quando é aplicada a lei de controle aumentada (B3.78))
no modelo flexivel definido por (B.69)-B10) (linha

B.69)-B70).

sélida) e quando é aplicada a lei de controle rigida
(B65) ao modelo rigido ([Z43)) (linha pontilhada).

Figura 3.10: (Acima) Simulagdo do custo computacional da lei de controle (B78) segundo o valor de ¢, de acordo
com a expressio € = 107" + N.10" "= ¢ seguimento de trajetéria para e = 9 x 107!, (Abaixo) Seguimento de
trajetéria executado pela BMR tipo (2,0) e evolugio do erro de controle h = [Z §]7 na BMR tipo (2,0) quando é
aplicada a lei de controle aumentada (.78), para N, = 1, € = 107'°, ¢ a lei de controle rigida (3565).

Na Figura [3.11(d)| é representada a regiao de escolha para o parametro € de acordo com o
critério ([B.54), a Suposicao B8 e o limite £* definido em (3.92). Conforme essa escolha, o limite
minimo para os coeficientes de rigidez sdo, aproximadamente, D = G ~ 0.111 x 10'! N.

Observacao 3.13 (Remanescéncias de deslizamento e derrapagem): Da Figura B.8 pode ser
observado que existe um erro no seguimento da trajetéria quando é aplicada a lei de controle
(B:65)) no sistema flexivel, possivelmente por causa de nao serem atenuados os termos de maior
grau associados com poténcias de ¢ em (3.82]). Dessa forma, uma reducao do desvio de trajetéria
pode ser feito pelo uso da lei de controle aumentada (B.78) com uma escolha apropriada de ¢ e
N,.. Tal escolha nao é uma tarefa trivial pois as equagoes iterativas, na forma (B.88), dependem
da matriz Z5(q), que por sua vez depende dos coeficientes normalizados de rigidez Gg e Dy,
e que sao produto da inclusdo de modelos lineares para a forca de tragao de cada roda | veja
B43), (344); e a matriz Z3(q) calculada para os modelos no Apéndice [Bl Subsecoes [B.1.1] e
B.1.21]. Assim, nem todas as influéncias de deslizamento e derrapagem sao compensadas pela lei
de controle ([B.78)). No entanto, no Capitulo 4 serd apresentada a sintese de uma lei de controle
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equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda cinza). Os valores D, G correspondem aos coeficientes
associada com 2. de rigidez transversal e longitudinal, respectivamente.

Figura 3.11: Comparacio dos vetores AT (q)A(q)en e AT (q)¢ quando é aplicada a lei de controle (BZ8) (com grau
N.=1,e=10"" e Dy = Go = 1 N) no modelo flexivel da BMR tipo (2,0) e o vetor AT (¢)¢ quando é aplicada
a lei de controle (3.63]).

para compensacao indireta das influéncias remanescentes de deslizamento e derrapagem.

Contudo, nesta se¢ao serd apresentado um exemplo de controle de trajetdria para uma BMR
tipo (2,0) baseado em agoes corretivas com um valor aleatério de e, sempre que a condigao
£ < €* seja satisfeita. Nas Figuras |3.10(c)| e [3.10(d)| podem ser observados, respectivamente, o
seguimento feito pela BMR tipo (2,0) para a trajetoria da Figura 3.8 e os erros de seguimento
durante 13 s quando sao aplicadas as seguintes composigoes de agoes corretivas:

Te(x,€) = 10(2)
Te(x,€) = 1o(x) + eT1(2).

O parametro de perturbacio foi escolhido como e = 1071° [ D = G = 10' N ], tal que a
condicao € < €* do Teorema seja satisfeita para o valor de €* escolhido em (B92) e que a
influéncia da zona morta seja consideravelmente desprezivel. Na Figura pode ser observada
a evolucao das composicgoes corretivas citadas anteriormente. Nota-se que ao adicionar um termo
corretivo o esforco de controle é mais acentuado.
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lei de controle (B78) com N, = 1 na roda associada lei de controle (B78) com N, = 1 na roda associada
com . com (3.

Figura 3.12: Comparacao da evolugao das leis de controle 7. (x,e) = 7o(x) (linha sélida) e 7= (z,e) = 7o(z) +e71(x)
(linha tracejada, N, = 1) para seguimento de trajetéria executado pela BMR tipo (2,0).

Observacao 3.14 (Evolugao das restrigoes pfaffianas no modelo flexivel): Conforme modelagem
singularmente perturbada da BMR tipo (2,0) apresentada no Apéndice [Bl Subsegao BI.1]
quando ¢ = 1073 as restricdes cineméticas representadas por (3.6) devem apresentar uma
atenuacao proporcional a ¢ [ refira-se & Figura [B4 e & Observagao |. Da mesma forma,
a Figura B.11] apresenta a evolucao das trés restrigoes cinemadticas associadas a lei de controle
(B18) para N, = 1 com uma atenuacio proporcional a ¢ = 107'® [ nota-se que as escalas verticais
sao comparativamente menores que as escalas na Figura[B.4]]. Entretanto, tal atenuagao é menor
quando a lei de controle (3.69]) é aplicada ao sistema rigido [ veja linhas pontilhadas nas Figuras
[3.11(a)}, [3.11(b)[ e [3.11(c)| |. Essa ultima observacao nao significa diretamente uma vantagem
devido que no sistema rigido as restricoes sao modeladas por AT(q)q', que por sua vez nao
incluem flexibilidade para modelar as restricbes cinematicas. Assim, tal observacao nao tem
muita relevancia visto que contemplando os erros de seguimento de trajetoria no sistema rigido
observamos que é inconsistente afirmar que as restrigoes cinemdticas no sistema rigido estao
menos violadas que no sistema flexivel [ veja linha pontilhada da Figura que apresenta

a evolugao do erro de seguimento de trajetéria h da lei de controle rigida |.

Observacao 3.15 (Contribuicoes corretivas de compensacdo pequenas): De acordo com a
Observagao B0, o erro associado com cada composi¢ao de controle | 7o(z) e 1o(z) + eT1(x) ]
deve apresentar uma atenuacao proporcional ao niimero de agoes corretivas, observagoes assim
podem ser vistas em Motte & Campion (2000) e Spong et al. (1987). Entretanto, no requadro
da Figura[3.10(c)| mostra que tal atenuacido é muito pequena [ na ordem de 1074 ], o que é uma
constatacao da Observacao 313 pois o modelo nao suportard valores de e que impedem que a
Suposicao seja satisfeita.

De fato, uma diminui¢do de ¢ implica um aumento de D e G | veja o critério em (B53)) |,
ao mesmo tempo que ha um aumento em F, e [, devido a imposicao dos modelos lineares de
tracao (3.43) e (3.44). Tal aumento de F, e F, pode se tornar inconsistente com os modelos
definidos por ([3.40) e (339), que claramente tém um maximo local [ veja Figuras e[3:2(b)
|, ou podem estar associados com valores de s e §, que nao pertencem aos intervalos definidos
na Suposicao Por outro lado, um aumento de € implica uma diminuicao de D e G, podendo
satisfazer os intervalos na Suposicao [3.6] mas com a possibilidade da zona morta ser maior até
instabilizar o sistema | quando ¢ = £* |. Assim, o valor de ¢ estd em uma faixa de ordem
significativamente pequena, sendo um extremo a situacao de inconsisténcia de modelagem da
tracao e de outro a instabilidade do sistema. Nesse caso, sé resta que a contribuicao de controle
corretivo e71 () tenha uma contribuicao significativamente pequena.

Particularmente, D’Andréa-Novel et al. (1995) mostra que para BMRs tipo (2,0) onde os
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coeficientes normalizados D e G foram configurados com valores diferentes, a instabilidade é
maior quando o coeficiente de rigidez transversal D é reduzido. No entanto, no Capitulo 4, serd
apresentado esse caso com a utilizacdo de uma lei de controle que compense as remanescéncias
de deslizamento e derrapagem.
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Figura 3.13: Seguimento de trajetdria executado pela BMR tipo (3,0) quando é aplicada a lei de controle (3.65)
no modelo rigido (Z43)) (linha tracejada) e no modelo flexivel definido por (3.69)-(@310) (linha sdlida).

Controlador de trajetéria para BMR tipo (3,0)

Da mesma forma que foi feito com a configuragao da BMR tipo (2,0), aqui serd exemplificado
o comportamento dos controladores nao-lineares de trajetéria quando é usada a lei (3.65)) sobre
o modelo rigido (243) e o modelo flexivel da BMR tipo (3,0). Salientando também, que os
atuadores possuem saturacao na entrada e as acoes de controle deverao permanecer na faixa
definida pelo intervalo [Tmin, Tmax)-

Na Figura 313 é mostrado o seguimento feito pela BMR tipo (3,0) de uma trajetéria com
forma de losango [ com ambas diagonais iguais a 6.28 m | durante 7 s. Para efeitos numeéricos,
e considerando a Suposicio B8 e o critério ([3.54), foi escolhido Dy = Gg = 1 N com ¢ = 1073
(D = G = 1000 N). Os parametros de simulagdo para a BMR sdo os definidos na Tabela [A]
os parametros do motor sao os apresentados na Tabela B.2] a velocidade da BMR é 1.18 m/s,
hg = 0 e as condicoes iniciais de posicao sao (zg,40) = (0,0) m.

Pode ser observado na Figura que o uso da lei de controle ([3.65]) sobre o modelo rigido
apresenta um desvio comparativamente maior que quando é usada sobre o modelo flexivel. A
Figura [3.14] onde é apresentada a evolucao do erro de seguimento h, sustenta tal observacao.

Nota-se que a variacao do erro de seguimento de trajetoria, h=h- href, é maior quando é usado
o modelo flexivel do que o modelo rigido | ver Figura |, garantindo entao, que o erro de
seguimento de trajetoria, h = h— hyet, seja menor quando é usado o modelo flexivel [ ver Figura
) .

Com o propésito de exemplificar, a lei de controle auxiliar ([3.64]) foi ajustada com Ay = 0

m/sz, K1 = 70149 e K9 = 23 542 que equivale a um sistema linear de primeira ordem com
polo em —3.0435 + 350, e

—cosf sinf@ —Lcos6 A —sinf  cosf Lsin® :
AU(Z):[—sinﬁ cos) —Lsinf |’ Au(z) = —cosf) —sinf —LCOSH]H'
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(d) Evolugao do componente 720 da lei de controle
7o(x) ([B65) na roda associada com a.

(c¢) Evolugdo do componente 71,0 da lei de controle
To(z) ([B.65) na roda associada com ;.

-1t

73,0 (N-m)
3 -
{_

-2t

-4

3 4

t(s)

(e) Evolugao do componente 730 da lei de controle
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Figura 3.14: Evolugao do erro de seguimento h e da lei de controle To(x) para seguimento de trajetdria executado
pela BMR tipo (3,0) quando é aplicada a lei de controle ([B.65) no modelo rigido (243) (linha tracejada) e no
modelo flexivel definido por (3.69)-(B10) (linha sdlida).

Nas Figuras(3.14(c)| [3.14(d)|e|3.14(e)[sao apresentadas a evolugao do sinal de controle 7y(x) =
7(z) da equagao nas tres rodas suecas da BMR tipo (3,0) quando é usado o modelo rigido
e o modelo flexivel. Nota-se que as duas leis de controle respeitam os limites de saturacao da
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(c) Seguimento de trajetéria executado pela BMR
tipo (3,0) quando é aplicada a lei de controle
aumentada (B178) no modelo flexivel definido por

B.69-B.10).

(d) Evolugao do erro de controle na BMR tipo (3,0)
quando é aplicada a lei de controle aumentada (3.78))
no modelo flexivel definido por (B.69)-(B70)(linha
sélida) e quando é aplicada a lei de controle rigida

(B58) ao modelo rigido ([Z43)) (linha pontilhada).

Figura 3.15: (Acima) Simulacdo do custo computacional da lei de controle (B.78)) segundo o valor de €, de acordo
com a expressio € = 107" 4+ N.10" "= e seguimento de trajetéria para e = 5 x 1075, (Abaixo) Seguimento de
trajetéria executado pela BMR tipo (3,0) e evolugio do erro de controle A = [Z 7] na BMR tipo (3,0) quando é
aplicada a lei de controle aumentada (B78), para N, = 1, ¢ = 107°, ¢ a lei de controle rigida (B65).

Tabela impostos pelos atuadores. Da mesma forma que aconteceu com a BMR tipo (2,0),
na BMR tipo (3,0) a acdo de controle adquire menor risco de saturacao quando é aplicada sobre
o modelo flexivel do que no modelo rigido e, consequentemente, diminui a corrente necesséria
pelos motores, aumentando entao a duracao da fonte de alimentacao.

Conforme a Observacao B.12] na BMR tipo (3,0) o valor de £* também estd associado com
a maxima deformacao entre a roda e a superficie. Valores de ¢ iguais o superiores a €* estao
associados com uma maior aderéncia da roda a superficie, um maior esfor¢o computacional
para calcular a lei de controle aumentada (3.78) no inicio de um movimento e uma possivel
instabilidade ou permanéncia sobre ciclos limites.

Reaproveitando a expressao ([B.91]), considerando a Suposicao B.8 e o critério ([B.54]), pode
ser observado quais sao os valores de €* que diminuem o esforco computacional para o controle
da BMR tipo (3,0). Para efeitos numéricos foi escolhido Dy = Gy = 1 N. Na Fig é
apresentada uma simulacao do custo computacional da lei de controle aumentada ([B.78]) quando
é aplicada sobre o modelo flexivel da BMR tipo (3,0) [ na forma [B.55) - (8.56) |, sendo mo(x)
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Figura 3.16: Comparacio dos vetores AT (q)A(q)en e AT (g)¢ quando é aplicada a lei de controle (B78) (com grau
N, =1, =10"% e Dy = Go = 1 N) no modelo flexivel da BMR tipo (3,0) e o vetor A”(¢)¢ quando é aplicada a
lei de controle (3.69)).

dada por (B.65), grau de robustez N, = 1 e agoes corretivas projetadas por meio das equagoes
recursivas (3.88) e (3.87). A lei de controle foi aplicada para fazer o seguimento de uma trajetéria
com forma de losango | com ambas diagonais iguais a 6.28 m | durante 13 s e com velocidade
de 1.18 m/s. Para tal propdésito foi usado o Solver Odell3 de MATLAB® para equacoes
diferenciais. Os parametros de simulacao para a BMR tipo (3,0) sao os definidos na Tabela [A.T]
[ Apéndice[Al] e os parametros do motor sao os apresentados na Tabela

Os valores de e, no eixo horizontal da Figura foram organizados no intervalo
[1072,5 x 1075], sendo 5 x 107° [ para N. = 0.4, n. = 5 em (391 ] o extremo do intervalo
que representa a passagem iminente do sistema a instabilidade | veja a Figura ].
Paralelamente, pode ser observado na Figura que o custo computacional apresenta uma
notéria diminuicio sempre que € < 5 x 107°. Assim, podemos escolher

=10 +04-1071 =5x 107°. (3.93)

Na Figura é representada a regiao de escolha para o parametro € de acordo com o
critério (B.54]), a Suposicao B8 e o limite ¢* definido em ([393]). Conforme essa escolha, o limite
minimo para os coeficientes de rigidez sdo, aproximadamente, D = G ~ 0.2 x 10° N.

Da Figura pode ser observado que existe um erro no seguimento da trajetoria, entao, da



3.4. Controle de trajetéria: versao genérica por realimentagao de estados nao-linear 69

mesma forma que foi analisado para a BMR tipo (2,0) e pela Observacao B.13] uma redugao no
desvio da trajetéria serd feito por meio da lei de controle aumentada (3.78)). Na Figura e
3.15(d)| podem ser observados, respectivamente, o seguimento feito pela BMR tipo (3,0) para a
trajetoria da Figura[3I3] e os erros de seguimento durante 13 s quando sao aplicadas as seguintes
composicoes de agoes corretivas:

Te(x,€) = 10(2)
Te(x,€) = 10(x) + eT1(2).

O parametro de perturbacao escolhido foi e = 107° [ D = G' = 100000 N ], tal que a condigao
€ < €* do Teorema seja satisfeita para o valor de £* escolhido em (3.93)). Na Figura B.I7
pode ser observada a evolugao das composicoes corretivas citadas anteriormente. Nota-se que
ao adicionar um termo corretivo o esforco de controle é mais acentuado.
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Figura 3.17: Comparagao da evolugéo das leis de controle 7-(x,¢) = 7o(z) (linha sélida) e 7<(x, &) = To(x) +e71 ()
(linha tracejada, N, = 1) para seguimento de trajetéria executado pela BMR tipo (3,0).

Conforme modelagem singularmente perturbada da BMR tipo (3,0) apresentada no Apéndice
Bl Subsecio B.I1.2) quando ¢ = 1073 as restricdes cinemdticas representadas por (3.6) devem
apresentar uma atenuacao proporcional a e | refira-se a Figura[B.8|. A Figura apresenta a
evolucdo das trés restricoes cineméticas com uma atenuacao proporcional a ¢ = 107° [ nota-se
que as escalas verticais sao comparativamente menores que as escalas na Figura [B.g].

Similarmente ao argumentado na Observagao B.I5], na BMR tipo (3,0) pode ser conferido que
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o erro das acoes corretivas converge mais rapidamente a origem que o erro associado com a lei
de controle rigida. Entretanto, nao héa diferencas notérias entre os erros de controle associados
as composicoes corretivas m(x) e 1o(z) + 71 (x). Assim, a contribuigao corretiva ey (z) é muito
pequena [ confira a similaridade das suas agdes corretivas na Figura ].

Observagao 3.16 (Inércia da BMR vs. parametro de perturbagao €): Dado que o parametro
de perturbacao ¢ estd associado com a deformacao de contato entre a roda e a superficie é
possivel afirmar que existe uma relagdo de proporcionalidade entre a inércia da BMR [ também
seu peso | e o valor £. Assim um aumento de massa na BMR se traduz em uma diminuigao do
limite méximo de flexibilidade | e um aumento do limite minimo de rigidez ]. Tal afirmagao é
evidenciada pelos valores de €* encontrados para as BMRs tipo (2,0) e (3,0), sendo menor na
BMR tipo (2,0) que na BMR tipo (3,0) [ compare (8.92) com (3.93)) em relacdo aos valores de
massa das duas BMRs indicados na Tabela [A]]].

Observagao 3.17 (Minimo escorregamento permissivel): Substituindo ([B8.6) em (B.47)) resulta

em
Vie

Ve 2 | v, 2 | = Li@AT (@ Al)en (3.94)

podendo ser argumentado que um aumento ou diminui¢do de € equivale a uma variacao do
deslizamento e da derrapagem da i-ésima roda. Percebe-se que os componentes (V;, — r¢;) e
Vi« sao diretamente proporcionais com s e 6, em (3.41]) e ([8.42]), respectivamente. Dessa forma,
podemos afirmar que a maxima deformagao de contato €* | como foi explicado na Observagao
] é equivalente com a maxima &rea de contato permissivel entre a roda e a superficie
antes do deslizamento e a derrapagem das rodas serem o suficientemente grandes para tornar o
sistema instdvel no inicio de um movimentd?]. Esta mesma observacio é véalida para as outras
configuracoes cinematicas apresentadas na Tabela

Em algumas abordagens encontradas na literatura associada, a Observacao B.I7 pode ser
considerada a motivagao inicial de algumas contribuigoes feitas pelos pesquisadores da area que
associavam sinais escalares uniformemente limitadas com as restrigoes cinematicas; e s6 quando
deformacao e escorregamento [ nos seus dois componentes | fossem apropriados tais parametros
seriam nulos garantindo entao a satisfagao das restrigoes (Dong 2010, Dixon et al. 2000, Jiang
& Pomet 1994, Dong & Kuhnert 2005, Morin & Samson 2003).

3.5 Resumo

Com o propésito de incluir a flexibilidade | aqui representada por € | dentro da dinamica
da BMR, por meio da teoria de perturbagoes singulares, foi inserido na Segao B2l o conceito
de forcas dissipativas e o modelo genérico singularmente perturbado para BMRs, com varidveis
lentas para descrever o sistema rigido e com varidveis rapidas para descrever a violacao das
restricoes cinemadticas. Foi introduzida a variedade flexivel e o modelo de camada limite a
fim de estabelecer, através de formalismos matematicos, as diferencas comportamentais entre
as variaveis rapidas e as varidveis lentas. Foi conferido que para uma BMR com restrigoes
cinematicas, na sua formulagao pfaffiana [ holonémicas ou nao-holonémicas |, a estabilidade nas
varidveis controladas permanece sempre que essas varidveis sejam uma parcela das coordenadas
generalizadas. Foi apresentada uma andlise sobre a inclusao de deslizamento e derrapagem
na dinamica de uma BMR e como elas interferem na modelagem das forcas generalizadas do
movimento. As observagoes confirmam que as dindmicas podem ser assumidas singularmente
padrao e com estabilidade exponencial | veja Secao ]. A fim de solucionar o problema de
controle de trajetéria para BMRs com restrigoes cinematicas foi formulada a lei de controle rigida
composta principalmente pela dinamica inversa mostrada em (B.65) e pela lei de controle auxiliar
B564) | Lema |. Pelo uso do método de Poincaré-Lindstedt é postulada uma reformulagao

21Das equacdes ([B.43) e [344) o deslizamento e a derrapagem estio relacionadas com os componentes da forca
de tragdo, Fy e Fy, respectivamente. Quando € = ¢* a aderéncia é tao alta que F, e F, estdo relacionadas a um
coeficiente de atrito estdtico alto. Logo, coeficiente de atrito estdtico alto equivale a uma faixa maior de zona
morta nos atuadores.
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da lei de controle rigida para uma lei de controle que considerasse a inclusao de e, chamada lei
de controle flexivel. Para esse fim, a lei de controle rigida foi complementada com termos de
poténcias de €, conhecidas na literatura como agoes corretivas. Pelo uso de consideragoes que
envolvem o parametro de perturbagao ¢ [ Teorema 3.1l e Lema |, foi observada a diferenca
entre o controlador rigido e o controlador flexivel. Foi destacado o papel fenomenolégico de ¢
na caracterizacao da zona morta e salientou-se a presenca das remanescéncias de deslizamento
e derrapagem, quando as forgas de tracao sao linearizadas.
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Capitulo

Rolamento total apropriado e
compensacao das remanescéncias de
escorregamento

Quando as BMRs nao satisfazem as restri¢cdes cinemdticas de rolamento puro e ndo-
derrapagem as forcas de interacdo devem ser formuladas por equagoes fisicas que
modelam o contato entre a superficie e a roda. Modelos lineares dessas forcas foram
considerados no capitulo anterior por meio de mapas no dominio do deslizamento
e da derrapagem, entretanto, o controlador dindmico ndo conseguiu compensar
componentes de ordem superior associados com as forcas de tragdo diretamente
relacionadas as remanescéncias de deslizamento e derrapagem, nao estimdveis, que
estao presentes durante o sequimento de uma determinada trajetoria.

4.1 Introducao

Como foi mencionado no Capitulo 3, quando as BMRs nao satisfazem as restrigoes
cinematicas de rolamento puro e nao-derrapagem as forcas de interacao devem ser formuladas
por equagoes fisicas que modelam o contato entre a superficie e a roda [ veja Secgao |. Tal
modelagem nao é uma tarefa trivial devido aos efeitos degenerativos e nao-deterministicos da
natureza do contato que resultam em modelos nao-lineares e variantes no tempo (Canudas de
Wit et al. 2003, Olson et al. 2003); sem contar o alto custo computacional requerido para
projetar aplicagoes de tempo real (Sanca 2006, Laura et al. 2006b, Laura et al. 2006a, Tan
et al. 2001). Propostas de controle de trajetéria baseados em técnicas para compensagao
desses efeitos degenerativos tém sido publicados e testados em BMRs tipo (2,0) e tipo (3,0),
no entanto, os seus resultados observados na convergéncia do erro de seguimento de trajetoria
sugerem usar uma melhor aproximacao da natureza do contato [ por exemplo: Barreto et
al. (2013), Sarkar et al. (1994), Sanca (2006), Laura et al. (2006a), Fernandez & Cerqueira
(2009a), Fernéndez et al. (2012), Bak et al. (2001) e Cruz (2007) |. Em outras contribuigdes, os
efeitos degenerativos relacionados a contato tém sido associadas ao rolamento, especificamente
por sinais nao-deterministicos ou dinamicas nao-lineares que representam o deslizamento e a
derrapagem em BMRs tipo (3,0), (2,0) e (2,1), embora impliquem uma maior complexidade na
compensacao direta da varidvel que representa o efeito degenerativo (Shekhar 1997, Williams
et al. 2002, Li et al. 2008, Hong et al. 2006, Nandy et al. 2011, Trojnacki 2013). Contudo,
recentes trabalhos tém usado diferentes formas de estimacao para deslizamento e derrapagem
objetivando a compensacao de seus efeitos nos esquemas de controle de velocidade dos atuadores
e controladores de trajetéria embora sem conseguir uma convergéncia assintética do erro (Hong
et al. 2006, Trojnacki 2013, Fang et al. 2011, Wang & Low 2008, Low & Wang 2008, Lin et
al. 2007, Dong 2010, Ojeda et al. 2006, Michalek et al. 2009).

Como foi dito na Subsecao 23.2] a derrapagem e o deslizamento sdo condigbes necessarias
sempre que as restri¢oes cinemédticas nao sejam satisfeitas (Shekhar 1997, Dong 2010, Dixon
et al. 2000). Entao, como consequéncia dessas condigdes, uma outra interpretagao tem sido
procurar métodos de compensar a violacdo das restrigoes cinemdticas. Alguns exemplos sao

73
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apresentados em: Campion et al. (1991b), Campion et al. (1991a), D’Andréa-Novel et al. (1991),
D’Andréa-Novel et al. (1992) e Chwa (2004).

Na Observagao[3.13]foi mencionado que o parametro de perturbacao € e o grau de robustez N,
incorrem em uma incerteza sobre qual é a melhor escolha para os seus valores. Assim, pode ser
esperado que quando uma metodologia de linearizacao por realimentacao de estados nao-linear
seja sintetizada sobre um modelo que considera aproximagoes lineares das forgas de tragao [ veja
B43) e (3:44) ], a natureza do contato entre a roda e a superficie ndo podera ser apropriadamente
calculada para todo s ou todo ¢, [ lembrando que os controladores foram projetados sobre
Suposicao B.6l de que a velocidade dos centros das rodas eram iguais |. Como consequéncia
disso, influéncias remanescentes de deslizamento e derrapagem interferirdao no seguimento da
trajetéria a velocidades maiores.

Em diferentes abordagens de controle de trajetéria para BMRs tem sido considerada
tais influéncias remanescentes como incertezas numéricas do modelo dinamico. Dessa forma,
controladores adaptativos, com o objetivo de mitigar tais incertezas, tém sido projetados
(Morin & Samson 2003, Wenjie Dong 2001, Dong et al. 1999, Su & Stepanenko 1994, Jiang
& Praly 1998, Jiang 2000a, Jiang & Pomet 1994, Wang et al. 2012, Dong & Guo 2005, Shojaei
& Shahri 2012, Dong et al. 2000, Dong & Kuhnert 2005, Dong 2010). Particularmente, em
(Jiang & Pomet 1994) foi abordado o problema de estabilizagdo com parametros incertos, e
em (Dong & Kuhnert 2005, Morin & Samson 2003) controladores adaptativos foram projetados
sobre a suposi¢ao de que o modelo dinamico da BMR, possuia incertezas paramétricas e nao-
paramétricas. Para tal propdsito, a estabilidade do sistema foi estudada por meio de funcgoes
transversais [. Controladores por modos deslizantes também tém sido um foco de pesquisa.
Nesses controladores tem sido determinado o torque necessario para satisfazer as restrigoes
cinematicas (Corradini et al. 1999, Unsal & Kachroo 1999, Song & Boo 2004, Buckholtz 2002,
Chu & Sunwoo 2005, Chwa 2004), no entanto, por serem usados modelos lineares para simplificar
as forcas de tracao, as remanescéncias de deslizamento e derrapagem sao iminentes a velocidades
maiores.

Neste capitulo serd elaborada a sintese de uma lei de controle para compensacao dessas
remanescéncias de deslizamento e derrapagem no seguimento de trajetérias por meio de uma
versao modificada da lei de controle auxiliar (8:64) [ Lema B3] ] com o objetivo de garantir que
a BMR mitigue a violacao das restrigoes cinematicas.

4.2 Compensacao de escorregamento

Como foi comentado na Observagao BI7, o vetor V,; em ([3.94)) tem uma influéncia direta
sobre o parametro de perturbacao, €, e sobre as restricoes cineméaticas da BMR. Sendo assim,
uma mudanca na velocidade V. ; incorre em uma mudangca sobre a area de contato permissivel
entre a roda e a superficie que pode alterar o deslizamento e a derrapagem a fim de instabilizar
o sistema. Entretanto, apds aplicar a lei de controle flexivel (B.77), nosso interesse estard na
compensacao das remanescéncias de deslizamento e derrapagem quando ha aumentos gradativos
da velocidade V, ;.

4.2.1 Remanescéncias de deslizamento e derrapagem

Convenientemente, a Suposicao [B.7] garante que a media das velocidades dos centros das
rodas, [|Vj||, sejam iguais & velocidade do centro da BMR em rela¢ao ao marco global {W}.
Consequentemente, pela equagao ([3.94)), a variacao de velocidade nos centros das rodas influéncia
proporcionalmente a velocidade de contato V,.;. Dessa forma, ¢ possivel manipular a velocidade
da BMR a fim de observar o comportamento das remanescéncias de deslizamento e derrapagem.

Nas Figuras 1] e sao apresentados os comportamentos das BMRs tipo (2,0) e (3,0),
respectivamente, no seguimento de uma trajetéria com forma de losango [ com ambas diagonais
iguais a 6.28 m | durante 4.519 s. Foram usadas a lei (3.78), para N, = 1, ¢ = 107! | para tipo
(2,0) ], e = 107° | para tipo (3,0) |, e a lei (B.60]), ambas com Kj = 70Iax2 ¢ Ko = 23I5x2. A fim
de observar o comportamentos das duas leis de controle, foi manipulado o valor médio de ||V;].
Assim, na Tabela [4.1] sdo mostrados os desvios de trajetéria medidos com respeito a primeira

"Mais detalhes sobre as fungdes transversais podem ser vistas em Ishikawa et al. (2009), Morin & Samson
(2008), Morin & Samson (2009), Samson (1995), Pazderski et al. (2013), entre outros.
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Figura 4.1: Seguimento de trajetéria executado pela BMR tipo (2,0) com aumento gradativo de ||V;||mea-
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Figura 4.2: Seguimento de trajetéria executado pela BMR tipo (3,0) com aumento gradativo de ||Vi||mea-

esquina do losango | ou seja, a distancia euclidiana entre esquina do losango e o maximo desvio
| para diferentes valores de ||V||med, onde ||V;|lmed representa o valor médio de ||Vj]|.

Como pode ser observado nas Figuras [4.1(b)| e 4.2(b)| junto com os valores na Tabela [4.1]
a lei de controle rigido, em sua caréncia de robustez, apresenta um maior desvio quando é
aumentado ||V;||med- No caso particular da BMR tipo (3,0) tal aumento gradativo leva o sistema
a instabilidade [ veja células em negrito da Tabela [4.1]].

Tabela 4.1: Desvios de trajetéria nas BMRs tipo (2,0) e (3,0) com aumento gradativo de ||Vi||med-

[[Vill peq (m/s) Desvio BMR Desvio BMR Desvio BMR Desvio BMR
(2,0) CFA(cm)  (2,0) CR (cm)  (3,0) CF (cm)  (3,0) CR (cm)

1.18 1.29 0.97 5.564x1072  50.40
2.36 3.98 3.04 1.44 148.17
3.55 8.44 15.22 4.66 19.64

4.74 18.36 18.36 14.23 80.89
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Observagao 4.1 (Desvio vs. ||V;]|): Um incremento gradativo de ||V;|| [ o que também implica
um incremento em ||V;||mea | faz com que o desvio da BMR seja maior na esquina do losango
[ confira o crescimento ascendente dos desvios na Tabela [£1]]. Uma consequéncia direta desse
acontecimento é devido ao controlador dindmico nao conseguir estimar componentes de ordem
superior associados com as forgas de tragao, que por sua vez foram consideradas lineares | ordem
1 ] no modelo singularmente perturbado [ veja Observagao ].

Observacao 4.2 (Sensibilidade as perturbagoes): Observando-se a Tabela Il pode ser
confirmado que as remanescéncias de deslizamento e derrapagem influénciam em maior
proporgao o desvio da trajetéria quando a BMR passa por uma esquina do losango. Desde
o ponto de vista do desempenho do controlador e assumindo as remanescéncias de deslizamento
e derrapagem como perturbacoes, as esquinas do losango representam a regiao de maior
sensibilidade as perturbagoes [ motivo pelo que tem sido escolhido o losango como trajetéria
de referéncia nos capitulos anteriores. Esta figura geométrica, entre outras formas possiveis,
permite explorar uma situacao de baixa rejeigdo as perturbagoes |. Alguns trabalhos existentes
nas referéncias associadas tem utilizado indicadores geométricos da trajetéria para sintese de
controladores cinematicos (Dong & Kuhnert 2005, Dong & Guo 2005, Dong 2010, Samson 1995).
Por exemplo, Samson (1995) e Dong (2010) apresentaram como utilizar a curvatura da trajetéria
para modelar as restrigoes cinematicas; com o que as esquinas do losango passariam a ser um
caso critico de curvaturaf.

A sensibilidade as perturbacoes é uma das mais importantes caracteristicas de um sistema de
controle. Atualmente, em problemas de controle de trajetoria a situagdo em que a trajetéria de
referéncia é seguida por um conjunto de perturbacoes exige especificagoes de sobre-pico e tempo
de acomodagao baixos, a0 mesmo tempo que exige uma baixa sensibilidade as perturbacgoes
(Maciejowski 2002, Baskys & Zlosnikas 2008). Dessa forma, é importante salientar a importancia
da configuragao da lei de controle auxiliar (3.64]), mais especificamente das matrizes Ky e Kj
que podem ser ajustadas a fim de diminuir essas especificagoes. A ideia se concentra no cldssico
controle PD [ Proporcional + Derivatido | que prové uma relativa melhora no desempenho do
controlador [ relacionada aos parametros de sobre-pico e tempo de acomodagdo | por meio
da sintonia das constantes associadas as acOes proporcionais e derivativas, respectivamente
relacionadas com Kj e K. O ajuste das matrizes K; e Ko em (B3.64) esta sujeito a utilizagao
de um apropriado método de sintonia (Panagopoulos et al. 2002, Baskys & Zlosnikas 2008, Shi
& Lee 2004). Nesta tese, nao é objetivo encontrar o método 6timo para calcular K e Ks, pois
ja existem métodos relacionados a esse ajuste, e sim observar como seus valores contribuem na
elaboracao da técnica para a compreensao das remanescéncias.

Na Figuras e @4 é apresentada a evolucdo do seguimento da trajetdéria com forma de
losango por meio da lei de controle rigido (3:69)) e a lei de controle flexivel (B.78]), respectivamente,
para o caso das duas BMRs resumido na Tabela [Z1] [ tipo (2,0), N, = 1, e = 1071 e tipo (3,0),
N, =1, =107%, Dy = Gy =1 N | durante 4.519 s, com velocidade V; = 1.18 m/s e para vérios
casos de sintonia de K7 e K5, como descritos na Tabela

Particularmente, a Figura mostra que a sensibilidade do modelo rigido aos valores de
K; e Ky é maior e atinge uma notavel instabilidade para a BMR tipo (3,0) [ veja Subfigura
4.3(b)| ]. No caso da BMR tipo (2,0) é apresentado uma melhora no seguimento da trajetoéria,
entretanto a sensibilidade as perturbagoes é maior | veja Subfigura |. Dessa forma, serd
desconsiderado o caso rigido de controle devido a sua pouca robustez com relacao a sensibilidade
das perturbacgoes e sua instabilidade com relagao ao ajuste das constantes K; e Ko.

Observagao 4.3 (Desempenho do controlador flexivel frente as remanescéncias de
escorregamento): A Figura[£.4] mostra que o modelo flexivel melhora o seguimento de trajetéria
e a sensibilidade as perturbagoes. Para compreender melhor essa observacao foi usado o indice

2CF = lei de controle flexivel [B78), CR. = lei de controle rigido (B.65).

3 Assumindo a medida de curvatura como o inverso do raio da circunferéncia tangente a um ponto da trajetéria,
a esquina do losango apresenta, no interior, uma circunferéncia de raio zero, logo a curvatura tenderia a infinito.
Sobre essa abordagem, a curvatura precisa ser limitada para algumas trajetérias a fim de evitar inconsisténcias
numeéricas no controlador projetado (Dong 2010, Fernandez et al. 2014c).
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Figura 4.3: Seguimento de trajetéria executado para os modelos rigidos das BMRs tipo (3,0) e (2,0) para V; = 1.18
m/s.
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Figura 4.4: Seguimento de trajetdéria executado para os modelos flexiveis das BMRs tipo (3,0) e (2,0) para
Vi =1.18 m/s.

IAE (do inglés Integral Absolute Error) sobre o sinal de erro de seguimento de trajetéria, aqui
definido como:

IAE,/ T.
IAE = [ TAE,, } :/0 |h(\)| d\ € R? (4.1)

sendo que h(t) € IR? é a funcdo de erro definida no Lema B3 e T € IR, um valor conhecido,
definido na Subsecio BZAI. Neste caso o IAE tem dois componentes associados com a
posigao (2/,y") do ponto P no marco local {R} da BMR. Resultados sobre o desempenho dos
controladores, usando o critério IAE ap6s aplicar a lei de controle (8.78)) sobre os modelos flexiveis
das BMRs tipo (2,0) e (3,0) nos cinco casos de sintonia, sao apresentados na Tabela [£3

Pode ser observado que a BMR tipo (2,0) apresenta um maior indice TAE quando é
aumentado o valor de Kj, ao invés da BMR tipo (3,0) que apresenta um menor valor. Os
casos 5 e 6 mostram que os aumentos da constante Ko incorrem em uma diminuicdo do indice
IAE na BMR tipo (2,0), ao invés do caso associado com a BMR tipo (3,0) que apresenta um
aumento.

4Para efeitos de simulacdo T foi considerado igual ao tempo de simulacdo (= 4.519 s).
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Tabela 4.2: Casos de sintonia para K1 e K2 (Do = Go =1 N).

Caso Kilswo Koloyo N, Parametro de Perturbacao e
BMR tipo (2,0) BMR tipo (3,0)

1 300 120 1 10-15 1075
2 400 23
3 700 23 1 10715 10-°
4 1500 23
5 1500 70 ) 10-15 10-5

6 1500 100

Tabela 4.3: Critério IAE para as BMRs tipo (2,0) e (3,0) usando a lei de controle flexivel (3.78) e a lei de controle
auxiliar (IBZGZI) para diferentes casos de sintonia de K1 e Ko.

Caso BMR tipo (2,0) BMR tipo (3,0)
TIAE, IAE,, TIAE,. IAE,,

1 0.1427 0.0015 2.6284 0.0881

2 0.0330 0.0068 0.5825 0.0224
3 0.0345 0.0084 0.2931 0.0112
4 0.0413 0.0117 0.1420 0.0053

) 0.0547 0.0045 1.1097 0.0330
6 0.0747 0.0037 2.0051 0.0631

Em posse dos resultados associados com os comportamentos observados nas Figuras [4.1(a)
e [ apoiado nas Observagoes [A1] e | e dos argumentos na Observagao 3] uma das
propostas desta tese é desenvolver um compensador para as remanescéncias de deslizamento e
derrapagem usando uma modificacdo da lei de controle auxiliar (3.64)).

4.2.2 Lei de controle auxiliar (3.64) modificada

Com a presenca de remanescéncias de deslizamento e derrapagem, as restricoes pfaffianas
nao podem ser completamente satisfeitas [ Observacao 23] ]. Dado que foram usados modelos
lineares para as forcas de tracdo, as restricoes cinemadticas modeladas como no Lema B.1] tém
um comportamento diretamente relacionado com as pequenas contribuicoes de atenuacao do
deslizamento e da derrapagem feitas por meio da agao controle flexivel (B78) | Observagao BI3l
e Observagao |. Dessa forma, o lago de controle associado com a lei de controle auxiliar
[B64)) pode ser interpretado como um “atenuador” indireto das remanescéncias e garantir uma
melhor satisfacao das restricoes cineméticas. Para compreender melhor, seja citado o modelo
cinematico de configuragao na versao singularmente perturbada em ([BX). Visto que 7 = v |
Observagao 2.6] | entao, por aplicacao de uma integral no dominio do tempo e substituindo em
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B3), tem-se:
0= 50) [ vOyar+ A@en (42)

A equagao ([4.2) representa o comportamento do estado ¢ dentro do espago de configuragoes
[ R3No+da+N | divido em duas parcelas: a contribuicao definida pelo termo A(q)eu apds aplicar

a lei de controle flexivel [B.78) e a contribuigao definida pelo termo S(q) f(f v(A) d\ associada
com a aplicagao da lei de controle auxiliar (3.64).

Observagao 4.4 (Desafio de compensacao das remanescéncias de escorregamento): Nota-se

que o termo S(q) fg v(A) dX contém o efeito acumulado da agdo de controle auxiliar v. Assim, o
ajuste das matrizes K; e Ko tem uma incidéncia sobre o vetor 7 [ ou seja, segundo a Observagao
22l uma incidéncia sobre as velocidades linear e angular da BMR e a velocidade dos angulos
de orientagao das rodas orientdveis no centro |. Da mesma forma, a velocidade ||V;|| [ definida

como tr(f fT) na Suposigao 3.7 | também ¢é alterada devido que entre o vetor z | que contem

¢ | e o vetor 7 existe uma transformacao do marco local { R} ao marco global {WW} representada
por S1(q) [ veja equagao (2.31)) |.

Conferindo as medigoes feitas na Tabela Il o desafio na sintese do compensador para
as remanescéncias esta em reduzir ||V;|| quando a BMR se movimenta sobre um segmento da
trajetoria de referéncia onde a lei de controle auxiliar v | com um configuragao pre-estabelecida
para Kj e Ks | adquire uma maior sensibilidade as perturbagoes.

Até aqui tem sido mostrado a melhoria no seguimento de trajetéria que a lei de controle
flexivel (B.78) tem sobre a lei de controle rigido (8.65). Também tem sido apresentada uma
tabela comparativa para diferentes aumentos de [|V;|| confirmando a relacdo proporcional
entre esses aumentos e as remanescéncias de deslizamento e derrapagem equivalentes com
desvios significativos da trajetéria | tratados como perturbagdes associadas com a primeira
esquina do losango, veja Tabela 1] ]. Seguidamente, e considerando-se como perturbagoes
as remanescéncias de deslizamento e derrapagem, foram usados diferentes casos de sintonia
das matrizes K; e Ks na lei de controle auxiliar (8.64) a fim de observar uma diferenga no
desempenho do controlador flexivel (B.78) [ veja Tabela |. No entanto, para esses casos de
sintonia, as Figuras e apresentaram o seguimento de trajetéria quando [|V|| = 1.18
m/s, e pelos resultados observados é indispensavel, segundo a Tabela [} que os valores para as
matrizes K1 e Ko devam ser modificados quando ||V;|| > 1.18 m/s. Finalmente, a Observagao
44 tem apresentado o desafio relacionado com a sintese do compensador para as remanescéncias
de deslizamento e derrapagem.

Com o objetivo de fazer a sintese de um compensador que solucione o desafio apresentado
na Observacao [£.4] nesta tese é modificada a lei de controle auxiliar (8.64) por meio de uma
reducao estratégica da aceleracao da BMR no marco local { R}. Fazer uma redugao de aceleragao
no marco local da BMR pressupoe certa alteracao temporaria da condicao de linearizacao na
Observagao 2.6] visto que uma modificagao de 7 deve estar representada por uma alteragao da
acao de controle auxiliar v. Para tal fim, considera-se a proposicao seguinte:

Proposicao 4.1 (Redugao de aceleragao). Existe uma func¢ao 0 < A,(t) < 1, para ¥Vt > 0,
tal que quando aplicada ao sistema [B5H) - B56) por meio da lei de controle por realimentagao
de estados ([B.65) a BMR apresenta uma redugdo de aceleragdo no marco local {R} e uma
alteragdo da condi¢do de linearizacdo. Seja esta condi¢do de linearizagao definida como:

v=A,7 (4.3)
para ¥Vt > 0.

Lema 4.1 (Lei de controle auxiliar modificada). Se a trajetdria de referéncia definida em (3.62))

é tal que hyet(t), href(t), ﬁref(t) sdo limitados para V t, e href(t) ¢ integrdvel, entao uma solugao
para o problema de sequimento de trajetoria, quando € aplicada wma redugcdo na acelerag¢do da
BMR como indicado na Proposicdo[{.1], € a lei de controle auziliar

vH(t) = Ao = AZTAT(2) (href(t) — Kyh(t) — Kah(t) - AU(Z)n(t)) ; (4.4)
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onde h(t) = h(t) — het(t), € 0 erro de seguimento, K1 € R**? e Ky € R**? sio matrizes
arbitrarias definidas positivas e Ay(z) é uma matriz singular definida por

Oh,(z
Ay(z) = Tvi )51(q) € RE¥9.
Prova: Diferenciando duas vezes (3.63)) tem-se
- d (0Oh, oh, ..
= — 5 . 4.
h dt(@z)z+6zz (45)

Do modelo (231)) tem-se que Z e Z equivalem as seguintes expressoes:

=S81(q)n; £=581(q)n+ Si(q)mn.

Substituindo essas expressoes em (4.5]) resulta

. d [Oh, oh, - oh., .
h=— < 9% ) Si(q)n + P S1(q)n + P S1(q)n. (4.6)

Usando a regra da cadeia para diferenciagdo pode ser verificado que

d ahz 8hz o _ d ahz
7 < 9% ) S1(q)n + P Si(qg)n = % < 5 Sl(‘])) 7,

assim (46) pode ser reescrita como:

. d (Oh, oh, ,
h=— ( 5, Sl(q)> n+ 5 S1(q)m,

Oh,,
0z

ou ainda, devido que A,(z) = S1(q), como

h=Ay(2)n + Ay(2). (4.7)
Agora, aplicando a Proposicao dJl em (A7) obtemos

h=Ay(2)n + Ay(2)Agi. (4.8)

Impondo-se a dindmica do erro como descrita pela equagao diferencial ﬁ(t) + Koh(t)+ K h(t),
sendo h = h(t) — hyet(t), entao '
h = hyet — K1h — Ksh. (4.9)
Igualando (A.8) com (£.9) obtemos

7= ATIAT(2) (href ~ Kih — Kah — Av(z)n) ,

e visto que no Lema B3] v = A} (2) (At — K1h — KQ;L — Ay(2)n), entdo

n=A;1v.
Pela Observacao tem-se que v = 7). Assim,
v=A v (4.10)
Redefinido o novo v | membro esquerdo de ([@I0) | por v* a prova é finalizada. |

Observacao 4.5 (Condigao de linearizagdo modificada): Da mesma forma que na Observagao
2.6, a substitui¢ao de (£4) em (2.44]), garante que

vt =1, (4.11)
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Em posse do Lema [£.]], uma lei de controle por realimentacao de estados para assegurar o
seguimento de trajetoria na BMR, na sua versao rigida, é definida por

(@) = [ST(@)B(@)] " {57 (@) [M(@)S(@)A5 AF (=) (huer(t) = Kih(t)

~ah() = A(on(0) + M) | 5 S| 0 - Cla.s(@m] . (@12)

Analise de lago fechado

Usando abordagens sobre linearizagdo por realimentacao de estado nao-linear [ veja
(D’Andréa-Novel et al. 1995, Motte & Campion 2000, Fernandez et al. 2015a) ] o sistema (8.57))
- B5Y) pode ser transformado em um sistema linear controldvel. Assim, seja considerado o
sistema de saidas linearizadas [ ou transformagao de coordenadas | definido por

{yl = h,(z) (4.13)
Y2 = Ay (2). (4.14)
onde y1, 72 € IR? representam o vetor de saidas linearizadas e suas derivadas [ ou seja, a posigao
cartesiana do ponto P no marco {R} da BMR e sua velocidade |.

Derivando com respeito ao tempo o sistema ([EI3) - (£I4), e pelo uso de (ZIT), é obtido o
sistema de equagoes relacionado com o sistema linear controlavel, ou seja

U1 =y2 (4.15)

jo = (6%”2(2)2') 1+ Ao(2)A5 L0, (4.16)

Como consequéncia de ({II)), o modelo dindmico definido por [B57) - (B59) pode ser
reescrito com uma particao adicional que satisfaz o Teorema B.Il Para tal propdsito, seja
particionado ([B.58]) como

wy = Wg(q)n +eWi(Qp + W3 (q)u + Ws(q)T (
0= W(q)n +eWP(q)u + Wi(g)u + Wi(g

onde w1 = [f, gp]T € RNo*tN ¢ as matrizes Wg(q), Wi(q), W$
We(q) e Wé’ (q) sao resultantes da particao das matrizes Zg (¢
7

Comparando ([3.5) com [B.57) tem-se que Z§(q) = S1(q), .
Da mesma forma, comparando (3.5 com ({I7) tem-se que W§(q (q) e

Wi(q) = W§(q) = 0. Complementarmente, visto que 7 = v = Wg(q)n + eW?(q)p + W(q)p +
W) (q)7, entdo, pelo uso de ([@IT]), a nova particio para o sistema (3.57) - ([3.59) pode ser reescrita
como segue:

i = Si(q)n +eAi(q)u, (4.19)
w1 = Sa(q)n +eA2(q)p, (4.20)
(4.21)

(4.22)

=AW+ A7 [eWP(q) + Wia) |+ AT WE(g)T,
efv = Go(q)n + [eG1(q) + Ga(q)] 4+ G3(q)T.

Seja definida agora

. T
v =1[y1 ]
como a trajetdria executada pelo ponto P, e seja
. T
y:ef = [yl,ref yl,ref] (423)

como uma trajetéria de referéncia limitada por uma bola compacta Breg(0 : Tref), tal que 9y ref seja
integravel. Entao, o problema de seguimento de trajetoria no modelo singularmente perturbado
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definido por (£19) - (4.22), quando aplicado a lei de controle ([@I2]), pode ser simplificado no

lema seguinte:

Lema 4.2 (Sistema reduzido de lago fechado (Fernandez et al. 2015a)). A fim de garantir as
saidas linearizadas definidas em ([EI3) - [@I4), as equagdes dinamicas de

Sk | YL T Ylref | _ ?Zl — B
i = { U — e } [ i } [ ; ] , woand wy, (4.24)

quando € aplicado a lei de controle por realimentagdo de estados nao-linear (£I2)) ao sistema

definido por EI19) - @22), tem a sequinte forma:

§ = UG + Z, (§, wi, 1, &, 1) (4.25)
i = G (" w1, e, 1) (4.26)
wy] = Sg(yl, wl)n + EAg(q)M (4.27)

onde U é uma matriz Hurwitz definida por

_[ 0 I
U= [ -K1 —K» ] ’
tal que

oh.
i) Za (g*7wlvuag,t) = EAI(Q)E\H com
eb (y*v w1, W, €)

* — 1 6Av
bly" wr,e) = A7 A ()2 [Win+ (sWF + W3 ) = Wim — Whn| + {WAM)M} .

ii) G (g%, w1, p,e,t) = Go(q)n+[eG1(q) + G2(q)| u+Gs(q)T. Assim, quando € = 0 a expressao
sequinte € obtida:

G (Q*a wi, W, 0’ t) = GO(Q)U + G2(q) [lu’ - H(q’ 7, t)] + Gg(Q)T,
onde H(q,n,t) € dada pela Defini¢io[3.2.

iii) Z,, S1, G, Sy sdo uniformemente limitados com respeito a w;.

Prova: Item (i). Com a transformacao de coordenadas (£.13) - (£14) e usando (£I9) entao

. Oh., Oh, _ oh, B Oh,,
= -S@n + 5 =eAi(@n = Bo(2)n + 5 =eAi(@n = y2 + 5 =eAi(g)p.
De forma imediata obtemos que:
. i oh
= T yl z ) )
g1=[0 Iax2 | { 7o ] + P eAi1(q)u (4.28)

Derivando (£I4) tem-se que

y'2 = Av(z)n + Av(Z)ﬁ,
ou, pelo uso de (£21]), como

Yo = {%smm} n+ {%Al(q)w} n+ Ay (2) A W (q)n
+ A, (2)A! [ﬁWf’(q) +W3(q)| b+ Au(2) A, W3 (g)T,

Entretanto, a fim de obter a expressao para a matriz Z, (§*, w1, i, €, t) seja somado, subtraido
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e reorganizado o termo A 1A, (2) (Wobn + W2b,u) na equacao acima:

. _ 0A,
o = A 1A (2) (Wé’f + Win + Wé’u) + {W&(q)n} "

B aA,
+A1A(2) [Wé’n + (an’ + W2b> p—Win— Wé’u} + { - Al(Q)Eu} ",

Quando ¢ = 0 é esperado que a lei de controle 7 definida em (LI2) garanta que ﬂg =

—Kyg1 — Koo | = —K1h— Ksh |. Dessa forma, se definimos b (y*, w1, u,€) a partir da equagao
acima como

* — 1 8AU
by wnn,e) = A; ()2 [ Wim+ (sWF + W3 ) = Wim — Wip| + {§A1<q>u} "

entao ~
o= —Ki —Kp ][ %] +eb(y wrpme). (4.29)

Agora, juntando (£28) e ([£29) é obtida a equacao dindmica para §* dada em (Z25]).
Item (ii): A expressao para /i pode ser obtida de ([£22)). Quando £ = 0 tem-se que

G(q,m,1t,0,t) = Go(q)n + Ga2(q)p + G3(q)T.

Somando e subtraindo o termo Go(q)n + Ga(q)H (q,n,7), onde H(q,n,7) é definido por (814,
obtemos

G(q,m,1,0,t) = Go(q)n + G2(q)H (q,n,7) + G3(q)7 + Go(q)n + G2(q)p
— Golg)n — Ga2(q)H (g,n, 7).

Com 7(q,n, T) expressado como uma fungao de (y*,w,t) ou (§*,w,t), a variedade H(q,n,t)
também pode ser expressada como uma funcao de (y*, w1, t) ou (g*,wy,t). Entao G(q,n, u,0,t)
pode ser reescrita como

G(q,m, 11,0,t) = Go(g)n + Ga(q) [n — H(g,n,t)] + G3(q)T.

Item (iii): Visto que w; = [B, @]’ e todos os termos indicados aqui dependem
explicitamente de fungoes sin(-) ou cos(-) de 0, 5., B, e ¢, que sao fungdes angulares limitadas.
Logo, todos esses termos sao uniformemente limitados com respeito a w;. |

A dependéncia de t em ([d.25)) - (£.27) é devido a trajetéria y  estar em uma bola compacta
Bief(0 : Trer). Deve salientar-se também que, devido ao fato de u(t) aparecer explicitamente
na expressao de Z, (§*, w1, 1, €,1), a equacio em §* em ([EZ5) ndo pode ser desacoplada das
equagoes em [ e .

No caso em que € = 0, a situacao g* = 0 representa um ponto de equilibrio, correspondente
apu = H(q,n,1) devido que Z,(0, w1, H(q,n,t),0,t) = 0. J4 no caso em que € # 0, §* = 0, e
w= H(g,n,t), ndo é um ponto de equilibrio porque Z,(0, w1, H(q,n,t),e,t) # 0. Entretanto, g*
e a diferenga u(t) — H(q,n,t) permanecem limitadas.

Da mesma forma que no Capitulo 3, o préximo teorema enfatiza na existéncia de limites
superiores sobre € que garantem que a solucao §* do sistema realimentado pela lei de controle
({12) e a diferenga p — H(y*,w1,t) permanegam limitadas.

Teorema 4.1 (Solugdo limitada do sistema reduzido de lago fechado). Se a trajetoria de

referéncia definida em (E23)) € tal que Y1 ret(t), Y2ref(t), Yoref(t) sdo limitados para ¥ t, e ya rer(t)
€ integrdvel, existem trés constantes v1 > 0, vo > 0, €* > 0, quando aplicada a lei de controle

por realimentagio de estados [EI2) ao sistema B57) - BB, tal que se ||g5]l < vi, |0 —
H(y5,w1,0,0)|| <v2 ee <e¥, entdo as aprozimagoes

g*(t) = 5" (0) + 0(e)

WO H (G wr,t) = flt*) + O(2)
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sao validas sobre intervalos de tempo infinito, sendo [i(t*) a solugao ao modelo de camada limite:

di

o = GolFo, wi0)m0 + G2(5, wi0) [+ H (g5, wi,0,0)] + G (95, w1,0)70

onde 19 = T(g§, wo)-

Prova: Do Lema resulta que as Suposigoes B3, B4 e sejam satisfeitas para o sistema

[#25) - (4.27), da mesma forma que seriam satisfeitas para o sistema ([B.57) - (3.59) com §* = z,
wW=w e = |

No Lema[dTlo desafio na sintese do compensador para as remanescéncias se reduz a computar
a fungado de ponderacgao A,, tal que a velocidade V; seja diminuida quando a BMR se movimenta
sobre um segmento da trajetéria de referéncia onde hd uma maior sensibilidade as perturbacgoes
[ Observagao |. Na secao a seguir serd apresentado um andlise relacionado com o rolamento
total de uma BMR e sobre este serd projetado a funcao de ponderagao A,.

4.3 Rolamento total apropriado

O rolamento total apropriado para uma BMR em movimento sobre uma determinada
trajetéria esta associado com a inclusao de N condicoes, correspondentes as N rodas da
BMR (Fernandez et al. 2012, Stonier et al. 2007, Fernandez et al. 2015b, Fernandez et
al. 2015d, Fernandez et al. 2015¢), na forma:

b, =0, =0 e s=5=0.

Condigao 4.1 (Condigao de rolamento total apropriado). Considerando-se os modelos
cinemdticos da Tabela 2.2 e as interpretacoes dadas na Tabela [T, as condicdes de rolamento
total apropriado sao definidas na Tabela[{.4)

Dentro do conceito de rolamento apropriado, as forcas de tracao F, e F, sao assumidas
responsaveis por gerar os torques requeridos para conservar cada uma das condigoes apresentadas
na Tabela L4l De outra forma, a Condigao EIl garante que as restrigoes cinemadticas nas
Definicoes 217 e 218 sejam satisfeitas.

4.3.1 Variacgoes de deslizamento e derrapagem: derivadas s e O

As variacoes definidas por $ e §, além de terem importancia relevante na satisfacdo da
condigao de rolamento apropriado [ Condigao [£1]] representam implicitamente, junto com seus
estados s e d;, a dinamica do deslizamento e da derrapagem, que incidem na dinamica geral da
BMR e na velocidade V;. A seguir sera feito um anélise com o objetivo de compreender melhor
tal incidéncia.

Variagao s$: condigao de rolamento apropriado na dinamica da roda e perda de
tragao

Levando em consideragdo os assuntos da Subsecao B30l a variagdo de deslizamento §;,
associada como a i-ésima roda, pode ser calculada reescrevendo a equacao ([B.41]) sem as normas,
ou seja:

S; = 7‘/@?” _ TS.OZ' .
Vi
Diferenciando a expressao acima obtemos

o _Vig 1@ (Vi —re) Vi
7 sz V2 )

e como V; = Vj, [ Observagao 3.1 |, entao

. _ roiVi— iV
Si= =z (4.30)

2
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Tabela 4.4: Condigdo de rolamento total apropriado para as configuragoes cinematicas das BMRs apresentadas
na Tabela

TIPO Condigao Interpretacao

(3,0) ([ s1=51=0 s1=51=0 Variagdo nula e valor nulo dos deslizamentos
s2=582=0 s2=82=0 s1, 82,53 das trés rodas suecas. Devido &
s3=83=0 s3=33=0 Subsegao [Z31] nao tem-se restrigoes sobre

04,170, 5ac,1 #0 ou 5ac,1=5ac,1=0 a derrapagem. Dessa forma, nao tem-

62,970, 84 270 Sp0=0,0=0  se condigbes sobre dz,1,0z,2,0z,3 (associadas

52,370, 62570 5,362,520 com 1, @2, p3). Na conﬁ~gura§éo alternativa,
deve existir uma variacao nula e um valor
nulo tanto nos deslizamentos si, s2, $3 como
nas derrapagens dz,1, 02,2, 0,3 das trés rodas
orientdveis fora do centro (associadas com os
pares (B1,,¢1), (820, $2)s (B3,,¥3))-

(2,0) (- s1=51=0 Variacao nula e valor nulo dos deslizamentos
s1=51=0 s2=52=0 s1,82 e das derrapagens 01,052 das duas
s2=52=0 s3=$3=0 rodas fizas (associadas com ¢1,¢2), ou

8,1=02,1=0 ou 02,1=02,1=0 na configuragdo alternativa, variagdo nula
5%2:5%2:0 5%2:5%2:0 e valor nulo dos deslizamentos s1,S3, 83
k5ac,3:5x,3:0 e das derrapagerTs 0z,1,0x,2,0z3 das duas
rodas fizas (associadas com 1, p2) e a roda
orientdvel fora do centro (associada com o

par (s, 9s).

(2,1) 51=51=0 51,1:51,1:0 Variagdo nula e valor nulo dos deslizamentos

$9=82=0 §.2=0.2=0 s1,82,83 e das derrapagens dz,1,0z,2, 04,3

. . das duas rodas orientdveis fora do centro
53=53=0 04 3=0,,3=0 )
(associadas com os pares (81,,¢1), (B2,,92))

e a roda orientdvel no centro (associada com

O par (ﬁsc7¢3))~

(1,1) 51=51=0 85,1=05,1=0 Variagdo nula e valor nulo dos deslizamentos
s9=§0=0 5172:5172:0 s1, S2, s3 e das derrapagens 0,1, 02,2, 02,3 das
duas rodas fizas (associadas com @1, p2) €

53=53=0 04 3=0,,3=0 o )
a roda orientdvel no centro (associada com

Bi.)-
(1,2) 51=51=0 51,1:51,1:0 Variagdo nula e valor nulo dos deslizamentos
$9=82=0 §.2=0.2=0 s1, 52, S3 e das derrapagens 6,1, 04,2, 02,3 das

. . duas rodas orientdveis no centro (associadas
53=583=0 65,3=02,3=0
com os pares (Bi.,¢1), (B2.,p2)) e a roda

orientdvel fora do centro (associada com o

par (Bs,, ¢3)).

Como consequéncia da formulacao Euler-Lagrange em Fernandez & Cerqueira (2009b), para
a 1-ésima roda tem-se que:
I,p; = Tie — rk; (431)

onde 7; - ¢ a lei de controle flexivel ([B.78)) aplicada & i-ésima roda e F; a i-ésima forca de tracao
que resulta da composicao das fungoes Fj , e F;, como em (3.45)). Substituindo (£31]) em (@.30)
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e manipulando-as resulta em
. Tie — TF;
Vi =Vi(l = s)Vi —r <7> Vi
Iy
ou, definindo m, = ﬁ e manipulando novamente, como
Visi=(1-— sl)VZ — My Tie + rmyF. (4.32)

Sabendo que 7; . £ 7;(q,n, i) e Vi £ V;(g,m, 1) entdo, para BMRs com N rodas, a equagao
(#32) pode ser escrita matricialmente como

SiVi(qyn, 1) = (Inxn — S) Vila,m, 1) — maTe(g, m,€) + rma Fy, (4.33)
sendo
T N
Ts(q,ﬁ,5) = [ Tl,s(%ﬁﬁ) TN,E(Qanae) ] €eRR )
F=[F ... Fy |TeR",
Vilg,mop) = [ Vilgsmop) - Vil(gmop) 1" € RY,

S, = diag {s1,...,sy} € RV*V,

Pode-se verificar que a equacao ([4.33)) inclui a forca de tragao das rodas, F;. Dependendo
da aproximagao linear dessa forga [ representada em (B.44) | podemos ter dois casos para as
condicgoes de rolamento associados com a dinamica da roda: a condicdo dinamica de rolamento
tdeal e a condi¢cdo dinamica de rolamento apropriado.

Lema 4.3 (Condicao dindmica de rolamento ideal). Para uma BMR com modelo cinemdtico,
como o0s apresentados na Tabela [2.3, a condicdo dindmica de rolamento ideal ¢ definida
por

myTe(q,m,¢) = Vi(q,n, p). (4.34)

Prova: Pelo uso da forma linear F; , = Gs; e F; , = D6, ; [ equagoes ([3.43) e ([3.44) | para cada
uma das N rodas, a equagao (3.45) pode ser definida como

Fi(S;, A) = GS; + DA; € RNV,

Consequentemente, ([4.33]) pode ser reescrita como

Vila,m, 1) S = Vilg,n, 1) (Inxn — Si) — myTe(q,m,€) + rmy (GSy + DA,)

sendo A; = diag{6;1,...,0z N} € RV*N | Depois, substituindo $; = s; = 0 e 6m =0, =0,
parai=1,...,N [ou, Sy =S =0e Ay = A; =0 | obtemos (£.37]). [ |

Lema 4.4 (Condi¢do dinamica de rolamento apropriado). Para uma BMR com modelo
cinemdtico, como o0s apresentados na Tabela [2.9, a condicao dindmica de rolamento
apropriada € definida por

myTe(q,n,€) = Vi(q,n, p) + rm., Fy. (4.35)

Prova: Substitui-se diretamente $; = s; =0 e 6m =0,;=0[ou, S = S,=0eAr=A;, =0 ]

em (£33) para obter (433]). |

Observagdo 4.6 (Perda de tracio): Assumindo que F; = F}/" + FPin sendo F}'" a parcela
linear e F™ a parcela ndo-linear da forga F; [ no dominio de s e &, |, entdo a equacio (E35),
pela substituicao direta de Sy = S =0 e Ay = Ay = 0, permite observar que:

myTe(q,m,€) = Vi(gq,n, 1) 4 rm FM0,

A expressao acima confirma os argumentos da Observacao ou seja, a lei de controle
)
T. precisa de uma parcela nao-linear da forga de tracao, Ftnhn, para garantir a estimacao dos



4.3. Rolamento total apropriado 87

termos de maior crescimento. Tal parcela representa a quantidade adicional que compensa
as remanescéncias de deslizamento e é comumente conhecida como perda de tragio (Terry &
Minor 2008, Song & Boo 2004, Tai & Tomizuka 2000, Iagnemma & Dubowsky 2004).

Observagdo 4.7 (S; é uniformemente limitada): Pelas equacoes (3:39) e ([B40) é possivel
afirmar que a forca F, e a forca F, sdo uniformemente limitadas. Assim, ||F;|| < Y7 para
vVt > 0, sendo Y7 € IR4 um valor conhecido. Calculando a pseudo-inversa para o vetor Vi(q,n, 1)
podemos reescrever (£33]) como

St = (INXN - St) W(Qanaﬂ)‘/thr(q’ﬁ,ﬂ) - mst(QaUa5)Vz€+(Qa77aH) + Tm’yFt‘/lf+(q’77’/j’)'

Considerando-se que as condigbes limites para cada s; na Defini¢ao [3.4] sao satisfeitas, entao
podemos afirmar que ||S¢]| < Sr para V¢t > 0, sendo Sy € IRy um valor conhecido. Da
mesma forma, como foi indicado na Subsecao B.4.4 podemos afirmar que Tyin < 7o < Tmax, 10g0
IT-]] < Tr para Vt > 0, sendo Tp € IRy um valor conhecido. Agora, pela aplicagdo de uma
norma apropriada a equacao acima e o uso da desigualdade do triangulo obtemos:

I1Sell < 1(Ivxv = Se) Velasn, i) Vit (g, m, ) | + I Te(a,m, )Vt (s, )| + e B Vi * (a,m, )l
e pelo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz
1561l < 11Vt (a.m )11 V(g )1 (v = SO+ [lymVe* (g, m, i) 1Tz (g, . )l

+[lrm Vet (g, m, )| | F

ou ainda, como

+[lmy Vi (g, m, T (g s ) | + rmea Vi (g, m, ) [ F-

Pela Suposigao B e devido que & depende de fungdes harmonicas (verifique (2.31])), entao

Vi(g,m, 1) e Vit(q,n, 1) sdo limitadas, ou seja, |Vi(g,n, p)ll < Vi e [Vit(g,n, p)l| < V§, para
Vt > 0 onde Vr,V; € IRy sao constantes conhecidas. Assim, substituindo na desigualdade
anterior, obtemos

IS¢l < ViV + ViV St + m, Vi Tr + rm., Vi Yr (4.36)

0 que mostra que a matriz S; é uniformemente limitada.

Observacao 4.8 (V; é limitado pelas variagoes de deslizamento): A equacao (£32]) permite
observar que s; ¢ inversamente proporcional com a velocidade V;. Pela desigualdade Cauchy-
Schwarz sabemos que ||[Vi(q,n, 1)St|| < [|[Vi(g,n, p)|| ||St|, assim, pela aplicacdo de uma norma
apropriada em (£.33) tem-se que

1Vi(gm, 1) Sell = I[(Inxn — Se) Vila,m, ) — maTe(g, m,€) + rma || < Vil m, ) || 1Se]]. - (4.37)

Aplicando desigualdade Cauchy-Schwarz no membro direito de (£33]) também podemos
afirmar que

I(Inxn = So) Vilg:m, 1) = myTe(g,m,€) + rmy Byl < Ve + VoSr + myTr +rm, Yy, (4.38)
Agora, dividindo ([437) por (£38]), e manipulando algebricamente, obtemos
[Vila:m, )l = (Ve +ViSr +ma T +rmyYr) (S (4.39)

Novamente, pela Suposicao B e visto que £ depende de fungoes harmonicas | verifique
@30 ], ||Vi(g,n, p)|] < Vg para ¥Vt > 0, sendo Vg um valor conhecido. Dessa forma, pelo uso
de ([436]), também é valido afirmar que:

IVig,n, )| IS¢l < Ve (ViVe + ViV Sr + my Vi Tr + rma ViYr)
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ou

IVe(g,n, )|l < VRVE (Vi + VoSt + myTr + rmaYr) || S| " (4.40)

Unindo as desigualdades (.39) e ([.40) podemos concluir que a norma de todas as velocidades

nos centros das rodas tém um limite inferior e um limite superior governado pela norma ||.S||,
ou seja,

pullSell ™t < IVea. . )l < VaVipu 1Sl ™" (4.41)

onde p11 = Vpr + VSt +m,Tr +rm, Y.

A expressao ([£A41]) permite afirmar que se a norma das velocidades dos centros das rodas da

BMR permanece no limite inferior p11[|S;[| ™! ou superior VgViipi1|Se|| =", é possivel manipular
seu valor por meio do inverso da norma das variacoes dos deslizamentos.

Lema 4.5. ||Vi(q,n,p)|| € manipuldvel por ||S| se, e somente se

Vi # pu1 |1Se] 7L

Prova: Provando por contradi¢dao, quando
S -1
Ve =pu 1Sl

entdao VRV;ip11||Si]| =" = VAV;:. Por sua vez, de [@36) tem-se que pyy || S|~ > VL; Assim, a

desigualdade (A41]) pode ser reescrita como

1 2
= < [Vila,m, )l < VAV,
T
0 que representa um intervalo fixo ndo manipuldvel pela norma [|S;||. Dessa forma, por
contradigdo, Vg # p11 ||S¢|| 7L |
O Lema mostra que a méaxima velocidade dos centros das rodas nao pode ser uma

consequéncia direta da manipulacao de ||S¢||. Do mesmo modo acontece para as variagoes de
derrapagem, como serd visto a seguir.

Variagao Ot condigao de derrapagem apropriada na dinamica da roda

Levando em consideragdo os assuntos da Subsegao [B.3.1] a variacdo de derrapagem 0y ;,
associada como a i-ésima roda, pode ser calculado reescrevendo a equacao ([3.42]) sem as normas,
ou seja:

Vi
_ 3
Opi = ——. (4.42)
Vi
Diferenciando a expressao acima obtemos
5 o ‘/z,z‘/z - ‘/z‘/z,:v
0 — V2

(2
ou, manipulando algebricamente ' ' '
‘/iéa:,i = Viz — ‘/1633,1 (443)

Sabendo que V; £ Vi(q,n, 1), entdo a equacio (ZZ3) pode ser escrita em forma matricial
para N rodas como

sendo

Valg,m ) = [ Vig(gsmp) - Vna(g,n,p) " € RY,
Ay = diag {0z 1,...,0z N} € RYXN,

Pode-se se verificar que a equacao (£44) nao inclui a for¢a de tracdo F; das rodas e nao
depende da lei de controle flexivel [B.78). Nesse caso, as condi¢oes dinamicas associadas a
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derrapagem das rodas representadas pela condi¢cao dinamica de derrapagem ideal e a condigcao
dinamica de derrapagem apropriado sao as mesmas.

Lema 4.6 (Condigao dinamica de derrapagem ideal e de derrapagem apropriado). Para uma
BMR com modelo cinemdtico, como os apresentados na Tabela[Z2, a condi¢cdo dindmica de
derrapagem ideal ¢ a condi¢cao dindmica de rolamento apropriada sio definidas por

Va(g:m, p) = 0. (4.45)

Prova: Substituindo diretamente 4, ; = 6, ; = 0 em [@Z) obtemos (E45). [ |

Observagao 4.9 (Variagoes de V; pequenas = a derrapagens iguais): A expressao (45
confirma os argumentos da Observacao B.7 ou seja, o angulo de derrapagem ¢, nao é
suficientemente grande | no méximo 15° |. Dessa forma, V, pode ser desprezada, e como
Ve = V., entao V, também pode ser desprezada. FEsse argumento nos permite propor, por
meio de ([£42), que todos as derrapagens 6, ;, para i = 1,..., N, associadas com N rodas,
podem ser consideradas iguais sempre que as variagoes de V; sejam pequenas.

Observacao 4.10 (BMR tipo (3,0) precisa de derrapagem): Particularmente, para uma
BMR tipo (3,0) com rodas suecas, a condi¢ao dindmica de derrapagem apropriado conserva
a mesma forma da expressao ([@44), devido que 0,; # 0,5 # 0 [ veja Tabela 44l ]. Como
foi apresentando na Subsecao 231l a equacao (ZI12) modela o componente nulo da velocidade
de contato por meio do parametro v que caracteriza a direcao da roda padrao, no entanto os
movimentos nao-controlaveis dos rolamentos precisam contribuir com derrapagem para garantir
a omnidirecionabilidade, que é a principal caracteristica dessa BMR.

Observacao 4.11 (At é uniformemente limitada): Pela equacao ([8.42]) é possivel afirmar que a
forga A; é uniformemente limitada, ou seja, [[A¢[| < Dr para V¢ > 0, sendo Dy € R4 um valor
conhecido. Calculando a pseudo-inversa do vetor V;(q, n, 1) podemos reescrever (A33) como:

At == Vﬂ?(Qv mn, M)%+(Q7 mn, M) - At%(Qv mn, M)%+(Q7 mn, M) (446)

Pelos argumentos na Observacao [4.7] entao V}(q,n,,u) e Vit (q,n, ) sdo limitadas, ou seja,
IVi(g,n, )|l < Ve |Vit(g,m,p)|| < Vi3, para Vp, Vi € IRy valores conhecidos. Devido que
Vi =sind, ;V; entao Vi ; = dy5c080,;V; +sind,; Vi e

cosdgz,1 0 sindg,1 - 0

Vg, m, 1) = Ay Vilg,m, 1) + Vi(g,m, 1)

0 v COS O N 0 v sindg N

Sabendo que |cosd, ;| <1 e [sind,;| <1 e pela aplicagdo das desigualdades do triangulo e
Cauchy-Schwarz tem-se que

IVala,n, )| < 1AV + Vi (4.47)
Procedendo da mesma forma com (£40), e usando (£47), resulta em

A < Vit (gm, )1 Vi (g, n, )l + 11Vt (g, m, i) Vi (g, m, i) || A
< V¢ (IAIVe + Vi) + ViVeDr.

Finalmente, manipulando algebricamente, obtemos

V;VT + V;VTDT
- ViV

144 < (4.48)

o que mostra que a matriz A; é uniformemente limitada.
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Observacao 4.12 (V; é limitada pelas variagoes de derrapagem): A equagao (443]) permite
observar que ¢;, ¢ inversamente proporcional com a velocidade V;. Pela desigualdade Cauchy-

Schwarz sabemos que [[AVi(g, n, )|l < [Vi(g,n, )|l | A, assim, por aplicagdo de uma norma
apropriada em (£.44) tem-se que

IVig,n, )| 1A > ||Va(a,m, 1) — AVila, m, w)||- (4.49)

Aplicando desigualdade Cauchy-Schwarz no membro direito de (£44]) também podemos
afirmar que

ViV + VAV D . .
( (ALY ) T> Ve + Vo +VeDr > ||Va(g,n, 1) — AVilg,m, )| |- (4.50)

1— ViV
Agora, dividindo (£49) por (450), e manipulando algebricamente, obtemos

Vr + VTDT) 1A~

4.51
1 ViVr (4.51)

Vilaom 1)l| = (

Novamente, pela Suposigao B.7, e devido que £ depende de fungdes harmonicas | verifique
231) ] é valido afirmar que:

: VAV + VAVe D
HWWWNMM§W<TT TTT)

1— ViV

ou

(4.52)

ViV + ViV Drp f—
Hvt<q,n,u>usv3( Ve + Vi )nAtu 3

1— ViV
Unindo as desigualdades (LE5]]) e (.52) podemos concluir que a norma de todas as velocidades
nos centros das rodas tém um limite inferior e um limite superior governado pela norma ||A||,
ou seja,
prall Al 7t < (IVilg,m, wll < VeVipral| A~ (4.53)
Vr +VrDr

de prg = .
e PR = Ay,

A expressao ([A53) permite afirmar que se norma das velocidades dos centros das rodas da

BMR permanece no limite inferior p12||A;|| ™ ou superior Vg Viipia||A¢|| ™!, é possivel manipular
seu valor por meio do inverso da norma das variagoes das derrapagens.

Lema 4.7. ||[Vi(q,n,p)|| € manipuldvel por |A| se, e somente se
Vi # pia | A7

Prova: Provando por contradi¢dao, quando
Ve =pia | A7,

entdao VRV;p12l|As|| ™t = VAV Por sua vez de (@48) tem-se que piaf A" > 7. Assim, a
T
desigualdade ([A353]) pode ser reescrita como

1

T
0 que representa um intervalo fixo ndo manipuldvel pela norma ||At|| Dessa forma, por
contradigdo, Vg # pi2 || A¢]| 71 "

Observacao 4.13 (Deve ser garantido que ||Vi(q,n, )| < Vg): Os Lemas e L7 mostram
que a méxima velocidade total dos centros das rodas [ Vg | ndo pode ser manipuldvel pelas

normas ||S;|| e [|A;||. Nessa situacdo, a desigualdade ||Vi(q,n,u)|| < Vg se torna irrelevante
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devido que os valores que ||V;(q,n, 1v)|| deverd tomar, para poder ser manipulada pelas variagoes
de deslizamento e derrapagem, devem ser inferiores a Vg, ou seja [|[Vi(q,n, p)|| < Vg.

Da mesma forma que nos Lemas e £7 a composicao das variacoes de deslizamento
e derrapagem podem ser usadas para encontrar uma condicao plausivel sobre os valores que
IVi(a,n, )| deve tomar.

Variagao conjunta: composicao das derivadas $ e d,

O efeito total das variacoes de deslizamento e derrapagem podem ser resumidas por meio da
soma das desigualdades (Z41) e ([L53). Ou seja

r ... 1 1 w1 1 Lo—
SPulSl™! + Spuall A~ < Vil m )l < SVRViprlSul ™! + 5 VaVipral| A~

Nomeando v11 = 3p11, Y12 = 3P12, 121 = VRVim1 € Y22 = VeVjiy12 entdo

Y 1Sl ™ 4 vz 1A < IValg ms )] < o1 [1Sell ™ + a2 | A (4.54)

Da mesma forma que com as expressoes (L4 e ([AL53), a expressao (£54) permite afirmar
que se a norma das velocidades dos centros das rodas da BMR permanece entre o limite inferior,

Y11 [1SeI 71 +y12 [|A¢]| 71, e superior, o1 [|Se]| Tt 422 [|As]| 7Y, é possivel manipular seu valor por
meio dos inversos das normas das variacoes dos deslizamentos e das derrapagens.

Teorema 4.2. S€ ||Vi(q,n,p)|| € tal que os Lemas[{.5 e[4.7 sao satisfeitos, entdo ||Vi(q,n, p)||
¢ manipuldvel pela composicio de || A;|| e ||Si|| se, e somente se

Ve # S+ ma A7
Prova: Provando por contradicao, quando
Vi =71 196171 + vz Al (4.55)

entdo o1 [|Se] " + 22 |Adl| ! = V2V Por sua vez, pelo uso de [@36) e (&48) pode ser
verificado que 11 [|S]| 7" + y12 |A¢ 71 > VLT*

Da igualdade (A5D) tem-se que
. 1 .
1A= = = (Ve — ISl ™),
712

logo, a desigualdade (@54 pode ser reescrita como

2 22 722711 5=
e < Vit < 220 - (2200 ) gy (4.56)
T Y12 V12
Alternativamente, da mesma igualdade (£55]) tem-se que
. 1 —
1817 = = (Ve =l &™),
Y11

permitindo reescrever a desigualdade (£54]) como

2 Y21 (721712 A l—1
=~ Vi q, < R — — Y22 A . 4.57
7 < IWilam )l < 22V — (02— ) A (457)
Da nomeacao para os parametros vi1, y12, 721 € 22 pode ser verificado que
21 722 722711

V21712
= — = VRVp, —71 =0, e ——
Y11 Y12 Y12 Y11

—v22 = 0,
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assim, pela substituigao em (£.50) e (L.57), obtemos

2 *
7 S IVila,m, w)|l < VAV,
T

0 que representa um intervalo fixo ndo manipuldvel pelas normas [|A¢|| e ||S4]]. |

Seja considerado o sistema de coordenadas em IR? seguinte:

x1 = 1S (4.58)
Xz = || A7 (4.59)
x3 = [[Vill (4.60)

Definindo v{ = Vjpn e 75 = Vjpi2 no lado direito das desigualdades ([@L41) e (A53),

respectivamente, entao

5 — V H A ||— HLtH
S|~ > —H ¢ e A Ly W70
[Se]| 7 > Var [A ™ > Vs

Visto que [|[V|| < Vg entao [|Sy[| 71 = 1/47 e [|A]| 7t > 1/43, ou sejal,
1 1
X1>— and x2 > —.
71 Y2

Dessa forma, existem duas bolas fechadas B.x e B.s tal que
S e RN —B,. and A e RN - B, (4.61)

sendo B,» = (S, e RV*N|x1 < 1/7t} e By = {A; e RV xy < 1/93) [ veja Figura B35 .
Agora, seja definido o mapa x = [x1 x2 x3]’ como

Xe : [0, 7] — R (4.62)

Mantendo as variagoes de deslizamento e derrapagem nos conjuntos mostrados em (£.61]), o
objetivo da lei de controle auxiliar v* é, como consequéncia do Teorema [1.2] garantir que

Xe € Uv,

onde Uy é o espago confinado gerado pelo seguintes planos:

Ty x1=0
Ty x2=0
m: x3=20 (4.63)

T ioX3 — Y21x1 — Yeex2 =0
T2 X3 — Y1ix1 — Yizx2 = 0.

Agora, a necessidade posterior serd analisar como garantindo a permanéncia de y. em Uy
pode ser feita a sintese da lei de controle auxiliar modificada ([£4]).

4.3.2 Formulacao de v* = A 'v: utilizacdo das variacbes de deslizamento e
derrapagem.

Dado que a lei de controle auxiliar modificada (£4) tem o objetivo de mitigar as
remanescéncias de deslizamento e derrapagem por meio da reducao da velocidade V; entao a
equagao ([E2) pode ser reescrita como

0= 5) [ v W dr+ A@en = Sla) [ Ao a+ A@en (4.64)

®A mesma expressio pode ser obtida definindo ~f = ViVr + ViVeSr + ma ViTr 4+ rmaViYr e v5 =

VAVr+VAVe D - i ¢
— v, - nas expressoes ([#£38) e ([@4]), respectivamente.
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St T2 A,

RNXN RNXN

RN — B . RN — B_.
1 2

Figura 4.5: Representacio gréfica do Teorema Como consequéncia de (£E63)), o plano, m1, é definido por
Ve[| = 721 ]|Sel| 71 — 722 ]| Ae]| ™" = 0; e o plano, m2, é definido por [[Vi]| — 711 [Sel| ™" — 712/ Ae]| 7" = 0. As regides
planas na cor cinza representa os conjuntos em (LG1).

devido que 1 = v* [ veja (@IT]) |.

Comparando as equagoes (2.31)) e (B.0) é possivel notar que S(q)n = ¢ e S(q)n = ¢— A(q)ep,
respectivamente. Ou seja, na hipdtese de que as restrigoes cinemadticas sejam violadas o modelo
cinematico de configuracao S(q)n estara representado pelas coordenadas aparentes generalizadas
de velocidade, denotadas por ¢ — A(q)ep. Assim,

S(a)n = d— Alg)en 2 q, (4.65)

onde g representa as coordenadas generalizadas aparentes.

Proposicao 4.2 (Convengao sobre as coordenadas generalizadas aparentes). Sejam
consideradas a sequintes regras de motagdo para varidveis aparentes em uma BMR que se
movimenta com deslizamento e/ou derrapagem:

i) O wvetor de coordenadas generalizadas q serd substituido por q. Consequentemente, todos
os componentes do vetor q [veja Defini¢aol2.2 | terdo wma barra [~ | para denotar que sao
varidveis aparentes [ por exemplo,  serd &, 0 serd 0, B;, serd j;., etc |.

ii) Qualquer fungdo que tenha dependéncia explicita do vetor q, ou algum de seus elementos,
terd dependéncia explicita de q, ou de seus elementos [ por exemplo, S(q) serda S(q), h.(z)
serd h,(z), etc |.

Observacao 4.14 (Modelo aparente de configuragdo cinemadtica): Da mesma forma que
com a equacao ([L2), a equagao (L6 representa duas parcelas: a contribuigao definida pelo
termo A(q)ep apés aplicar a lei de controle flexivel (B.78) e a contribui¢ao definida pelo termo
S(q) fot v*(A) dX apds aplicar a lei de controle auxiliar modificada (44]). Dessa forma, para a
sintese da lei de controle auxiliar modificada, mais especificamente, da fungdo de ponderagao
A, sera considerada a convencao da Proposicao tal que (A.64]) pode ser reescrita como

lI>

i - Algen=50) | "o (N dr = S(@) / "AZ() dA. (4.66)

Em posse da equacao (€.60) podemos denotar 5 como
. t
=51 [ Ao i (467
0

sendo S)(q) € R**° uma submatriz de S (q), devido que ¢ € z [ veja (Z31) |.
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Com o objetivo de conseguir uma expressao formal para a funcao A, vamos assumir que o
Teorema, é satisfeito e que a norma escolhida seja a norma induzida para matrizes, definida
como

IA] = [omax (AAT)]?,

onde A representa uma matriz qualquer e opax(-) representa o méximo autovalor da matriz
contida entre parénteses.
Com a expressao ([L67) e a Suposigao 3.7 podemos verificar que

t t T 1/2 - oN71/2
[u« (sl@ /0 AZ1o(A) dx ( /0 Aglvwdx) sﬂq))] — Vitam. ) = [ix (£€7)]

Entretanto, visto que [|V;|| representa a norma induzida de V;, pelo uso da da Suposicao B.1
tem-se que ||V;|| = V/N||Vi||. Assim, pelo uso de @B0), x5 = VN||Vj| e

1/2

x5 = VN [tr (sl(q) /0 "AZTu() dA < /0 Ao d)\)TSIT(q‘)>] . (4.68)

Suposicao 4.1. Para a trajetoria de referéncia definida em ([E23), com yiref(t), yoret(t),
Uoref(t) limitados para ¥ t, sendo yaref(t) integrdvel; sempre que o Lema[{.9 e o Teorema [{.]]
sejam satisfeitos quando aplicada a lei de controle auxiliar modificada (A4 e as condigoes de
rolamento apropriado [ Condigao [{-1] ] sejam violadas, entdo o mapa xe permanece no espago
confinado definido por (LG3) tal que x3 = ||V¢|| < Vg, onde Vg > 0 € uma constante conhecida.

O fato do mapa x. permanecer no espago confinado [ definido por ([@G3)) ] significa, como
consequéncia da Suposicao A1l que x3 esta limitado pelos planos 71 e my. Assim, redefinindo
i1 & N~Y290, y19 £ N7Y2915, 901 2 N7V295 € q00 2 N71/279;, temos

{ Y11X1 + Y12X2 € m2
X3 =

4.69
Y21X1 + Y22X2 € m ( )

De outra forma, pelo uso ([£.68), tem-se que
1/2
Y21X1 + Y22X2 €m

N (51((1) /Ot A-1o(A) dA </Ot A lo(\) dA)Tng(Q)H
(4.70)

Na Figura 4.6 é representada a situacao da Figura pelo uso da norma induzida para
matrizes quando N = 2 e N = 3. Devido que Sy e A; sdo matrizes diagonais a norma induzida
se comporta como a norma do maximdd, tornando as bolas B,: e By; como quadrados [N =2

_ { Y11X1 + Y12X2 € m2

] em IR? ou como paralelepipedos [ N = 3 | em IR3,
Agora, seja considerado o sistema de coordenadas em IR? seguinte:

xii = (187 (4.71)
X2;i = 0z~ (4.72)
xsi = [IVill- (4.73)
Sejam definidos N mapas xc; = [ X1, X2,i ngi]T, parai=1,...,N, como:
Xei:[0,T] = R’ (4.74)

Visto que x3 = [|V;]| entdo, pelo uso de ([L.73)), x3,; = X3-

Suposicao 4.2. Para a trajetoria de referéncia iy = [ Y1 ref yl,ref]T, sempre que a Suposicao
[{1] seja satisfeita quando aplicada a lei de controle auziliar modificada (L) e as condigoes

SGeralmente denotada como || - ||max-
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(b) Representagao da Figura 5] para N = 3.

Figura 4.6: Representagio gréafica do Teorema[d2 para N =2 e N = 3. As regides planas na cor cinza representa
os conjuntos em ([@BI) para R? e IR?.

de rolamento apropriado [ Condigdo [{.1] ] sejam violadas, entdo existem wm limite superior e

inferior definidos pelos planos 71 ; e mo;, associados com a i-ésima roda, tal que
Y11X1,i T V12X2, € o

_ ; , ’ 4.75

X3, { Y21 X1, T V22X2,i €M ( )

Embora a Suposicao[£.2 seja similar ao sistema definido por (£.70), ambos diferem na explicita
relacao entre a velocidade e as variagdes de deslizamento e derrapagem. Em (£.75]) hd uma relacao
para cada roda e em (£170) ha uma relacdo para as variagdes de deslizamento e derrapagem da
BMR em geral. Nao obstante, a fim de encontrar uma expressao para v*, aqui serd proposta

uma forma equivalente para (IEI) em termos de St de At que garanta a ex1sten(:1a do sistema

(@T0).

Lema 4.8 (Lei de controle auxiliar v* usando variagoes de deslizamento e derrapagem). Se
a trajetoria de referéncia definida em ([@23) € tal que Y1 rer(t), Y2ref(t), Yoref(t) sdo limitados
para ¥ t, e Yo ef(t) € integrdvel, entao uma solug¢do para o problema de sequimento de trajetoria,
quando € aplicada uma redugdo na aceleragao da BMR como indicado na Proposi¢do[{.1}, € a lei
de controle auziliar

v* = hyv+ 5777, (4.76)
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onde ) )
hy = [Adl + 119 = xi +x2 (4.77)
se, e somente se
x1=|AST +1 (4.78)
x2 = ||S A + 1. (4.79)

Prova: Na Suposicao [£.2 pode ser notado que tanto x1,; como x2; tém uma relacdo diretamente
5 1,2 2.1 Y

proporcional com x3;, 0 que significa que ||3;|| e ||dz,]| sdo inversamente proporcional a ||Vj]|.
Assim, é esperado que um apropriado aumento de [|$;]| [ ou [|05|| | possa diminuir, quando
seja necessario, a velocidade do centro da i-ésima roda, ||V;||. Com relagao a esse argumento,
podemos dividir a influéncia dessas normas sobre a velocidade V; em duas contribuigoes: pelo
deslizamento e pela derrapagem.

Vejamos o caso x3,; € ma,; em (4L.70]), sabendo que x3; = X3 € usando a Suposicao 3.7 Assim,
multiplicando ambos lados por x1,; obtemos

1 1
X4 A/t (5 §T> = 51+ 57X, ZX2 i (4.80)

2

ou, manipulando algebricamente,

- - 1 1
\/tl“ (xljfxl}fST) =5+ 5712)(1,@1962,1-

ou, pelo uso do sistema de coordenadas (£L.71)-(£.73), como

o (I BET) = S + Sialslldul = (181)
A equagao ([£80) para N rodas pode ser escrita como
[ Isall |
: Y11 + 712 0
sall -0 el
o |y fe(ge) = : : S (482)
0 - |
oY S ]
i 12,1
Sabendo que ||51]] = |51, .-, [[55]| = |$n], € [021]l = 1021, -, |0z = [0z entdo o lado
direito de (4.81]) pode ser reescrito como
o mzlglizlldzllz" 0
Y1+ 7121t A7 = ||y dnsn + ;
0 m2lénll2ll6z, ]!
| sall -0
156 = :
N Ol
Dessa forma, (£.81]) pode ser reescrita para N rodas como
o (IBEISHET) =1 + 2l A7 (18)

Da mesma forma que com (£L60), a equagdo (A2) pode ser reescrita considerando a
Proposicao e o vetor £ como

€= S1(q) /O v(\) dA (4.84)
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onde S;(q) € IR¥*% ¢ uma submatriz de S;(g). Logo, substituindo @84) em [@83) tem-se que

t t T 1/2
tr <51(Q)||5t”/0 v(A) dA (HStH/O v(A) d)\> SlT(CJ))] =711 +712||5t At_1||~ (4.85)

Agora, ao invés de multiplicar ambos lados de ([@.75) por x1, seja multiplicado por x2,. A
manipulagao da norma [|A||, da mesma forma que foi feito com a norma ||St||, leva a

t t T 1/2
[tr (smq)HAtu /0 v(A)dA<HAtH /0 v<A>dA) s?@)] = il A Sy Ml + 2. (4.86)

Similarmente, para o caso x3; € 7, tem-se

t t T 1/2
[tr (Sﬂq)nstu /0 v(A)dA<us‘tn /0 v<A>dA) Sﬂq))] o allS AT s (487)

. . T 1/2

[tr (Sl(Q)HAtH/ v(A) dA (HAtII/ v(}) d)\> SlT(CJ))] = o1/ A S7 Iz + 722 (4.88)
0 0

Somando (£.85) com (4.80) e ([487) com (£]8) obtemos

[tr <S1(Q)hw /Otv()\) d\ (h7 /Otv()\) d)\> SlT(q)> 1/2

m (JAcST 4+ 1) + e (1047 +1) em
s (A0S +1) 492 (IS AT +1) e,

T

(4.89)

sendo ) )
hoy = [[ Al + [[S¢]]- (4.90)

Comparando o lado direito de (£69) com o lado direito de (£.89) sao deduzidas as expressoes
(£78)) e (£79). Por outro lado, para que o lado esquerdo de ([A89) seja igual ao lado esquerdo

de (A7T0) é preciso, por analogia, que

h., /Otv()\)d)\:/ot A o) d.

Diferenciando com respeito ao tempo ambos lados da equagéo anterior e substituindo
fg v(\) dX por n é confirmado que
Ao =hov+ hvn.
Finalmente, pelo uso de (@), a prova finaliza. [ |
Observagao 4.15 (Condicao de linearizacao modificada usando h.): E possivel observar, em
posse do Lema L] que a velocidade da BMR tem uma forte ligacao com a funcao h., [ que contém

as composigoes totais das varia¢oes dos deslizamentos e das derrapagens |. Para compreender
melhor, seja substituida a relagao v = 7 [ Observagao [Z0] ] em (L70) e simplifiquemos até obter:

. d
Ut = hyn 4+ han = — (hym)
dt
no entanto, definindo n* £ h.n e, sabendo que v* £ A v [ equacio (@F) |, a equagio (EII)

pode ser reescrita como:
vt =n". (4.91)

A equagao (L9T)) representa, de forma andloga, os argumentos da Observagao Ou seja, a
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substituicdo da lei de controle auxiliar modificada ([4.4) em (2.44]), garante que a condigao de
linearizacao definida por (AI]]) seja satisfeita.

Substituindo (£70) em ([4.I2) a nova lei de controle por realimentacao de estado nao-linear
para assegurar o seguimento de trajetéria na BMR, na sua versao rigida, é definida por

r(@) = [ST(@B@)] " {57 (0) [M@)S(@)h A% (=) (hues(t) = Krh(1)

aSS(q)n} n—C(q, S(Q)ﬁ)] }

_KQ}LL(t) - Av(z)n(t)) + M(q) [S(Q)hw + dq
(4.92)

Usando o Teorema [£1] pode ser mostrado que * e a diferenca u — H(gy*, w1,t) permanece
limitada. Dessa forma, as aproximacoes

7 (t) = e"'g*(0) + O(e)
p(t)—H(y", wy,t) = f(t*) + O(e)

sao satisfeitas uniformemente com respeito a T, para V¢ € [0,T], T € IR, se, e somente se o
sistema definido por (£19) - ([4.22) é incrementado em uma dimensao adicional, como segue:

2= S1(q)n+cAi(q)n, (4.93)
w1 = Sa(q)n + eA2(q)p, (4.94)
i = [ W) + LoyxasS] n+ by [WH@) + WE(@)] 1+ 1 Wi o), (4.95)
hy = ¢, (4.96)
efr = Go(q)n + [eG1(q) + G2(@) p + G3(g)T (4.97)
onde o
Za (g*7wlvu7€7t) = [ a—ZZAl(q)EM ]
5b (y*a wi, W, 6)
com

M| =

{ (hWWé’ n Lng(st) n+ hy [aW{’ n WQ”} - (hyWé’ + IédXzSdC) 7

oA,
—hszbu} + { o Al(Q)u} "

b(y*7wlvu7€) = AU(Z)

e Is,xs5, ¢ uma matriz identidade com dimensao 52.

O Lema [£.§ nos fornece uma estrutura formal sobre como deve ser sintetizado um esquema
de compensacao de escorregamento para que a lei de controle auxiliar modificada (£4]) use
informagao das variaces do deslizamento e da derrapagem. Entretanto, a forma em que essas
variagoes serao estimadas representam um desafio de cdlculo que serd abordado na secao seguinte.

4.4 Técnica de compensagcao para as remanescéncias de
deslizamento e derrapagem

Como foi dito na Observagao [0l e apoiado na literatura existente, uma forma comumente
denominada aos efeitos decorrentes das remanescéncias de deslizamento e derrapagem é a perda
de tragao (Terry & Minor 2008). Na perda de tracao as forcas F,, ou F,, sao incapazes de
compensar a forga aplicada pela roda, logo um dos casos (8:32) ou (3:33) na Defini¢ao B4 pode
acontecer. Levando em conta o Lema 44 o Lema 6 a Observacao e a Observacao [4.9]
podemos dizer que a quantidade Ftnlin representa a parcela de forca associada com a tracao
perdida. Como foi argumentado na Observacao 1], os modelos atuais reduzem as forcas de
tracao para modelo lineares, no entanto em aplicagoes automotivas e de robética mével tem se
tornado imprescindivel 4 mitigagao da perda de tragao (Song & Boo 2004). Entre tais aplicagoes
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é muito comum encontrar controladores projetados sobre as dinamicas do deslizamento e a
derrapagem, o que inclui por sua vez as variacées S; e A;. Na comunidade automotiva e de
robotica mével sao conhecidas propostas de controladores para compensar a perda de tragao
[ por exemplo, freios ABS [ do inglés Antilock Braking System |, hibridos de légica fuzzy e
modos deslizantes, ou hibridos de perturbagoes singulares e modos deslizantes, etc (Song &
Boo 2004, Hamerlain et al. 2005, Unsal & Kachroo 1999, Iagnemma & Dubowsky 2004, Tai &
Tomizuka 2000) .

Para aplicacoes com BMRs a baixas velocidades uma proposta presente na literatura
relacionada foi usar as variacbes de deslizamento e derrapagem para modelar a dinamica
das forcas de tracdo e por meio de estimadores nao-lineares fazer a realimentacao no laco
fechado ( Unsal & Kachroo 1999, Unsal & Kachroo 1997, Hamerlain et al. 2005, Tsai et
al. 2007). Ja em outras propostas baseadas em métodos de controle de modos deslizantes foram
projetadas restrigoes deslizantes para garantir que dois termos, diretamente relacionados com
St e At, chamados de velocidade de deslizamento na roda e aceleracdo do deslizamento na roda
[ conhecidos em inglés como wheel slip velocity e wheel slip acceleration, respectivamente |,
possam definir uma vizinhanca onde a perda de tracao acontecia. Dessa forma, pelo uso de
estimadores paramétricos seriam calculados os valores de velocidade de deslizamento na roda e
aceleragao do deslizamento na roda desejados (Terry & Minor 2008). Os mesmos termos podem
ser associados com a derrapagem [ velocidade de derrapagem da roda e aceleragdo de derrapagem
da roda ], no entanto, pelo uso da Observagao [£.9) as variagoes associadas com a derrapagem
podem ser despreziveis. Contudo, o controle por modos deslizantes tem se tornado invidvel por
causa da trepidacdo | em inglés chattering | inerente & comutagao da lei de controle baseada
nesse método (Unsal & Kachroo 1999, Chwa 2004, Keighobadi & Mohamadi 2011, Aithal &
Janardhanan 2013).

Nesta Secao serao encontradas e estudadas expressoes formais para Sy e A; que permitam
construir a lei de controle auxiliar modificada (.4) por meio da funcao h, do Lema EJ e
finalmente a sintese de um esquema de controle para compensacao das remanescéncias de
deslizamento e derrapagem.

4.4.1 Critério de rolamento baseado em At e S’t

Antes da sintese de um esquema de compensacao, primeiramente, o conceito de forca
aparente serd usado para assumir que as coordenadas generalizadas sao em realidade valores
aparentes e uma consequéncia de erros produzidos no esquema de controle devido a presenca
das remanescéncias de deslizamento e derrapagem nas rodas. Secundariamente, utilizando
as coordenadas generalizadas aparentes, serao definidas condicbes sobre a variacao das

remanescéncias a fim de fazer a sintese da lei de controle auxiliar modificada (£.4)).
—1

Do Lema [£4], podemos multiplicar por m: em ambos lados de (435]) para obter:

r (G, e) — Fy = (rma) T Vi@, ). (4.98)

A quantidade %Tg(q, 1, €) representa as forcas reais nas rodas da BMR e a diferenca %Te(q, n,€)—
F; representa as suas forcas aparentes.

Definicao 4.1 (Forga aparente nas rodas (Ferndndez et al. 2015d)). Sejam definidas as forcas
aparentes de uma BMR com N rodas como

1.
é ;Te(q77]7€) - F1t

F
onde F € RN contém as N forcas aparentes.

Pelo uso de (£98), a Definicao 1] pode ser expressada como

F = (rmy) " Vi(g,m, 1) (4.99)

Visto que a expressao ([{.99) (consequéncia do Lema [£.4]) estéd diretamente relacionada com
a condicao de rolamento total apropriado s = § =0, 6, = 0, = 0 [ Condigao [£1]] e com o fato
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Vi = Vi (Observagao B.17) na i-ésima roda, entao, pelo uso da expressao ([3.41)), concluimos que
VirViy=rdi. (4.100)
Consequentemente, ([4.99) pode ser reescrita como

F=m'(qn,n). (4.101)

Condicao sobre a variagao das remanescéncias, A; e S;

A seguir serd generalizado o método presente em (Ferndndez et al. 2012, Fernandez et al.
2013, Fernandez et al. 2014a) para os cinco tipos de configuracoes cinematicas apresentadas na
Tabela Nesse método as coordenadas generalizadas aparentes sao utilizadas para impor
uma condicao sobre o calculo das matrizes Sy e Ag.

O célculo baseia-se na utilizacao da regra da cadeia para a diferenciagao nos mapas que

representam as forcas aparentes Fj, para i = 1,..., N, na Definicdo £l Dessa forma, sejam
consideradas as seguintes derivadas no dominio do tempo:
dsi < . d(sg[;Z 2
s$i=—=F e 0pi=—%20F
dF; dF;

ou substituindo ([@I0T]) para a i-ésima roda,

. ds; _qe. . _
Si:—fm'yl(loi(qan) e Oz = T ©i(qm). (4.102)

7 %

Com o objetivo de representar as posicoes angulares contidas no vetor ¢ em termos das
coordenadas aparentes ¢ e 1 é preciso levar em consideragao a seguinte proposicao.

Proposigao 4.3. Para toda BMR, de N rodas, grau de manobrabilidade 0, e grau de
direcionabilidade 64, com remanescéncias de deslizamento e derrapagem no sequimento de uma
trajetoria, as coordenadas generalizadas aparentes, representadas por q, estao relacionadas
com as velocidades das rodas, contidas no vetor ¢, por meio de uma transformag¢do no marco
local {R}. Seja essa transformagao definida por

¢ =Ma)a,
onde A(q) = [ DpS(Be) Onxs, | ST(q) € RN BHotNotN),
Prova: Da equacao (4.60) tem-se que
Sla)n =q, (4.103)
e da equagao (23])) tem-se que
¢ =[ DyX(Be) Onxsy Im,

sendo D, e 3(f3.) os termos apresentados na equagao (2.30) e na Tabela 2] respectivamente.
Calculando a pseudo-inversa de | D¢E(ﬁc) Onxs, | na equagao anterior e substituindo em

(£103]) obtemos
Cj: S(Q)[ Dcpz(ﬁc) 0N><5d ]+Sba

ou, calculando a pseudo-inversa de S(q)[ DyX(B8:) Onxs, |7,

¢ =[ DyX(Be) Onxs, ]ST(0)7 = Aa)d-
A prova é finalizada pelo uso da Proposicao para A(q). [ |

Um termo em comum para as expressoes de $; e d,; em ([LI02) é ¥,;(q,n), conhecido na
literatura como arrancada [ em inglés jerk |. A arrancada estd diretamente relacionada com o
impulso de cada uma das rodas, assim, o objetivo para estabelecer uma condicao sobre a variacao
das remanescéncias de deslizamento e derrapagem nas rodas é expressar a arrancada em termos
das coordenadas generalizadas aparentes.
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Pelo uso da Proposicao observamos que a segunda derivada de ¢ é

¢ = M@ + M@,
e derivando novamente a expressao anterior obtemos
b= AMg)g+ 20+ AQ)G-

Por se tratar de movimentos acelerados e desacelerados as arrancadas em qualquer das
varidveis presentes no vetor g sao tao pequenas que sua contrlbulgao para a modelagem do vetor
¢ sao despreziveis. Dessa forma, o vetor ¢ na equacio anterior serd desprezado, resultando em

@ = Ag)G+ 209G (4.104)

s 2
OndeA() 0+Zz 185 ﬁzc+Zz 135 A Bi,; e Alg) = 8t860+ 0+Zz 1a?aé\ Bic +

N _OPA
ZZ 1 86 Blc + ZZ 1 8t85 Blo + ZZ 1 86 IBZO
Definindo agora as matrizes

d d dd, do,
A = 1d1ag{ L ‘fN}eIRNXN e Agzmvldiag{ el :N}e]RNXN,
dF1 dFN dFl dFN

e pela utilizacao de (4J04]), é possivel postular as seguintes igualdades relacionadas com (£I02):

Siln = AA(g)G + 28 A(q)d (4.105)
Aly = A (q)q + 282M(9)g (4.106)
sendoly =[1 ... 1]7 e RN. As equagdes [@I0F) e [@I06) sio a representacio compacta

das variacoes de deslizamento e derrapagem, respectivamente, que inicialmente foram formuladas
para a i-ésima roda em (£I02]).

Observacao 4.16 (Representacao das remanescéncias usando Sy e A;): O uso da Suposigao 3.6
permitiu que as forgas de tracao fossem modeladas por mapas lineares. No entanto, tal suposi¢ao
incorreu em que a lei de controle flexivel (B.78) nao compensasse completamente as influéncias
do deslizamento e a derrapagem, se tornando imprescindivel a presenga de remanescéncias |
Observagao e Observagao |. Visto que durante as remanescéncias s; > 0 [ ou s; < 0 |
edy; >0[oud,; <O0], parai=1,..., N, entdo uma outra forma de representa-las é

St#o e At;«éO

Lema 4.9 (Desigualdade das variagoes S, e At). Para uma BMR que se movimenta sobre uma
trajetoria com remanescéncias de deslizamento e derrapagem, € valido que

[ “|‘§tt’|’| } = [ o ]gf (4.107)

onde oy, g > 0 sao wvalores conhecidos e g. > 0, para ¥Vt > 0, é uma funcdo conhecida e definida
por

9: £ 9:(a,4) = |1A(0)d + 27 (9)]]- (4.108)
Prova: Pelo uso estratégico da Observacao [4.16 é possivel verificar que as matrizes A1 e Ay sdo

funcoes nao-nulas e constantes na presenca das remanescéncias.
Seja considerado que o (i,i)-ésimo componente da matriz A; [ ou A | tem a forma

- d:cl
i dF;

onde z; pode ser s; [ ou 6., ]. Se, para algum ¢ = 1,..., N, a expressdo acima for diferente de
zero entao podemos afirmar que A; # 0 se z; = s; [ ou Ay # 0 se z; = 05, | para S; # 0 e
Ay # 0.
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A priori, podemos afirmar que se gf: = 0 para V z; # 0, entao jf:j_ # 0 para Vzx; # 0 [ onde

K3
x; # 0 é uma representagao das situagoes s; # 0 e d,; # 0 associadas com as remanescéncias de
deslizamento e derrapagem |.

Pela Definicao [£.]] tem-se que

~ 1
F; = —Tie — F;
r
ou ainda, pelo uso de (B78) e a fungao definida em (3.45]), como

|
Fi=- (rio(@) +emin(2) + e¥mia(@) + .

o+ NN, (2) — (Gs; + Do) . (4.109)

Derivando (£I09) com relagao a x; obtemos

8E N 1 67‘1‘,0 87'@'71 267'1‘,2 N, 87—@',NT 8
(%vi_r(@xi—i_gaxi—i_g axi+“'+€ 0x; 0x;

para x; # 0. Das equagoes (3.65]) e (B.88]) observamos que

i _g, 0<j<N,.
61‘1‘

(GSZ‘ + D(Sx,i)

dado que para algum 7; em (B.88) e para 79 em (B.65) nao existe uma dependéncia explicita de
s; ou 9z 4. Por outro lado,

0 G, x;,=s;
axi (GSZ + D(sx,z) == { D’ T; = 5:E,i )
e finalmente ~
F _ .
gm = { _g” iz _ gz para x; # 0.

Com a equacgao acima pode ser afirmado que como gfj # 0 para Vx; # 0 entao j—% = (0 para
Vz; # 0. Observemos que

1 _
-G Ti = S

d .
Y _ { 1 para  z; # 0. (4.110)
dF; —5> i =0z

Dessa forma,

L 0 L 0
G D
Alz_m’;l ERNXN e AQZ—m,;l EIRNXN
1 1
0 - & 0o - 3
para s; # 0 e 6,; # 0. As matrizes anteriores mostram claramente que A; e Ay representam
matrizes definidas negativas constantes. Sendo assim, ||A1]| = (m,G)~! e ||Az| = (m,D)~!

Pelo uso de (£I05) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

1S 1N = [A1A(q)g + 21 A(q)d]| < (myG)H[A(g)d + 2A(q)dll,
ou [ visto que g. £ ¢-(q,q) = HA(C])G—F 2A(q)(7H ] como

1S 1]l < (m\G) g (4.111)
para S # 0.
Procedendo da mesma forma com (4.I06) obtemos
Ay < (myG) g (1112)
para A; # 0. Por tltimo, definindo a; = (m,G)™! e ag = (m,D)~! em @II) e EIL2),
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respectivamente, a prova é finalizada. |

Em posse do Lema 9] uma condicao sobre as variacoes de deslizamento e derrapagem nas
rodas pode ser compactada no teorema seguinte:

Teorema 4.3 (Condicao sobre a variacao de deslizamento e derrapagem). Para uma BMR
que se movimenta sobre uma trajetoria com remanescéncias de deslizamento e derrapagem, uma
condi¢do necessdria e suficiente para garantir ||S¢]| =0 e ||A¢| =0 €

ge = 0. (4.113)

Prova: Os valores das variacoes das remanescéncias de deslizamento e derrapagem, $; e 6m,
podem ser compactadas pelas matrizes S; e Ay, respectivamente. Tais matrizes, pelo uso da
Condicao B, devem satisfazer que Sy = 0 e A; = 0, o que equivale, pelo uso da norma
induzida para matrizes, a ||S¢]| = 0 e ||A;]| = 0. Agora, de (@IO7) podemos afirmar que
Sl = 0 e [|A¢]| = 0 se, e somente se, g. = 0. |

Observagao 4.17 (Satisfagdo da condicdo de rolamento total apropriado): Nota-se que
o Teorema [£3] representa uma condicdo necessiria e suficiente para a satisfacdo parcial da
condigao de rolamento total apropriado [ Condigao 1] ]. Entretanto, como serd apresentado
posteriormente, por meio dos argumentos da Observagao [ St # 0, Ay # 0] e o Teorema
A3l serd feita a sintese de uma lei de controle auxiliar que terd como objetivo principal atingir
as condigoes Sy = 0 e A; = 0, o que completa a satisfacao total da condigdo de rolamento total
apropriado.

Nota 4.1: Para a configuracio da BMR tipo (3,0) com rodas omnidirecionais o Teorema [{.3

equivale unicamente o condigao ||St|| = 0. Dessa forma, g estard relacionada unicamente com
o deslizamento.

Nota-se que a condi¢cdo no Teorema depende de ¢ e . Mas as quantidades que sao
usualmente medidas, em casos praticos, sao as coordenadas generalizadas aparentes ¢ e as
velocidades generalizadas aparentes ¢. Nao obstante, usando ¢ = S(q)n [ equagao (LB5) | e
a Proposicao 2, ¢ pode ser obtido de n e ¢ como segue:

. [%ﬁ?(j} n+ S(@)m,

LS

o que permite reescrever (LI08]) como

o = |[@i+ 24 | 52| 0+ 2@sian]| (1114)

devido que 7 = v [ Observagao 2.0 |.

Evolugao de g.: simulagao e interpretacao do Teorema

A fim de observar a evolugao da composicao total das variagoes de deslizamento e derrapagem,
a equagao ([AIT4) serd usada para verificar a utilidade do Teorema [£.3]

Na Figura .7 pode ser observada a evolucao de g. para a BMR tipo (2,0) no seguimento
de uma trajetéria com forma de losango | com ambas diagonais iguais a 6.28 m | durante 4.519
s para ||Vi|lmed = 1.18 m/s e ||Vi|lmed = 2.36 m/s. A configuracao usada para lei de controle
flexivel (B78) e a lei de controle auxiliar (3.:64) foram ajustadas como no Caso 11 da Tabela
A matriz A(q) para a BMR tipo (2,0) é

rsinf _rcos® _ _ br 1 + b2 b2 _ 1
A(G r242 r242 262472 242 " 202442 202492 242
(@) = o ] ) )
_rsin® rcosf _ _ br b 1 1 4 b
r242 r242 262412 202472 242 r242 ' 282442

"Devido a ser o melhor caso de desempenho do controlador, IAE,, = 0.1427 e IAE,, = 0.0015.
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Figura 4.7: Evolugdo de g. durante o seguimento de trajetdria para a BMR tipo (2,0) com lei de controle flexivel
B18) quando ||Vi||mea = 1.18 m/s e [|V;|/mea = 2.36 m/s.

Nas Figuras e pode ser detalhado que existe uma coincidéncia temporal entre
os picos de g. e o desvio significativo de trajetoria quando a BMR passa pela primeira esquina
do losango. Ou seja, as condicdes ||Si|| = 0 e ||A;|| = 0 deixam de ser satisfeitas com maior
notoriedade na esquina do losango [ veja Observagao |. Confira-se simultaneamente que V;
sofre alteragoes no mesmo instante de tempo em que essas condic¢oes sao fortemente violadas.

Por outro lado, o aumento de ||V;|| a 2.36 m/s, que implica um maior deslocamento e um
maior desvio no seguimento da trajetéria [ veja Observagao 1] |, incorre em um maior nimero
de picos de g. devido que a BMR consegue passar por duas esquinas do losango e experimentar
dois desvios significativos | veja subfiguras da Figura e da Figura ]. Os mesmos
resultados podem ser observados para a BMR tipo (3,0) no seguimento da mesma trajetéria com
forma de losango durante 4.519 s para ||V;||meqa = 1.18 m/s e ||V;||mea = 2.36 m/s. A configuragao
usada para a lei de controle flexivel (8.78)) e a lei de controle auxiliar (8.64) foram como no Caso
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48 da Tabela A matriz A(q) para a BMR tipo (3,0) é

r (sin 6—+/3 cos ) r (cos 64++/3 sin é) br b2 2 1 b2 1 b2
27243 27243 32472 302472 27243 21243 362472 27243 3b2472

A(Q) — 27 sin 0 27 cos @ __br 1 b2 N 1 b2
27243 27243 3b2472 27243 302472 3b2472 29243 27243 302412

r(sin 643 cos §) 1 (cos 6—+/3 sin ) br 1 b2 1 b2 »2 2
27243 27243 32472 27243 302472 20243 362492 3b2472 27243

Da mesma forma que com a BMR tipo (2,0), nas subfiguras das Figuras e nas
subfiguras das Figuras pode ser detalhado que existe uma coincidéncia temporal
entre os picos de g. e o desvio significativo de trajetéria feito pela BMR quando passa pela
primeira esquina do losango com ||V;|lmea = 1.18 m/s e quando passa pelas duas primeiras
esquinas, aumentando [|V;||med & 2.36 m/s.

Observagao 4.18 (Interpretacao do Teorema [4.3)): Pelos comportamentos de g. apresentados
nas Figuras 7 e A8 se pode notar que o Teorema ¢ uma util ferramenta para
conferir as variagoes conjuntas de deslizamento e derrapagem nas rodas como decorréncia das
remanescéncias. De outra forma, os picos observados na evolucao de g. podem ser associados
com regides da trajetéria onde o controlador apresenta maior sensibilidade as perturbagoes |
Observagao ].

Como serd visto da seguinte subsegao , a Observagao I8 serd fundamental na sintese da
técnica de compensagao que aqui serd proposta.

4.4.2 Esquema de compensagao para as remanescéncias: projecao da fungao
h, e acao antecipativa

Nesta subsecao um esquema de controle com compensagao das remanescéncias de
deslizamento e derrapagem por meio da lei de controle auxiliar modificada (£.4) do Lema (1]
serd projetado. Para tal propésito serd necessario conhecer a funcao h, em (AZ76) | Lema £S |
e definir a estrutura completa do controlador auxiliar.

Do Lema [£9], pela utilizacao da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

XiHxz ! = 18+ 1A < (a1 + a2) ge,

no entanto, definindo aj = a1 + g, tem-se que

XX = 1S+ A < o ge (4.115)

Da equacao (II5) podemos deduzir que existe uma modificacdo para o fator af, e seja
designada tal modificacao como o* = ajc* com 0 < ¢* < 1, tal que

Xi Xz = 1S+ 1A = o ge. (4.116)

Comparando ([4I16) com (L77) [ expressdo para hy no Lema (4.8 ] é possivel observar que
o Teorema [£.3] oferece uma estrutura 1til na sintese do esquema de controle para compensacao
das remanescéncias de deslizamento e derrapagem. Assim, a estrutura para a funcao h, tem a
forma:
*
hy = a* ge. (4.117)

Inclusao da fungao A,

Sendo coerentes com o LemaT] pode ser explicado que a aplicacio da funcio inversa A 1(t)
representa a aplicacao de aumentos proporcionais com o crescimento das remanescéncias a lei

de controle auxiliar BBA). Vejamos, pelo uso de (@EITT) e o Lema &8, que

v*E AT = o gou + af gon. (4.118)

8Devido a ser o melhor caso de desempenho do controlador, IAE,, = 0.1420 e IAE,, = 0.0053.
9Devido que 0 < A, < 1 explica a reducdo ponderada da aceleracio 7 entdio 1 < A, ! < 0o explica o aumento
aplicado a v na lei de controle auxiliar modificada v*.
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Figura 4.8: Evolugdo de g. durante o seguimento de trajetdria para a BMR tipo (3,0) com lei de controle flexivel
B18) quando ||Vi||mea = 1.18 m/s e ||V;|/mea = 2.36 m/s.

Certamente, pelo uso da Observacao I8 é valido afirmar que a lei de controle auxiliar
modificada ([44]), com estrutura definida por (AI18]), aplicard aumentos relacionados ao instante
de tempo em que a BMR passara por uma regiao da trajetoria de referéncia onde a sensibilidade
as perturbacoes é maior e a presenca das remanescéncias de deslizamento e derrapagem é
iminente.

Calculo do parametro a*

O parametro «o*, previamente considerado um valor constante devido a A; e As serem
matrizes definidas negativas constantes, serd calculado pela imposicao do Lema [.§ [ por meio
das equagoes ([ET8) e ([L79) ]. Considerando (LII6]), o pardmetro o* pode ser particionado tal
que

-1 .

X1 = 15t =i ge (4.119)
-1 A

Xo = At = a5 ge, (4.120)
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sendo que a* = af + ab. Vejamos também, como consequéncia de ({I05) e (£106), que

. . o G G
1A 571 = AL = HBINXN ‘ ¢
. . D D
190 A7Y) = 1A A5 Y| = HEINxN ' -

Dessa forma, manipulando algebricamente as expressdes anteriores, as equacoes (LT8) e
(£79) [ do Lema 4.8 | podem ser reescritas como:

D *
GrD ~— MY
{ . (4.121)
aip = %20
Usando (.I2]) e o fato de a* = af + o3 notamos que
of =af+ab =gt (4.122)

Entretanto, a equacao (£122)) nao representa um valor constante devido a sua dependéncia
explicita de g-!. Vejamos que substituindo a expressio (Z122) em (ZIIS) obtemos:

. _ d
v éAalvzv—knE (Inge).

Visto que na equacao acima nao ha uma ponderacgao da lei de controle v, é valido que o efeito
do operador A;!, na referida equacdo, nio representa nenhuma ponderacdo na aceleracio da
BMR. A fim de solucionar esse problema, serd introduzida uma condicao sobre a sensibilidade
as perturbagoes [ ou remanescéncias | de acordo com trés situagoes especificas na evolucao de

ge, para t > 0.

Proposicao 4.4 (Condigoes de sensibilidade as perturbagoes). Se a trajetoria de referéncia
definida em (@23) € tal que Y1 rer(t), Yoref(t), Yoret(t) sdo limitados para ¥V t, e Yo ef(t) €
integravel, entao, pela aplicacdo de uma estratégia de controle baseada na lei de controle flexivel
7. [ indicada em BI8) ] e a lei de controle auxiliar v [ indicada em B64) ], uma condigao de
sensibilidade as perturbagoes € definida sobre g. como seque:

i) para ¥t € [t.,T], para t, > 0 conhecido, entdo g. ~ 0: Nessa situa¢ao nao hd presencga
de picos sobre a norma g. e serd denominada condi¢cao de baixa sensibilidade as
perturbacoes;

ii) para Vt € [t,,T|, para t, > 0 conhecido, entao g. # 0: Nessa situa¢ao a presenca de picos
sobre a morma g. € persistente e serd denominada condicao de alta sensibilidade as
perturbagoes. Dessa forma, o valor médio da norma g. permanecerd na vizinhanca de
um valor constante;

iii) para 3t € [t,,T], para t, > 0 conhecido, tal que g- # 0: Nessa situagao hd presenca
de picos e vales na norma g- e serd denominada condicao de leve sensibilidade as
perturbacoes [ como os observados nas Figuras[{.7 e[].§ J;

onde T > 0 € o valor definido na Subsegio [ Condigao [31 do Capitulo 3 ] et, >0 € o
tempo inicial transitorio de g..

O método que aqui serd proposto supde uma situagdo como a descrita no item (ii) da
Proposicao [£4], ou seja, uma situacdo em que g. apresenta uma quantidade consecutiva de
picos, quase garantindo a sua permanéncia na vizinhanga de um valor constante (# 0) e nao na
vizinhanga de zero | veja Figura ]. Dessa forma, essa suposicdo permitird que g- ' possa
ser ajustado a um valor constante.

Suposicao 4.3 (g. é limitada). Se a trajetoria de referéncia definida em [{23) € tal que
Yiref(t), Y2ref(t), Yoret(t) sdo limitados para V1, e yaref(t) € integrdvel, entao, pela aplicacao de
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:Nl(’; +e >0 o \
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: le —e ~0; | /o
1 _.'\\ Y J'A‘
* 4 tempo (s) T * tn tempo (s) T
(a) Condicao de alta sensibilidade as perturbagoes: (b) Condigdo de leve sensibilidade as perturbagoes:
percebe-se que para Vt > t, entdo g. nao é zero. Ou percebe-se que para Vit > t, algumas regioes de g. estao
seja, N5 # 0, para € > 0, pode ser considerado um perto de zero. Verifica-se que g- ! — co quando g. — 0.

valor constante. Verifica-se que g; ! < 1.

Figura 4.9: Representacdo de g. (linha sélida) e g-* (linha tracejada) para condicoes de alta e leve sensibilidade as

perturbagoes. A Subfigura[4.9(a)| representa as quantidades no Procedimento [£1] para computagio do parametro
a”.

uma estratégia de controle baseada na lei de controle flexivel 7. [ indicada em [B.I8) | e a lei de
controle auziliar v [ indicada em [B.64) /, a fungao g. serd limitada, ou seja,

gE <G€7

onde G, > 0 € uma constante conhecida.

Como consequéncia da Suposicao [4.3], pelo uso de ([A119) e (£120)), tem-se que Xfl < ajGe
e Xy < ajG.. Nesse caso, visto que Xl_l e Xo ! sdo funcdes limitadas, podemos afirmar que
existem Cy,Cg > 0 como os valores médios de Xl_l, Xo ! respectivamente, tal que

IX;7P—Cal<er e |xo' —Csl <e (4.123)
sendo €1, eo > 0 valores conhecidos.

Lema 4.10. Em uma situacdo de alta sensibilidade as perturbacoes, pela aplicagdo de
uma estratégia de controle baseada na lei de controle flexivel 7. [ indicada em B18)) ] e a lei de
controle auziliar v [ indicada em ([B.64) | entao

lge — No| <€, para t.<t<T
sendo N, > 0 o valor médio de g- e € > 0 um valor conhecido .

Prova: De ([@IZ3) ¢ imediato que |x;' + x5 ° — Ca — Cs| < €1 + 2. Ou ainda, visto que
hy =X+ x5, como |hy — Cy — Cs| < €1 + €3. Usando (@IIT) e manipulando, resulta em

_Ca+05‘< €1+ €
o - '

9e o

. Ca+C e . .
Definindo N, = £2t%8 ¢ = %, e pelo teorema de valor médio para integrais, tem-se que

a*
@ T tr L gE )

ou seja, |ge — No| < eparat, <t <T. [ |

Observacao 4.19 (g. é limitada para ¢t — c0): O Lema [£.10 garante que a diferenga entre g.
e seu valor médio N, ap0s o transitério ¢, seja limitada, mas nao que seja limitada para t — oc.
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Dessa forma, apoiado na suposicao do sistema ser exponencialmente estavel, sendo consistentes
com 0 Teorema[3.2] e o Lema [3.2] entdo pode ser escolhida uma parcela do vetor de coordenadas
generalizadas aparentes ¢ a fim de garantir a uniformidade com relacao a 7', ou seja quando
T — oo.

Seja escolhido entao o vetor z C ¢ tal que

|9e, — Na| < €3, para t€ [t,,00), (4.124)
onde g. , £ g-(2,2). Assim, lim g.. = N, para t > t,.
t—o00

A fim de confirmar o argumento anterior, seja notado que as matrizes A(q) e A(q) associadas
com as BMRs, tipo (2,0) e (3,0), possuem trés e quatro colunas de zeros, respectivamente. Entao,
sobre a suposicao do sistema ser exponencialmente estavel pela aplicagao da lei de controle
flexivel (B.78)) [ e a lei de controle auxiliar ([B.64)) | a fungio g. definida em (EII4) pode ser

reescrita como

e,z = HA(E)E +2A(2) [%f)z} n+2A(2)S1(2)v]| . (4.125)

Ou seja, a norma definida em (£125) s6 precisa informagao associada com a posi¢ao do centro
da BMR no marco global {W}.

Do mesmo modo que apresentado na Observacao [£.19, para o ponto P no marco local {R},
devido que h(t) £ h.(2) [ pelo uso da Proposicio @2 e [3.63) |, podemos ainda reescrever (@I25)

Ccomo R

~

Geh = R(R)h + 2A(h) n+ 2A(h)S1(h)v (4.126)

~

comh=[h 0 ]T, sendo h(t) € IR? a posicdo aparente do ponto P definido em (B.63) e

0(t) € IR a orientacao aparente da BMR. Dessa forma, a expressao (£124) pode ser formulada
pelo uso de (@I26]) como

|geh — Nl < €4, para t€ [t,,00), (4.127)

onde N}, e4 > 0 sao valores conhecidos.

De ([£I127) tem-se que N — €4 < g-p < N} + e4. Logo em condicoes de alta sensibilidade
as perturbagoes podemos afirmar que a presenca de picos se tornam mais frequentes garantindo
entdo que N} —eq > 0, NX + ¢4 > 0 em [@LI27) [ veja Figura |. Por outro lado, em
condicoes de leve sensibilidade as perturbacoes, como os casos apresentados nas Figuras [1.7] e

1.8 é muito provavel que N —eq ~ 0 e N + €4 > 0 [ veja Figura [4.9(b)]].

Observacao 4.20 (g;}lL é limitada para t — co): Em condigoes de alta e leve sensibilidade as

perturbagdes o inverso da norma em ([AJ20]) permanecerd em uma vizinhanga [NL; — €5, N%; + 65} ,

sendo N7, €5 > 0 e salientando que 5= + €5 < 1 [ no caso de alta sensibilidade, veja Figura[£.9(a)]
] e que 3 + €5 — 0o quando N — €4 — 0 [ no caso de leve sensibilidade, veja Figura [£.9(b)] ].
Dessa forma, pelo uso do Lema (410 é possivel afirmar que

L1

gz—:,h B N*
e

<€, para tE€ [t,,00). (4.128)

Procedimento 4.1 (Computagao do parametro a*): O método para calcular o parametro o*
consta de um método off-line baseado no calculo do valor médio N para t € [t,,T], assumindo
que a evolucao de g j, permanece em uma condicao de alta sensibilidade as perturbacoes | Figura
4.9(a)| ]. Sejam considerados os passos seguintes:

i) Obter g, definido em ([A.I2G]).
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ii) Definir ¢, como o tempo imediatamente depois da regiao transitéria | veja Figura [4.9(a)| ].
Se a evolucao da norma g, j nao apresentar transitério no inicid¥ entéo ¢, = 0.

iii) Calcular N2 > 0 definindo os limites das vizinhangas [ veja linhas tracejadas na Figura

£9(a]] | como:

Nj+ex max {gen}, Ny—€= trrgtigT {gen}s (4.129)
logo,
Ng = % (tgggT {gen} + i {ga,h}> : (4.130)
iv) O parametro o* é calculado como: .
ot = e (4.131)

O Lema A0 e o Procedimento 1] garantem que a Suposi¢ao e o Lema [ sejam
satisfeitos. Assim, o operador A_! representard a aplicacio de aumentos proporcionais com
o crescimento das remanescéncias na lei de controle auxiliar v para regioes da trajetoria de
referéncia onde a sensibilidade as perturbagoes é maior.

Acao antecipativa das remanescéncias: esquema de controle com compensagao das
remanescéncias

Como ja foi dito na Observagao AI8 g. adquire um comportamento como resposta as
remanescéncias presentes em regioes da trajetoria de referéncia onde ha maior sensibilidade
as perturbagoes. Do mesmo modo, e sendo coerentes com a Observacao [£19] é esperado que a
norma g, j obedeca ao mesmo comportamento.

Neste trabalho, tal comportamento sera usado para fazer a sintese de um esquema de controle
antecipativo das remanescéncias. Nessa técnica de compensagao a remanescéncia | que pode ser
considerada uma perturbagao, veja Observagao [£2 | é medida e passada adiante para o lago
de controle definido pela lei de controle auxiliar modificada v* | Lema ] | e assim, a agao de
controle pode ser iniciada antecipadamente & remanescéncia, conseguindo um efeito adverso na
resposta do sistema.

Com intuito de fazer a sintese de um controlador com compensagao das remanescéncias, sera
assumido que as perturbacoes podem ser medidas pelo uso das informacoes de posicao do ponto
de referéncia Pef, definido na Subsecao B4l Assim, a funcao g, poderd ser reescrita como

~

NN 2 . 051 (hyer) N ~
Gevet = || Aot et + 2 (rer) %href 0 + 24 (eet) S1 (hret) (4.132)

ref

com ﬁref = [ hret Oref ]T, sendo hyet(t) € IR? a posicio do ponto de referéncia P definido em
e Oref(t) € IR a orientacdo de referéncia da BMR. Da mesma forma, a fungao h., que
inicialmente foi definida pelo uso de g., agora serd definida por meio do uso de ([@I32]), ou seja,

hy = 0 e ref- (4.133)
Assim, ([AII8) pode ser reescrita como:
U = Q" Geret U+ O Jeref 1. (4.134)

Finalmente, a sintese de um controlador nao-linear para seguimento de trajetoria com
compensacao das remanescéncias de deslizamento e derrapagem por meio da lei de controle
auxiliar modificada, definida como em ([@I34]), é resumida no seguinte procedimento:

Procedimento 4.2: A fim de fazer a sintese de um sistema para compensacao das
remanescéncias de deslizamento e derrapagem sejam levados em consideragao os seguintes passos:

1 .~ e e . . . .. .~ .
9Dependendo das condicdes iniciais do problema de seguimento de trajetéria essa regido transitéria pode ser
desprezada.
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i) Configurar lei de controle flexivel 7.(z) em [BX8) e variedade lenta H.(x) em (B.77)
definindo um valor para os parametros N, e €.

ii) Aplicar a lei de controle auxiliar v em ([B.64) | Lema 33 | ajustando as matrizes K; e K.
iii) Verificar evolugao do indice TAE para desempenho do controlador.

iv) Aplicar o Procedimento .11

v) Projetar a funcao h., como em (AI33)).

vi) Projecgao da lei de controle auxiliar modificada v* [ Lema 1] ] como em (@I34]).

vii) Verificar evolugdo do indice TAE para desempenho do controlador e comparar com
resultados do item (iii). Ajustar o parametro o*.

Observacao 4.21 (Ajuste de a*): O objetivo do item (vii) no Procedimento é observar a
reducao do indice TAE e aprimora-lo pelo ajuste numérico do parametro o, ajuste que deve ser
feito por meio de aumentos gradativos do valor pre-calculado no Procedimento Il De acordo
com a Observagao[£20] em uma situagao de alta sensibilidade as perturbagoes, onde ﬁ +e5 <1,

é valido afirmar, pelo uso do item (iv) do Procedimento I} que

1 1
:F;;SW+€5§1’

«

a*

ou seja, o sera limitado. Nessa situacao, se a* for incrementado seu maximo valor sera 1.

Em um caso de leve sensibilidade as perturbagdes [ como os casos apresentados nas Figuras
A7 e 48] tem-se que N%; + €5 — 00, logo, pelo item (iv) do Procedimento [ podemos dizer
que

o =

1
<
Ng = N

ou seja, o pode ser incrementado ilimitadamente.

+ €5 < 00,

Consideragoes para a fungao h, e o parametro o*

As funcoes hres(t) € hres(t) em [EI3D) sio calculados usando um pseudo-diferenciador para

uma entrada de comando Aﬁggn (t). A forma general de um pseudo-diferenciador é representada

pelo modelo de espago-estado seguinte:

d (| Puer(t) _ 93><3 I3xs Pt (t) L+ 0%><3 feom (1)
dt \ | hyer(t) —wy, qiff3x3  —2C wn ditl3x3 Pt (t) Gaitwy, gigl3xz | et
(4.135)

onde ilref(t) representa o sinal filtrado de flﬁgfm(t), ﬁref(t) é a derivada aproximada de ibl?eofm(t),
¢* é o raio de amortecimento, wy, git a frequéncia natural proporcional a banda de passagem de
um filtro passa-baixa e Ggir 0 ganho desse filtro (Liu et al. 2008). O ajuste significativo desses
parametros pode significar uma variacao na evolugao da funcao h,.

Particularmente, o aumento do ganho Gg;s representa um aumento em ﬁref(t), 0 que por
sua vez, em (£I32), implica um aumento no ganho g. .. Representando esse aumento por um
ganho Ggir, a fungao h, em ([EI33) e a agao de controle auxiliar modificada em (EI34) podem
ser reescritas como: -

hw = a*Gdifge,ref, (4.136)

U* = o Gaif Ge et U + " Gaif Je xef 1)- (4.137)

Como pode ser observado em ([I37), o fator a*Ggir multiplica a derivada de g ef, 0 que
acrescenta sobre-picos muito elevados na acdo de controle. Para reduzir tais sobre-picos, seja
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1 0.6 —BMR (2,0)
,E\ +BMR (3,0)

0.5
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0.21
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h,»y =a" Gdifge,ref

(a) Trajetéria de referéncia (LI39) (superior). Com- (b) Evolugdo da fungdo de h, em (£I36) associada
ponentes paramétricas Tret(t), yret(t) (inferior). com a trajetdria de referéncia (£139).

Figura 4.10: (a)Trajetéria de referéncia ([{I39) com seus componentes paramétricos Tref, Yref € Oret. (b) Evolugao
da func@o h- definida em ([@I30) para a trajetéria de referéncia ([@I39) com T = 15s e a*Gair =1.

considerado um valor de atenuacao 0 < A\* < 1. Assim, (£I37) pode ser reescrita novamente
como: - -
v = a*Gdif Geref U + )\*Q*Gdif gz—:,refn- (4-138)

Como serd visto na subsecao seguinte, uma forma de conceber os incrementos para o,
argumentados na Observacao [£.21] é fazendo os incrementos em a*Ggir € a*Ggie\*. Na Figura
[4T17] é apresentado o esquema de controle com compensagdo das remanescéncias por meio da
implementacdo da funcdo inversa A ! com a funcio hy.

4.5 Controle de trajetoria para BMRs com compensacao das
remanescéncias: resultados de simulacao e experimentais

A compensacao por controle antecipativo pode responder mais rapidamente para tipos de
perturbacoes conhecidas e mensurdveis. Aqui é considerado como pré-requisito para implementar
o esquema de compensacao por controle antecipativo que a fungao h, definida em (EI36]) seja
mensuravel para diferentes trajetérias. Na Figura [£.10 é apresentada a evolucao da funcao h.,
nas configuragoes cinemdticas das BMRs tipo (2,0) e tipo (3,0), para 0 < ¢ < T, sendo T' = 15
s, com a trajetoria de referéncia losango, definida pelas equagoes paramétricas seguintes:

Tref(t) = 2 sin~! (cos 27 fa(||Villmed)t)
Yret(t) = 2sin~" (sin 270 f4 (|| Vi lmea)t) (4.139)

i 20 fa(lVi et
Oret(t) = tan <2wf§<|flvi||med>tiw/2>

sendo fi(||Villmed) = 1.6949||Vi|lmed uma fungdo conhecida usada para gerar os pontos da
trajetoria de referéncia a partir de uma velocidade ||V} ||lmed-

Na Figura o fator a*Ggir em (£I30) tem sido configurado com valor unitdrio para
observar o comportamento da fungao g. e em (AI32). Nota-se que a norma apresenta picos
associados com as regioes da trajetéria de referéncia onde existe uma mudanca mais abrupta de

orientacao [ veja o componente paramétrico 0,¢¢(t) na Figura|4.10(a)].
4.5.1 Controle de trajetoria com compensacao das remanescéncias em uma
BMR tipo (2,0)

Para visualizar o comportamento do controlador nao-linear de trajetéria com compensagao
das remanescéncias de deslizamento e derrapagem serao executados os Procedimentos 1] e
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(a) Fungdo g, com ¢, = 0.261 s, T = 15 s,
max {ge,n} ~ 33.5, min {ge p} =~ 5.6 x 107°.
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(c) Desvios na primeira esquina do losango no
seguimento de trajetéria para utilizagdo da lei
de controle flexivel ([BX8) usando v e v* quando
IVillmea = 1.18 m/s e ||Vi||mea = 2.36 m/s.
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(b) Seguimento de trajetéria para utilizagdo da lei de

controle flexivel ([B.78)) usando v e v*.
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(d) Desvios na primeira esquina do losango no
seguimento de trajetéria para utilizagdo da lei
de controle flexivel ([BX8) usando v e v* quando
IVillmea = 3.55 m/s e ||Vi|lmea = 4.74 m/s.

Figura 4.12: Evolugao de g, para BMR tipo (2,0) e seguimento de trajetéria usando v e v*. Redugdo pelo
reajuste de K e K> (linhas vermelhas na Subfigura[4.12(d)]) e caso de instabilidade quando ||Vj||mea = 61.25 m/s

(linha vermelha na Subfigura|4.12(c))).

A configuragdo usada para observar o comportamento do controlador sobre a BMR tipo
(2,0) foi como no Caso 1 da Tabela[4.2] usando a lei de controle de flexivel (B.78)) [ com N, =1,

e =107 e Dy = Gy = 1 N ] definida por

Te(x,e) = 10() + e (),

onde 1p(z) é dada por ([£.92)), e usando a lei de controle auxiliar (3.64) para ||Vj||meqa = 1.18 m/s.
Nessa configuragao é aplicado o Procedimento [l a fim de calcular o pardmetro o*. Na Figura
4.12(a)| pode ser observado a evolucao de g. ; com ¢, = 0.261 s e T' =15 s.

Por meio das informagoes fornecidas na Figura [4.12(a)| e pelo uso de do item (iii) no

Procedimento 1] tem-se que

1
Nt~ =
> 9 (0.2&?2{515 {gznt+

i =0.5-33.5 = 16.75.
ooitin_ {ge,h}) 0.5-33.5 =16.75

Pelo uso do item (iv) do Procedimento ] entao

1

o =

= —— —0.0597.
Nx ~ 16.75
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Tabela 4.5: Desvio e indice IAE para uma BMR do tipo (2,0) com ||V;||mea = 1.18 m/s no seguimento da trajetéria
de referéncia (£I39) por meio da lei de controle auxiliar modificada (ZI40).

a*Gaic a*GaitA*  Desvio v* (cm) Desvio v (cm) IAE v*  IAE[M

119.4 2.35 0.14 2.188
200.5 8.35 0.12 1.29 1.4371  0.6356
300.8 12.35 7.33%x1072 0.2204

Tabela 4.6: Desvio e indice IAE para uma BMR do tipo (2,0) com incrementos em ||V;||mea N0 seguimento da
trajetéria de referéncia ([LJ39) por meio da lei de controle auxiliar modificada ([@I40) com a*Gair = 300.8 e
a*Gaie\* = 12.35.

[[Villmea (m/s) IAEv* IAEv Desvio v* (ecm) Desviov (cm) Kiloxo Koloxo

1.18 0.220  0.6356 7.33%x1072 1.29
2.36 1.133  27.069 3.22 3.98
3.55 1.392  28.624 10.78 8.44 300 120
4.74 1.652  19.647 21.92 18.36

Modificacdo para Ki, K2 (para |Vi||mea = 3.55 m/s € |Vi||mea = 4.74 m/s)

3.55 0.2297 13.701 1.5231 3.95 500 120
4.74 1.5897  27.942 2.356 4.06 400 120

Em seguida, a lei de controle auxiliar modificada serd construida como em (AI3S),
substituindo Ggir = 2000, A* = 0.02 e (B.64)):

vt A AT = 1194 g e AT Y(2) (href — Kyh — Koh — Av(z)n> +2.35 e vet 7, (4.140)

visto que A, € IR?*% é uma matriz nao-singular para J,, = 2.

Na Tabela é apresentado o indice IAE do controlador para o seguimento da trajetéria
de referéncia ({I39]) e pelo uso da lei de controle auxiliar modificada (AI40) com T = 15 s. Na
mesma tabela pode ser observada uma medicao do desvio que apresenta a BMR quando passa
pela primeira esquina do losango [ do mesmo modo que na Tabela [£.1] | para diferentes valores
de a*Ggi. Pode ser verificado na Figura que o incremento de a*Gg; diminui o desvio
na primeira esquina do losango, ou seja que existe uma menor sensibilidade as remanescéncias
de deslizamento e derrapagem.

No caso em que as velocidades do centro das rodas fosse aumentado gradativamente, como
foi apresentado na Tabela[£]], também é possivel observar uma melhora comparativa. Na Tabela
[L.6] é apresentado o indice IAE para os quatro casos de [|V;||meq da Tabela 1] e os desvios com
relac@o a primeira esquina do losango quando sao usadas as leis de controle auxiliar v, em ([B.64)) |
sem compensacao das remanescéncias |, e v*, em ([{I40) [ com compensagao das remanescéncias
], durante T' = 15 s. Para tal propdsito, o caso de configuragao para a*Ggir e a*GgirA* foi o
terceiro da Tabela [£5] ou seja 300.8 e 12.35, respectivamente.

Nas Figuras |4.12(c)| e 4.12(d)| podem ser conferidos os desvios da BMR na primeira esquina
do losango para os quatro casos de ||V;||med. Embora os indices IAE usando a lei de controle v*
sejam melhores que quando usada a lei v, os desvios para ||V;||mea = 3.55 m/s e ||Vi||mea = 4.74
m/s sdo certamente maiores no caso que usa a lei v* [ veja células em negrito na Tabela ].
Uma reducao significativa desses desvios pode ser feita pela manipulagdo numérica das matrizes
K1 e Ky. Na Tabela pode ser observada a diminuicao desses desvios pelo reajuste das
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matrizes K7 e Ky. Do mesmo modo, na Figura [4.12(d)| pode ser observada dita redugao [ veja
as linhas vermelhas |.

Observacao 4.22 (v* é menos sensivel ao reajuste de K; e Kj): Sendo coerentes com a
Observagao 44 podemos conferir que a configuracao da lei de controle v* atenua os desvios
ap6s uma configuracao pre-estabelecida de K e Ko em regioes da trajetoria de referéncia onde
hé maior sensibilidade as perturbagoes. Entretanto, apds a modificacao feita sobre Ki e Ko, a
fim de reduzir os desvios mostrados na Tabela [£.0] é possivel afirmar que a configuracdo pre-
estabelecida de K; e K3 pode ser reajustada se for garantida primeiramente a configuragao da lei
de controle v*; isto é, os aumentos de K1 e K», apos aplicada v*, nao prejudicardo a atenuagao
das remanescéncias inicialmente conseguida. Detalha-se que ao utilizar a lei de controle v*
os aumentos em K7 nao incorrem em aumentos no sobre-pico da resposta transitéria, como
aconteceu nos casos apresentados da Figura ao usar a lei v [ veja Observacao ]

De acordo com o Teorema [£.2] sabemos que o valor de ||V;|| deve ser tal que x. permaneca
no espago Uy [ confinado principalmente pelos planos 71 e mo, veja em (4.63) | garantindo que
a lei de controle v* possa compensar as remanescéncias de deslizamento e derrapagem. Apdés
vérios testes, foi observado que, para a BMR tipo (2,0), quando ||V||meq > 61.25 m/s o sistema
de controle se instabiliza, podendo afirmar que nessa situagao ||V;|| [ e consequentemente x. ]
nao permanecera no espago Uy. Na Figura |4.12(c)| pode ser conferida tal instabilidade [ veja a
linha tracejada vermelha |.

Para identificar o lugar geométrico de x. foram usados os quatro casos de ||V;||med €, por
meio das expressoes (£I119) e [EI20), e utilizando g, p, foram configurados os valores numéricos
de x1 e x2 em cada caso de ||Vj||med, Ou seja

1 -1 1 -1
Xl - (X_TgE,h © X2 - a_§g€7h’

quando 1.18 < y3 < 4.74.

Observagao 4.23 (Contribuicoes de deslizamento e derrapagem, iguais e desiguais): Até
aqui tem sido assumido que D = G. O fato dos coeficientes de rigidez G e D serem
iguais fenomenologicamente implica que as contribuigoes de deslizamento e derrapagem também
deveriam ser iguais. Dessa forma, pelo uso da expressao (AI2]]), os pardmetros af e aj
representam uma partigdo igual do valor a* calculado anteriormente (=0.0597), ou seja, uma
ponderagao igual de g 5. Por meio da expressao ({.121)) podemos inferir que para uma particao
desigual, o caso aj > a5 serd vélido se G < D e o caso a] < a; serd vélido se G > D.

Observagao 4.24 (Consideragoes sobre 711 e vy12): Notemos que no plano mo [ x3 — y11X1 —
y12x2 = 0], quando x; = 0, obtemos ||Vi|| = 712||A¢]| 7!, para xy2 > 0. Da mesma forma,
IVill = 71llS:| 71, para x1 > 0, quando x2 = 0. Nessa situacio, podemos afirmar que as
projecoes do mapa x. sobre os planos 7, [ x1 =0 ] e m, [ x2 = 0] convergem a uma hipérbola
equilatera.

Agora seja assumido que y1; = y12. Pelo uso de (£41)) e (53] obtemos

Vr + VrDr

Vo + VSt +myTr +rm,Yr = T Vive

ou ainda

14+ St my(Tr+rYr) _ 1 (4.141)
1+Dr ' Ve(l+Dr) 1-ViVg '

Pelo uso de (EITJ) e @I20) sabemos que ||Sil| = x7' = afgen < St e |A = x5! =
a3gen, < Dr. Entretanto, pelo uso da Observacao 423 e visto que D = G, é valido afirmar que
aj = aj e Sp = Dp. Dessa forma, (£I4]]) pode ser reescrita como

14 mV(TT + TYT) . 1
Vr(1+ Dr) 1 -V} VR

0 indice IAE foi calculado usando a norma euclidiana da expressio @IJ), ou seja 4 /IAEZ, + IAE;.
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No entanto, visto que rYr ~ Tr e 6—; ~ ——, podemos reescrever a equagao anterior como
Y

2r 1

1 = :
T1EDr 1o Vpvi

(4.142)

Até aqui, uma condicao necessaria para que ([EI42]) nao seja indefinida é V; Vi # 1.
Manipulando algebricamente (£I42) tem-se que
27

ViV = —
TR = I Dr + 2

ou seja, se Vi Vg # 1 entao 1+ Dt # 0. Entretanto, visto que Dy > 0 entao 1+ D7 >0 e a
expressao ([AI42) estard definida. Assim, a situacdo y11 = 712, quando assumida, sempre serd
definida.

De acordo com a Observacao £24] garantindo que v11 = 12, podemos afirmar que o mapa
Xe equidista das suas projecoes nos planos 7, e m,, 0 que por sua vez indica que x. converge
a uma hipérbola equildtera. Como consequéncia disso o plano ms deve convergir ao plano 7, |
x3 = 0], ou seja
711, 7v12 — 0.

Em seguida, os valores de 721 € Y22 [ associados com o plano 7 | devem ser calculados levando
em consideracao os casos de ||V;||meda que instabilizam o sistema de controle. No entanto, devido
que y21 = VRV:y11 € Y22 = VRV y12 € também vélido que

Y21,7Y22 — 0.

Observagao 4.25 (Célculo dos planos 7 e mg): Escolhendo a tripla (x1, x2, x3) do mapa x.
cujo valor de y3 seja minimo, e a fim de garantir que 711,12 — 0, o plano w5 pode ser projetado
tal que seja tangente a essa tripla e convirja para o plano .

Para o plano m é preciso conhecer o produto VRV} para calcular 21 e y22. O valor de Vi
pode ser calculado como Vi ~ max{||V;"||}. J4 o valor de V est4 sujeito ao fato de deixar fora
de Uy todas as triplas (x1, x2, x3) cujos valores de x3 instabilizam o sistema. Dessa forma, pelo
conhecimento local da forma do mapa y. [ uma hipérbola equilétera |, o plano m foi projetado
de tal maneira que fosse tangente a uma tripla do mapa x. cujo valor de x3 seja maximo.

Procedendo como na Observagao 25, para a trajetéria de referéncia ([£I39), foi usada a
tripla (x1, X2, x3) ~ (7.6311 x 1016, 7.6311 x 10'6,1.45995 x 10~°) entre todos os casos de ||V;|med
testados, visto que x3 > 1.45995 x 1075, para Vx5 € x.. Assim, quando y2 = 0 em 7 tem-se
que

x3 145995 x 107°
1= =

X1 7.6311 x 1016
e, quando x; = 0 em 79, tem-se que yyo = 1.91316 x 10722,

Da mesma maneira, foi escolhida a tripla (x1, x2, x3) ~ (2.2786,2.2786,5.5641) entre todos
os casos de ||Vi|lmea testados, visto que ys < 5.5641 x 1077, para Vx3 € Y.. Assim, quando
x2 = 0 em m; tem-se que

~ 1.91316 x 10722,

X3 _ 5.5641

=TT 99786

e, quando x; = 0 em 71, tem-se que o9 = 2.4537.

Inicialmente podemos notar que as situagoes y11 = Y12 € Y21 = Y22 sao satisfeitas. Por outro
lado, sabendo que y21 = VRV7y11 [ ou y22 = VRVFyia | e Vi &~ max{||V;T||} = 0.9, o valor de
Vg foi aproximado como

~ 2.4537,

Yo1 2.4537
Vi 0.9-1.91316 x 1022

Vg = ~ 2.1267 x 10* m/s.

Agora, de acordo com a Observacao I3, sabemos que |Vi(q,n,u)|| < Vg, ou seja
IVi(g,m, )| < 2.1267 x 10%!, o que é uma condicdo plausivel, nao pelo fato de 2.1267 x 102!
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Figura 4.13: Espago confinado Uy quando ||V;|| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia (EI39)
pelo uso de v* na BMR tipo (2,0).

representar a maxima velocidade dos centros das rodas | o que seria, tal vez, um absurdo na
pratica | e sim pelo fato desse valor representar um amplo intervalo de ||Vi(g,n, )| para ser
manipulvel pelas quantidades ||S;[|~! e |Ay] 1.

De posse dos valores calculados para 711,712,721 € Y22 0 espaco confinado Uy pode ser
descrito pelos planos 7, 7, 7. e pelos planos

o x3— 1.91316 x 10722y, —1.91316 x 10722y, =0
w1 x3 — 2.4537x1 — 2.4537x2 = 0.

Na Figura T3] pode ser verificado que feita a sintese da lei de controle v*, a permanéncia de
Xe [ representada por pontos na cor roxo que convergem a uma hipérbola equildtera | no espago
espaco Uy [ volume na cor vermelha | é garantida 3. Na mesma Figura I3 pode ser observado
que quando ||V;|lmea = 61.25 m/s os valores associados as triplas (x1, X2, x3) permanecem fora de
Uy | veja pontos vermelhos |. De fato, assumindo x3 = 61.25 m/s e pela aplicacao imediata das
expressoes (EI119) e (EI20) tem-se que x1 = x2 = 0.00325 x 10~%. O que equivale a dizer que a
BMR se movimenta com altas variagoes de deslizamento de derrapagem ao ponto de instabilizar
o sistema.

4.5.2 Controle de trajetéria com compensacao das remanescéncias em uma
BMR tipo (3,0)

A configuragao usada para observar o comportamento do controlador sobre a BMR tipo
(3,0) foi como no Caso 4 da Tabela 42 usando a lei de controle de flexivel (3.78) [ com N, =1,
e =10"% e Dy = Gy = 1 N ] definida por

Te(x,e) = 10() + eTi(2),

onde 7y(z) é dada por ([£92), e usando a lei de controle auxiliar ([3:64) para ||V;||med = 1.18 m/s.
Nessa configuracao é aplicado o Procedimento 1] a fim de calcular o parametro o*. Na Figura
4.14(a)| pode ser observado a evolucao de g 5 com ¢, = 0.0463 s e T' = 15 s.

Do mesmo modo que para a BMR tipo (2,0), por meio das informagdes fornecidas na Figura

2Para a obtencdo da Figura B3 foram usadas algumas amostras do mapa x. usando dados de simulacio
obtidos no Simulink® do MATLAB® e a ferramenta de matemética simbélica MuPAD.
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(a) Fungdo g.n com t, = 0.0463 s, T = 15 s,
max {ge,n } &~ 14.48, min {g. » } ~ 0.00608.

(b) Seguimento de trajetéria para utilizagdo da lei de
controle flexivel ([B.78)) usando v e v*.
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(¢) Desvios na primeira esquina do losango no
seguimento de trajetéria para utilizagdo da lei
de controle flexivel ([BX8) usando v e v* quando
IVillmea = 1.18 m/s.

2/ (m)

(d) Desvios na primeira esquina do losango no
seguimento de trajetéria para utilizacao da lei
de controle flexivel ([BX8) usando v e v* quando
IVillmea = 1.48 m/s.

Figura 4.14: Evolugdo de g.,», para BMR tipo (3,0) e seguimento de trajetéria usando v e v*. Reducado pelo
reajuste de K e K> (linhas vermelhas na Subfigura[4.14(d))) e caso de instabilidade quando ||Vi|lmea = 1.93 m/s
(linha vermelha na Subfigura[4.14(c)).

4.14(a)| e pelo uso de do item (iii) no Procedimento [L1], tem-se que

{ge,h} + in

1
N~ = max m
0.0463<t<15

a5 | g max {ge,h}) = 0.5 - 14.486 = 7.243.

Pelo uso do item (iv) do Procedimento 1], entao

L1 13806
N

Oé*

7.243

Seguidamente, a lei de controle auxiliar modificada serd construida como em (ZI39),
substituindo G = 73, \* = 10720 e ([B.64):

vt £ Aglv - 10-095,refA:;r(z) (}.lref - Klil - K2il - AU(Z)??> + 107 gs,refnv (4'143)
visto que A, € IR?*% é uma matriz singular para §, = 3. O parametro a*GgiA\* = 102
certamente nao representa uma contribuicao notével dentro da lei de controle. No entanto, tal
valor deve seu caracter desprezivel ao fato da BMR possuir maior inércia, logo as alteracoes
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Tabela 4.7: Desvio e indice IAE para uma BMR do tipo (3,0) com ||V;||mea = 1.18 m/s no seguimento da trajetéria
de referéncia ([LI39) por meio da lei de controle auxiliar modificada ([@I43).

a*Gair a*Gaid*  Desvio v* (cm) Desviowv (cm) TAEv* TAE v Kilowo Koloyo

10.00 10~25 0.1010 1.0084
10.23 10=25 0.0092 5.564 x 1072 0.6135 0.1531 1500 23
10.42 10~25 0.0038 1.2283

Modificagao para K1, K2 (||Vi]lmea = 1.18 m/s)

10.42 10=25 0.0010 5.564 x 1072 0.1145 0.1531 1600 45

no vetor velocidade 1 nao tem tanta relevancia como no vetor aceleragao 7, que certamente é

representado pelo termo 10.0 g yer A} (2) (hyet — K1h — Koh — Ay (2)n).

Na Tabela €71 é apresentado o indice IAE do controlador para o seguimento da trajetdria
de referéncia ([AI39]) e pelo uso da lei de controle auxiliar modificada (£I43) com 7' = 15 s. Na
mesma tabela pode ser observada uma medicao do desvio que apresenta a BMR quando passa
pela primeira esquina do losango | do mesmo modo que na Tabela[d1]| para diferentes valores de
a*Ggir. Do mesmo modo que com a BMR tipo (2,0), o incremento de a*Gg;f diminui o desvio na
primeira esquina do losango, confirmando que existe uma menor sensibilidade as remanescéncias
de deslizamento e derrapagem.

Para o caso em que a*Gqir = 10.42 e a*GagyA* = 10725 pode ser conferido que o indice IAE
precisa ser aprimorado | veja células em negrito |. Dessa forma, procedendo da mesma maneira
que para o caso da BMR tipo (2,0), sao ajustadas as matrizes K1 e K a fim de garantir uma
melhora no desempenho do controlador [ veja ultima linha da Tabela[4.7]]. Tais reducées podem

ser conferidas na Figura [4.14(b)]

No caso em que as velocidades do centros das rodas seja aumentado gradativamente | da
mesma forma que foi apresentado na Tabela 1] |, também é possivel observar uma melhora
comparativa. Entretanto, tal aumento serd limitado por um valor de ||V;||meq que instabiliza
o sistema de controle e impede com que x. permaneca dentro do espago Uy [ representado
pelo sistema (LG3) |]. Apds varios testes, foi observado que, para a BMR tipo (3,0), quando
|Villmea > 1.93 m/s o sistema de controle é instével, confirmando que nessa situacdo x. nao
permanece no espago Uy. Na Figura também pode ser conferida a instabilidade do
sistema de controle quando ||V||meqa = 1.93 m/s [ veja a linha vermelha tracejada |.

Diferentemente do caso da BMR tipo (2,0), o limite para ||V;||mea na BMR tipo (3,0) é
muito menor, evitando que possam ser explorados casos de ||V;||meqa consideravelmente maiores
a 1.18 m/s [ oposto ao caso da BMR tipo (2,0) |. Sendo assim, para a BMR tipo (3,0) serao
explorados apenas dois casos, quando ||V;|lmed = 1.18 m/s e ||V;||mea = 1.48 m/s. Na Tabela [£.8
é apresentado o indice IAE para os dois casos de velocidade [|Vj||meq € 0s desvios com relagao a
primeira esquina do losango quando sao usadas as leis de controle auxiliar v [ sem compensagao
das remanescéncias | e v* [ com compensacao das remanescéncias | para ' = 15 s. Para tal
proposito, o caso de configuracao para a*Ggir e a*GaiA* foi o quarto da Tabela 7] ou seja
10.42 e 10~%, respectivamente. Nas Figuras [4.14(c)| e [£.14(d)] podem ser conferidos os desvios
da BMR na primeira esquina do losango para os dois casos de ||V;]|med-

Da mesma forma que com a BMR tipo (2,0), pode ser verificado que feita a sintese da lei de
controle auxiliar modificada v* é garantida a permanéncia de x. em Uy .

Procedendo como na Observagao .25 para a trajetéria de referéncia (£I39), foi usada a
tripla (x1, X2, x3) ~ (74.5414,74.5414,1.1088 x 10~*) entre todos os casos de ||V;|meda testados,
visto que y3 > 1.1088 x 10~4, para V x3 € x.. Assim, quando y2 = 0 em 7 tem-se que

x3 _ 1.1088 x 10~*

Y11 = —

e~ ~1.4 1076
1 74.5414 87> 1077,
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Tabela 4.8: Desvio e indice IAE para uma BMR do tipo (3,0) com incrementos em ||Vi[lmea no seguimento da
trajetéria de referéncia ([LI39) por meio da lei de controle auxiliar modificada [@I43) com a*Gair = 10.42 e
a*édif/\* = 10725.

[|Vil]|mea (m/s) IAE v* IAE v Desvio v* (cm) Desviov (cm) Kiloxo Koloyo

1.18 0.1145 0.1531 0.0010 5.564 x 1072

1.48 0.2194 1.3555  0.0083 0.1113 1600 45

e, quando y; = 0 em 79, tem-se que yyo = 1.487 x 1076,

Da mesma maneira, foi escolhida a tripla (x1, X2, x3) ~ (2.233 x 107*,2.233 x 107*,94.0021)
entre todos os casos de [|V;||meq testados, visto que x3 < 94.0021, para V x3 € x.. Assim, quando
Y2 = 0 em 7; tem-se que
Coxs . 94.0021

N 5933 10T 420.930 x 103,
X1 .

721

e, quando y; = 0 em 71, tem-se que Y22 = 420.930 x 103. Por outro lado, sabendo que 91 =
VRV [ ou y2a = VRVFy12 | e Vi ~ max{||V,"||} ~ 0.85, o valor de Vj foi aproximado como

;1 4420.930 x 10°
T Viynn 0.85-1.487 x 106

Vg ~ 333.02 x 10° m/s.

De igual maneira que com a BMR tipo (2,0), a condigao ||Vi(q,n, 1) | < 333.02 x 10° representa
um amplo intervalo de ||Vi(q,n, )| para ser manipuldvel pelas quantidades [|S|| =" e [|As]| 7"

De posse dos valores calculados para 11,712,721 € 722 0 espaco confinado Uy pode ser
descrito pelos planos 7, my, 7, e pelos planos

Ty i x3— 1.487 x 1070y, —1.487 x 107 %x5 = 0
T x3 — 420.930 x 1031 — 420.930 x 1035 = 0.

Na Figura 415, pode ser conferido que quando ||V;||meq < 1.93 m/s a permanéncia de . no
espaco espago Uy é garantida | observar pontos vermelhos fora do espaco confinado representado
pelo volume na cor vermelha |. Assumindo x3 = 1.93 m/s e pela aplicagdo imediata das
expressoes (L119) e (£I120) pode ser observado que a tripla (xi,X2,x3) permanece fora de
Uy. Mostrando mais uma vez que que qualquer outro valor de ||Vi|lmed superior a 1.93 m/s
corresponde a triplas de um mapa x. que nao permanece em Uy, .

A fim de complementar os resultados observados para as BMRs tipo (2,0) e (3,0), no
Apéndice [C] sao apresentados resultados de simulagdo complementares onde foi usada a mesma
configuracao da lei de controle auxiliar modificada, v*, para o seguimento de uma trajetoria
lemniscata e espiral em diferentes casos de ||V;|lmeq- No Apéndice [C pode ser observado que, da
mesma forma que no seguimento da trajetéria losango [ em ([AI39) |, a configuragao da lei v*
garante a permanéncia de x. dentro de Uy e, de acordo com a Observagao [4.22] o reajuste das
matrizes K e Ko permitiu melhorar o desempenho do controlador | reduzir o indice IAE ].

Como j4 foi mencionado na Subsegao .21, a Suposicio B.7 permitiu manipular a velocidade
dos centros das rodas, ||V;||, por meio da velocidade na BMR no marco global, {W}. Por essa
razdo, de acordo com a Observacao [1.4] a lei de controle auxiliar modificada v*, além de fazer
uma redugao da velocidade da BMR no marco local, {R}, quando passa por uma regiao de
menor rejeigao as perturbagoes também faz uma reducao de ||V;||. Nas Figuras|4.16(a)| e [4.16(b)|
pode ser conferida tal reducao por meio da comparacao com o caso em que foi usada a lei de
controle auxiliar v* | como mostrado nas Figuras [4.7(b)| e 4.8(b)| ]. As redugbes apresentadas
correspondem ao caso em que a trajetéria de referéncia é o losango | representado por (4.139)
| para [|Villmea = 1.18 m/s durante 15 s. Do mesmo modo, nas Figuras [4.16(c) e 4.16(d)|
sao apresentadas as redugoes para o caso em que ||V;||mea = 2.36 m/s, entretanto para o caso
particular da BMR tipo (3,0) é importante salientar que o valor de ||V;||meq testado foi 1.48 m/s,
devido que para [|Vj|lmea = 2.36 m/s seria inevitavel que x. permanecesse fora do espaco Uy |




122 Capitulo 4. Rolamento total apropriado e compensacao das remanescéncias

Figura 4.15: Espago confinado Uy quando ||V;|| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia (@I39)
pelo uso de v™ na BMR tipo (3,0).
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Figura 4.16: Comparacdo da lei de controle auxiliar v e a lei de controle auxiliar modificada v™ na reducéo dos
picos de ||Vi|| para as BMRs tipo (2,0) e (3,0).
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ou seja, seria inevitavel a instabilidade do sistema ]. Nota-se que o caso relacionado para a lei de
controle auxiliar v* nas duas BMRs apresenta uma maior persisténcia na reducao de V; embora
existam picos de desprezivel duracao.

Observagao 4.26 (Sensibilidade ao ajuste dos parametros a*Ggy, o*Gai\* vs. perda
de tracao): Comparando os dois casos de controle de trajetéria apresentados anteriormente,
podemos observar, de acordo com as Tabelas e 77 que os incrementos aplicados aos
parametros a*Ggir € a*GgieA* [ sujeitos as apreciagoes feitas nas Observagoes[£.21]e[£.22]] diferem
em proporcao. Ou seja, na Tabela [4.5] os incrementos aplicados sdo maiores que os aplicados
na Tabela L7l Assim, sem perda de generalidade com as observagoes relacionadas & inércia das
BMRs apresentadas no Capitulo 3 [ veja Observacao |, é vélido afirmar que a sensibilidade
no ajuste dos parametros a*Ggjr € a*GgigA\* aumenta quando a inércia da BMR diminui. De
forma equivalente, é valido afirmar que o ajuste da compensagao das remanescéncias se faz mais
sensivel quando a inércia da BMR diminui. Tal fato permite afirmar, pelo uso da Observacao
A6l que a parcela nao-linear, Ftnli“, que representa a perda de tragao serd menor sempre que a
inércia da BMR for menor.

Embora a Observacao garanta uma relacao de crescimento entre a sensibilidade do
ajuste dos parametros a*Ggir € a*GgieA* e a inércia da BMR, pela utilizacao da Observagao
a maneira de silogismo, nés podemos relacionar a flexibilidade da BMR com a sensibilidade do
ajuste desses parametros. Sendo assim, uma diminuigao do limite maximo de flexibilidade | ou
um aumento do limite minimo de rigidez |, representado por *, incorreria em uma diminuigao
da sensibilidade do ajuste desses parametros.

Coeficientes de rigidez diferentes: D > G ou D < G

Até aqui tém sido utilizadas, por consideragao da Suposicao B8] configuragoes singularmente
perturbadas em que os coeficientes de rigidez longitudinal normalizados da BMR, Gy, eram
iguais aos coeficientes de rigidez transversal normalizados, Dy. Foi aplicada a lei de controle
auxiliar modificada (4.4]) identificando uma menor sensibilidade ao ajuste das matrizes K; e
K9 ao mesmo tempo que foi salientado o melhor caso de compensacao das remanescéncias de
deslizamento e derrapagem para aumentos da velocidade V; referente aos parametros a*Ggir e
a*GgieA*. O melhor caso foi considerado o melhor ajuste para a lei de controle auxiliar modificada
(44). Entretanto, uma situacao a ser destacada é o caso em que a técnica de compensacao
apresentada for aplicada sobre uma configuracao singularmente perturbada cujos coeficientes
de rigidez normalizados sejam numericamente diferented™. Embora a Observacio E23 explique
brevemente como seria a divisdo do parametro o* quando os coeficientes D e G sao diferentes,
resta interpretar como essa situacao afeta o desempenho da lei de controle auxiliar modificada
(£4) no problema de seguimento de trajetérias.

A fim de exemplificar essa situagdo na Figura .17 é apresentado o seguimento da trajetéria
de referéncia losango durante 15 s com V; = 1.18 m/s para as BMRs tipo (2,0) e (3,0), com/sem
compensacao das remanescéncias pelo uso da lei de controle auxiliar modificada (£.4) [ com os
mesmos ajustes de K1, K, N, e € utilizados anteriormente |. Para a BMR tipo (2,0) foi utilizado
Dy=Gy=1,Dy=1;Gyg=05¢e Dy =0.5, Gy =1 nos casos Dy = Go, Dy > Gy e Dy < Gy,
respectivamente, o que por sua vez, dado que € = 1071, permite garantir que os valores de D e
G nio sejam menores ao limite minimo de D e G [ calculado na Subsecio [3.4.4 como 0.111 x 10!
N ]. Entretanto, com os valores de Dy e Gy escolhidos, na BMR tipo (3,0) foi preciso ajustar o
valor de & para um valor menor ao utilizado [ = 107 | tal que o limite minimo de D e G nao
fosse ultrapassado [ calculado na Subsecio 344 como 0.2 x 10° N ]. Assim, para a BMR tipo
(3,0) foi escolhido & = 107".

Segundo a literatura relacionada ao controle de BMRs tipo (2,0) com restri¢oes | o que implica
escorregamento e deformagao |, o desvio no seguimento da trajetéria requer maior atengao
quando o coeficiente D for menor (D’Andréa-Novel et al. 1995). Fato que pode ser constatado
na Figura onde pode ser observado que o seguimento da trajetéria associado a situacao
D < @G apresenta um maior desvio que o associado a situagdo D > (, ambos com respeito
a situacdo D = G. Embora esse fato seja confirmado, na BMR tipo (3,0) o seguimento de

13Situacio notavel em diferentes trabalhos de pesquisa existentes na literatura relacionada, veja por exemplo:
D’Andréa-Novel et al. (1995), Campion et al. (1991b), Thuilot (1995), entre outros.
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Figura 4.17: Comparagao do seguimento de trajetéria para as BMRs tipo (2,0) e (3,0) quando D # G.

trajetoria apresenta maior desvio quando D > G [ veja Figura ]. A explicagao a este
acontecimento se reduz ao fato da lei de controle auxiliar modificada (44) ser sintetizada por
meio de uma condicao de rolamento total apropriado que se fundamenta sé no deslizamento. Ou
seja, dado que a configuracao das rodas da BMR tipo (3,0) sao omnidirecionais entao, pela Nota
41l o Teorema [1.3] se reduz & condicao ||S¢]| = 0. Assim, na situacdo D < G o deslizamento
representara a maior contribuicao no rolamento das rodas e a lei de controle auxiliar modificada
([#4) fard a compensagao das remanescéncias associadas a essa contribuicdo, ignorando que a
maior contribuicao é feita pela derrapagem no rolamento das rodas e resultando em um maior
desvio no seguimento da trajetéria. Consequentemente, é valido afirmar que para uma BMR
tipo (3,0) com rodas omnidirecionais a lei de controle auxiliar modificada (£.4)) apresentard um
menor desvio no seguimento da trajetéria sempre que D < G.

4.5.3 Resultados experimentais: BMR tipo (3,0) do Axebot

O controlador foi implementado sob uma plataforma de software desenvolvida em C++,
utilizando o framework para aplicagdes robéticas ROS [ do inglés Robot Operating System |, um
sistema de operacional open source que oferece um conjunto de bibliotecas que simplificam o
desenvolvimento de aplicagoes voltadas para robdtica, fornecendo servigos que abstraem tarefas
como: troca de mensagens, localizagdo/mapeamento, planejamento de trajetérias, entre outras
(ROS 2014). O controlador roda em ambiente LINU e permite enviar as agoes de controle de
ciclo de trabalho dos sinais PWM | refira-se & equagao (3.89) | que acionam os drivers dos motores
da BMR [ motores A-max 22 da Maxon Motors® com drivers de 6V e maxima poténcia de 5W ].
A plataforma experimental associada a BMR é composta de dois médulos: o microprocessador
responsavel pela implementagao da instrumentacdo | baseada no microcontrolador PIC32 da
Microchip® ] e 0o médulo que gera a base de tempo [ tempo de amostragem de 50ms | para o
relogio de tempo real. Os controladores de alto nivel | controlador dindmico e cinematico | sao
implementados sobre um computador personal. A comunicacao entre os médulos é feita por meio
da plataforma Xbee, que para este caso foi composta por dois médulos da Digi International®.
Os dados odométricos sao transmitidos serialmente em frames de 32 Bytes a uma taxa de 115200
b/s.

“Para o implementagio do controlador foi usada a versio Thrusty LTS de Ubuntu (14.04.03) em uma CPU
com processador Intel Core i5 @ 2.5 GHz.
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Figura 4.18: Comparagdo do seguimento de trajetéria para a BMR tipo (3,0) quando ||Vi|lmea = 1.18 m/s e
IVillmea = 1.48 m/s.

(b) Carpete e BMR (3,0) do Axebot.

Figura 4.19: BMR (3,0) do Axebot do Laboratério de Robética da Universidade Federal da Bahia.

A trajetéria de referéncia utilizada foi:
Tref(k) = sin™! ( cos %—’;k)
Yret(k) = sin~! (sin J%,—Zk) ) (4.144)
Ores(k) = tan~" (5727 )

O principio de implementagao da lei de controle foi baseado no procedimento em (Lewis et
al. 1999a, Lewis et al. 2006) e usando uma taxa de amostragem de 50 ms, mais especificamente:

r(@) = [ (@) B@)] " {57 (@) [M(@0)S (@) . () (eesse = Ko

ol = Ay ene) + M an) [ Sl + G S| .~ Clan,SCaim)| .

onde B(qy) € R**® é uma matriz de posto completo e S(gx) 2 S(0;) é definida como na

Tabela 22l O restante de parametros sao calculados como apresenta o Apéndice Bl Se¢ao [B.1.2
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Complementarmente, as agoes corretivas foram configuradas como:

7i(wr) = —Z5 (ar) (21 () Him1 (i) + Zo(qr) Hy(21)]
Hi(xy) = Gy (qr) | Hio1 (vx) — Gr(qr) Hio1 (vx) — Gs(q)7i(zr) |

sendo @y, = [qi )", Ho(zr) = =Gy (ak)Golaw)m: — G ' (ar)Gs(ar) (k) € To(wy) = Tk

Similarmente as simulagoes por computador, a velocidade ||V;||med [ velocidade de navegagao
da BMR ] tem sido modificada usando uma variacao do nimero de pontos Ny usados pela BMR
em um periodo de tempo. Assim, para ||V;||meda = 1.18 m/s e para ||Vj||meqa = 1.48 m/s os valores
inicialmente configurados foram N, = 536 e N, = 483, respectivamente. Na Figura[dI8 pode ser
observado que o seguimento de trajetéria da BMR tem uma melhora comparativa na medida que
é aumentado o grau da parcela corretiva da agao de controle enquanto a tendéncia a instabilidade
é maior quando é usada a acao de controle 75. Para a implementacao do controlador foram
utilizados os parametros das Tabelas 3.2 e [AT] junto com a ac@o de controle rigida 7 [ em (B.65)
| e a acdo de controle flexivel com até duas agoes corretivas, ja seja 7-(zk, €) = 1o(zk) + 11 (zk)
[ utilizada na Subsecio B.44 | ou 7. (71, €) = 7o(wk) + €71 () + £272(7y). Para os dois casos de
velocidade, foi configurada e implementada a lei de controle auxiliar v, em ([B.64). O seguimento
de trajetéria da BMR foi testado sobre um carpete como superficie de movimento [ veja Figura
19 ).

Entretanto, desde o ponto de vista prético, a manipulacao do valor de N, implica uma
anomalia numérica na acao de controle decorrente das propriedades inerentes aos torques de
coriolis nas rodas (Lewis et al. 2006).

Observagao 4.27 (Influéncia dos torques de coriolis na mudanga do espago Uy ): De forma
genérica, para o modelo (2:38)) em relagao aos atuadores tem-se que B(q) = Inxn, logo

7= M(q)¢ + C(q.9) + F(q), (4.145)
e por outro lado, para o sistema dos atuadores [ motor + caixa de reducdo | tem-se que
Jup + Bug + KgFu + KAt = KGR—MVM, (4.146)
M

onde Jy; € RY*N & a matriz de momentos de inércia dos motores, Fyy € IRY*YN contem as forcas
de atrito dos motores e By = diag {Bys, + K. Ky, /R,y € RM*Y 6 uma matriz constante,
sendo By, e Kp, as constantes de amortecimento do rotor e velocidade do ¢-ésimo motor.

Substituindo (£140) em (A.I46]) obtemos
Ky

[Jas + KEM(@)] ¢ + [Bur + KEC(0,)] ¢ + KaFy + KGF(0) = Koy Vi

ou ainda, para o i-ésimo atuador [ considerando pequenos valores de K¢ |:

. . Kym
[Jag, + K&M;i(q)] i + Bapi + KaFu, = KGEVM. — K&d;
onde d; = >, . Mij(q)¢i + >, ; Cij (¢, ¢) + Fi(q). Usando (3.90) podemos observar que as agoes
de controle que sao enviadas aos atuadores apresentam uma alteracao devida principalmente a
i Cij(q,4). Dessa maneira, um aumento de ||V;[|meq [ dependente de ¢ | implica uma alteragao
dos torques de coriolis, a0 mesmo tempo que afeta os sinais de controle dos atuadores [ contidos
em T |.

Usando a Observacao 27, foi determinado que o valor de velocidade limite que diminui os
efeitos de coriolis e garante a permanéncia de x. em Uy foi experimentalmente determinado
como |[|V;|lmed = 80 cm/s [ Ny = 20 | para um total de 60 amostras por teste. Dessa maneira,
para verificar dois casos experimentais, andlogos aos casos ||Vi|lmed =1.18 m/s e ||V;||mea = 1.48
m/s, foram configurados valores de ||V;||med =0.6 m/s e ||Vi|lmea =0.8 m/s [ para N, = 20 e
Ny = 15, respectivamente].
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Tabela 4.9: Desvio e indice IAE para BMR tipo (3,0) do Axebot com incrementos em ||V;|[mea n0 seguimento
da trajetéria de referéncia (£I44]) por meio da lei de controle auxiliar modificada (EI43]) com a*Gair = 10.42 e
a*édif/\* = 10725.

[[Villmea (m/s) TIAEv* IAEwv Desvio v* (cm) Desviov (cm) Kiloxo Koloxo

0.6 1.309 1.043 4.3 12.8

1 4

0.8 2.950 4.098 3.7 11.7 600 g

2 " T T T
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(a) Seguimento da trajetéria da BMR (3,0) usando a (b) Seguimento da trajetéria da BMR (3,0) usando
lei de controle 7. (z, ) = 1o(z) +e71(z). Comparagio a lei de controle 7.(z,¢) = 1o(z) + eTi(z) + 2 (x).
quando usada as leis v* e v para ||Vj|lmea = 0.6 m/s. Comparacao quando usada as leis v* e v para

[IVillmea = 0.8 m/s.

Figura 4.20: Comparagdo do seguimento de trajetéria para a BMR tipo (3,0) quando ||Vi|lmea = 0.6 m/s e
[|[Villmea = 0.8 m/s. Comparagdo quando aplicadas as leis de controle auxiliar v* e v.

A fim de conferir a compensacdo das remanescéncias de deslizamento e derrapagem, foi
utilizada a lei de controle auxiliar modificada v*, em (4I43]), configurada como na simulagao
[ @*Gar = 1042, o*Gae)* = 10725, K3 = 1600 e Ky = 45 (veja Tabela [A8) para um
periodo de amostragem de 50ms, ou seja, K1 = 1690 e Ky = —90 |. Nas Figuras
e pode ser conferido o seguimento de trajetdria para os casos ||Vi|lmeda =0.6 m/s e
IVillmea =0.8 m/s e na Tabela pode ser conferido o desempenho. Embora a metodologia
apresentada utilize uma técnica de rastreamento baseada em odometria a reducao da influéncia
das variacoes de escorregamento sobre a trajetéria por meio da reducao de velocidade na BMR
[ e consequentemente, nas rodas | implica menor propagagao de erro dentro do lago de controle.
Desde esse ponto de vista, a técnica baseada em odometria pode ser aprimorada na medida em
que a lei de controle auxiliar v* se torna mais robusta com respeito ao sinal da funcao h.,.

4.6 Resumo

Na Secao foi apresentado o problema das remanescéncias de escorregamento [ ou,
deslizamento e derrapagem | para diferentes valores na media das velocidade dos centros das
rodas, ||Vi|lmed, € como consequéncia da Suposigao ([B.7), foi observado que a manipulagao
desses valores implicavam uma relacao entre as remanescéncias de escorregamento e a mudanca
na velocidade do centro da BMR em relagao ao marco global {I/W'}. Para o controle de trajetéria
entao foi configurada previamente a dinadmica desejada [ definida pelas matrizes K; e K2 na
lei de controle auxiliar ([3.64]) | e observado seu rendimento | por meio da utilizacdo do indice
IAE | frente a diferentes valores de ||V;|lmed.- As observagoes feitas levam a proposta de uma
modificagao da lei de controle auxiliar [ veja lei (4.4) no Lema [A.1].

Com o propédsito de obter uma expressao formal para a lei de controle auxiliar definida no



128 Capitulo 4. Rolamento total apropriado e compensacao das remanescéncias

Lema 1] na Secao [£3] é apresentado uma anélise sobre o rolamento total de uma BMR. O
resultado dessa andlise se resume no Lema [ uma relacdo entre a velocidade e as variagoes
de escorregamento que descreveria limites permissiveis na velocidade do centro das rodas | e no
Lema L8 [ representacao formal para a lei de controle auxiliar modificada ].

A formulacdo do Teorema [£.3] [ Condigao sobre a variacoes de deslizamento e derrapagem |,
permitiu interpretar o comportamento das remanescéncias de deslizamento e derrapagem frente
a aumentos da velocidade no centro das rodas. Com essas observacgoes, e pelo uso do Lema (4.8
que apresenta uma estrutura para a lei de controle auxiliar modificada, foi feita a sintese de
um controlador hibrido, entre uma lei de controle por realimentacao e uma acao antecipativa
das variagoes de deslizamento e derrapagem. Os resultados observados mostraram que a lei de
controle auxiliar modificada ([£.4)) apresenta um melhor desempenho com relagao a lei de controle
auxiliar ([3.64]), quando a velocidade dos centros da rodas é incrementado.
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Capitulo

Consideracoes finais

A lei de controle por realimentagdo de estados nao-linear (L92) € suficientemente
robusta frente aos efeitos de escorregamento quando uma BMR executa o sequimento
de uma trajetéria com valores significativos de velocidade no centro das rodas. Para
estudar e fazer a sintese da lei de controle foi utilizada uma abordagem baseada
em perturbagdes singulares, o que permite associar aumentos dos coeficientes de
rigidez longitudinal e transversal quando a presenca do escorregamento € impreterivel.
Embora exista uma esquema de controle que considere a flexibilidade das rodas a lei
de controle auziliar modificada (£4) € inserida para ponderar a velocidade do centro
das rodas de uma BMR em regioes da trajetoria de referéncia onde a influéncia
de deslizamento e derrapagem persiste [ apresentado aqui como remanescéncia de
escorregamento |.  Os resultados mostram que a técnica de controle apresentada
oferece uma outra interpretacdo ao problema de seguimento de trajetorias em BMRs
usufruindo das proprias caracteristicas comportamentais do escorregamento.

5.1 Conclusoes e comentarios finais

Neste trabalho, foram introduzidas forcas de tracao dissipativas pela utilizagao de um fator de
escala e, conhecido como parametro de perturbagao, que permite modelar fenomenologicamente
o aspecto flexivel [ ou rigido | das rodas [ veja SubsecaoB.2.1]]. A partir dessa inclusao foi usada
uma abordagem baseada na teoria de perturbacoes singulares para incluir o grau de violacao
das restrigdes cinematicas [ representadas como A’ (q)eu ] em BMRs com no minimo duas rodas
ativas [ o que implica ¢, ser no minimo 2 ]. Embora a inclusao desse grau significasse uma relagao
com o deslizamento e a derrapagem [ tépicos fundamentais deste trabalho |, uma especificacao
importante para sintese de controladores em forma geral é a restricao a entrada do sistema, sendo
assim necessério a inclusao das nao-linearidades saturagao | relacionada com o acionamento dos
motores acoplados as rodas | e zona morta [ relacionada com a forca atrito estatico presente
entre a roda e a superficie |, ndo-linearidades que seriam posteriormente fundamentais para
interpretar como a violagao das restricoes cinemaéticas alteraria o efeito das nao-linearidades e o
bom desempenho do controlador [ veja Subsecao B.44 e Observagao ].

A utilizacdo da teoria de perturbagoes singulares permitiu inserir o conceito de dindmicas
lentas [ & ], relacionado com a posigao dentro do marco global {W} e a posigdo angular das
rodas; e o conceito de dinadmicas rapidas [ ;1 ], relacionado com a violacdo das restrigoes
cinemdticas. Sobre tais conceitos, foi imprescindivel citar a necessidade de uma variedade |
ou H(z,t), conhecida como variedade flexivel na Definicao B2 ] que permitisse compreender o
comportamento da dindmica de uma BMR na concepcao de sistema rigido ou sistema flexivel.
Entretanto, devido as diferencas temporais nos transitérios das respostas répidas [ | com as
respostas lentas [ p | foi possivel destacar aproximagoes Z e fi a fim de observar como, no dominio
do tempo, o parametro de perturbacao ¢ impede garantir que a situacao u = [i seja satisfeita. No
entanto, sob certas condigoes, entre as quais podemos citar a necessidade de impor a estabilidade
exponencial do modelo reduzido de f [ conhecido como modelo de camada limite, na Subsegao
B.23 ], os teoremas [3.1] e permitiram que a situagdo p ~ [ fosse satisfeita uniformemente |
para t — oo |, quando uma BMR se movimenta respeitando um minimo de rigidez nas rodas,
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representado de forma equivalente pela condicao € < €*.

Embora e opere como um atenuador das restricoes cinemadticas, sua presenca no modelo
dinamico representa a velocidade com que estas sao violadas. Vejamos no sistema (3.69) - (3.70)
que

.1
L= EG(:c,u,s).

Logo, /i sera maior quando ¢ for reduzido. Assim, a velocidade da resposta transitéria de pu
serd maior em comparacio com a resposta de z [ de forma equivalente o transitério de AT (q)epu
terd um tempo resposta muito menor que a resposta do sistema rigido representado por x |.
Dessa forma, as implicagoes do deslizamento e da derrapagem teriam uma forte ligacdo com
o parametro €. A fim de unir a concepgdo matemética com a concepgao fenomenolégica de
flexibilidade, as forcas de tragao foram modeladas como em Bakker et al. (1987) [ Subsegao [B.3.1]
]. Nessa modelagem é estabelecida uma dependéncia explicita entre os componentes da forga de
tragao e o escorregamento | deslizamento e derrapagem ]. Aproximacoes dessas dependéncias
foram representadas por modelos lineares em IR? para pequenos intervalos de deslizamento e
derrapagem [ com valores méaximos ao redor de 0.1 |. Embora as aproximagoes simplifiquem
tais dependéncias foi assumido, como consequéncia dessa simplificagao, a presenga da perda de
tragao, principal causa das remanescéncias de deslizamento e derrapagem [ veja Observacao
na Subsecao 3.1 ].

Sobre a abordagem da teoria de perturbacoes singulares e pelo uso do critério de Poincaré-
Lindstedt o modelo dinamico de uma BMR foi reformulado por termos diferenciais de grau
superior de €, ou seja, uma func¢do polinomial em ¢ de ordem N, que objetiva aproximar a
flexibilidade do sistema [ veja Subsecao B.4.3]|. Similarmente, como consequéncia do critério
de Poincaré-Lindstedt, a entrada do sistema 7 é considerada uma expansao linear de vérios
termos de grau crescente em e, principio que permitiria a sintese da lei de controle flexivel (.78
responsavel pela malha de controle mais interna do esquema de controle e configurada em cascata
com a lei de controle auxiliar v | definida em (3.64) |.

Na sintese de controladores baseada em métodos de perturbacoes singulares, o critério de
Poincaré-Lindstedt oferece uma outra interpretacdo ao problema de linearizar a entrada de
controle sobre manifold invariante com respeito aos problemas inerentes do movimento das BMRs
com restri¢oes de movimento e a presenca de deslizamento e derrapagem [ veja D’Andréa-Novel
et al. (1995), Motte & Campion (2000), Dong & Guo (2005), Ferndndez et al. (2015b), etc |.
Entretanto, as observagoes sobre resultados parciais de seguimento de trajetéria do Capitulo 4
comprovam que ha remanescéncias de deslizamento e derrapagem que a lei de controle flexivel
nao consegue compensar quando é incrementada a velocidade nos centros das rodas. Como
consequéncia disso foi utilizada uma fungéao escalar A, para reduzir a aceleragdo da BMR no
marco local { R} [ ou seja 1 ] tal que as remanescéncias de escorregamento pudessem ser atenuadas
de acordo com a regiao da trajetéria de referéncia onde a sensibilidade as remanescéncias fosse
maior. Visto que 77 = v [ Observacao |, a aplicagdo de A, foi feita sobre a lei de controle
auxiliar v, resultando em

-1
=A_" v,

sendo v* a lei de controle auxiliar modificada, ou como no Lema 8 representada por
1 ;
A v = hyv + hyn,

onde hy = [[Ad]l + [[ St

A lei de controle auxiliar v* mostra como as variagoes de deslizamento e derrapagem podem
ser configuradas para compensar as remanescéncias, o que certamente se enquadra no propdsito
do Teorema [4.2], onde essas variagdes | representadas por Sy e A; | foram fundamentais para
condicionar a mampulacao de ||V4]|]. Diferentemente de outras contribuicoes existentes na
literatura associada, onde é assumido que a BMR se movimenta umformementeﬂ a interpretacao
fornecida pelo teorema ressaltou a necessidade de estabelecer uma restrigao sobre as velocidades
dos centros das rodas de acordo com a evolugao de S; e A; no dominio do tempo, o que
tecnicamente é uma consideracao valida, visto que uma BMR nao satisfaz as condigoes de
rolamento puro e nao-derrapagem quando suas restri¢oes cinemdticas nao sao satisfeitas [ veja

Veja D’Andréa-Novel et al. (1995), Barreto et al. (2013), Motte & Campion (2000), Aithal & Janardhanan
(2013), etc.
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Shekhar (1997) | logo, é coerente afirmar que [|S¢]| > 0, ||A¢]] > 0 e g. > 0 para V¢ > 0 [ usando
0 Teorema 3, tanto ||S;|| = 0 quanto ||A¢|| = 0 equivaleriam & condigao g. = 0, logo se ||S > 0
e [|A¢]| > 0 entdo g. >0 ].

De maneira formal, se a lei de controle auxiliar v* compensasse as remanescéncias entao,
como consequéncia do Teorema deveria ser garantido que

Xe € Uv,

sendo Uy um espago confinado definido pelo sistema (£63) e x-. = [x1 X2 X3 ]T um mapa cujos
componentes sao definidos por x1 = ||S|| ™", x2 = |A¢]| 7! e x3 = ||Vi]].

Certamente, as observagoes ao redor dos resultados apresentados no Capitulo 4 comprovam
uma diminuicao do erro de seguimento de trajetéria pelo uso da lei de controle auxiliar modificada
v* quando é incrementada a velocidade do centro das rodas, ao mesmo tempo que adquiriu
menor sensibilidade ao re-ajuste dos valores pré-configurados das matrizes K; e Ks [ matrizes
que conjuntamente representam a configuracao de um controlador PD ].

5.1.1 Divulgacao de resultados

O trabalho aqui reportado pode ser classificado dentro de trés categorias: (i) revisao da
modelagem cinematica e dinamica de uma BMR, com restrigoes cinemaéticas integraveis e nao-
integraveis [ representadas na formulacao pfaffiana |, (ii) modelagem dinamica pela abordagem
baseada na teoria de perturbacoes singulares e proposta de um esquema de controle robusto para
problema de seguimento de trajetérias em BMRs por meio da inclusao das varidveis rapidas,
utilizacao do método de Poincaré-Lindstedt para sintese do esquema de controle em cascata com
lago externo de controle definido pela lei de controle auxiliar v [ em ([B.64]) |; e (iii) sintese de
uma lei de controle auxiliar v* | em (£4]) e (£76]) | para compensagdo das remanescéncias de
escorregamento | deslizamento e derrapagem | por meio da modificagao da lei de controle auxiliar
v aproveitando um critério sobre a variagdo das remanescéncias de escorregamento | Teorema
M3 ] e uma restrigao sobre as velocidades dos centros das rodas em relacao a essas variagoes |
Teorema [£.2] |.

Até a data, o trabalho aqui apresentado rendeu vérias publicagoes relacionadas com controle
e/ou compensagao de escorregamento em BMRs para problemas de controle de seguimento de
trajetéria e controle de velocidade no espaco dos atuadores que sao mencionados a seguir:

Fernandez, C. A. P. & J. J. F. Cerqueira (2009) Control de velocidad con compensacién
de deslizamiento en las ruedas de una base holonémica usando un neurocontrolador basado
en el modelo Narma-L2. Em: IX Congresso Brasileiro de Redes Neurais. Ouro Preto -
Brasil.

Fernandez, C. A. P. & J. J. F. Cerqueira (2009) Identificacio de uma base holonémica
para robos moveis com escorregamento nas rodas usando um modelo narmax polinomial.
Em: IX Simpdsio Brasileiro de Automdtica. Brasilia D.F - Brasil.

Fernandez, C. A. P., J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2012) Dinamica nao-linear
do escorregamento de um rob6 moével omnidirecional com restri¢ao de rolamento. Em: XIX
Congresso Brasileiro de Automdtica. Campina Grande - Brasil.

Fernandez, C. A. P., J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2013) Suitable control
laws to path tracking in omnidirectional wheeled mobile robots supported by the
measuring of the rolling performance. Em: XI Simpdsio Brasileiro de Automagdo
Inteligente. Fortaleza - Brasil.

Fernandez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N Lima (2014) Control of nonholo-
nomic mobile bases supported by measuring of the slipping and skidding variations. Em:
Proceedings of the 2014 Joint Conference on Robotics: SBR-LARS Robotics Symposium
and Robocontrol. IEEE Computer Society. Sao Carlos - Brasil.

Fernandez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2014) Trajectory tracking
control of an omnidirectional wheeled mobile robot with slip and deformation: a singular
perturbation approach. Em: XX Congresso Brasileiro de Automdtica. Belo Horizonte -
Brasil.
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Ferndndez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2014) Trajectory tracking
control of nonholonomic wheeled mobile robots with slipping on curvilinear coordinates:
a singular perturbation approach. Em: XX Congresso Brasileiro de Automdtica. Belo
Horizonte - Brasil.

Ferndndez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2015) Control of wheeled
mobile robots singularly perturbed by using the slipping and skidding variations:
curvilinear coordinates approach (Part I). Em: 11" IFAC Symposium on Robot Control -
SYROCO 2015. Salvador - Brasil.

Ferndndez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2015) Control of wheeled
mobile robots singularly perturbed by using the slipping and skidding variations:
curvilinear coordinates approach (Part II). Em: 11" IFAC Symposium on Robot Control
- SYROCO 2015. Salvador - Brasil.

Fernandez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2015) Regulable
convergence radius for flexible auxiliary control law in wheeled mobile robots singularly
perturbed: curvilinear approach. Em: XII Simpdsio Brasileiro de Automagao Inteligente.
Natal - Brasil.

Fernandez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2015) Journal of Intelli-
gence and Robotics Systems. Flexible auxiliary control for wheeled mobile robots by using
slipping and skidding variations. [ Submetido em 2016 |.

O trabalho Control of nonholonomic mobile bases supported by measuring of the
slipping and skidding variations recebeu prémio na categoria BEST PAPERS [ melhores
artigos | da IEEE Conference on Robotics: SBR-LARS Robotics Symposium and
Robocontrol, o que por sua vez rendeu a publicagao de um capitulo para livro, citado a seguir:

Ferndndez, C. A. P, J. J. F. Cerqueira & A. M. N. Lima (2015) Communications in
Computer and Information Science. Cap. Trajectory control of wheeled mobile robots not
satisfying ideal velocity constraints by using slipping and skidding variations: a singular
perturbation approach. Springer, NY, USA. ISBN 978-3-662-48134-9. pp. 74 — 95. |
Aceito em 2014, publicado em 2015 |.

5.2 Sugestoes para pesquisas futuras

Sendo consistentes com os resultados apresentados, esta tese encorajou pesquisas mais
aprofundadas abrindo as portas para os seguintes trabalhos futuros:

> Aperfeicoamento do método para calcular os parametros o*Gyir € a* GgipA\* considerando-se
o grau de robustez N, [ nimero de agoes corretivas | da lei de controle flexivel (B.78]).

> Aperfeigoamento do método para calcular o pardmetro de perturbagao e, com relagdo ao
melhor custo computacional da lei de controle aumentada (B.78).

> O Teorema M3 pode ser usado como critério para definir melhores desempenhos no
seguimento de trajetérias em técnicas de controle alternativas (MPC com/sem restrigoes,
neuro-controladores, LQR, etc) de acordo com as variagbes das remanescéncias de
escorregamento. O comportamento de g. forneceria uma melhor interpretacao sobre os
locais da trajetoéria onde existiria uma maior remanescéncia de deslizamento e derrapagem,
informacao que poderia ser usada para um reajuste [ on-line ou off-line | dos pardmetros
da técnica de controle implementada.

> A mesma proposta de controle pode ser aplicada a robds de base fixa, como robos
manipuladores de cadeia cinemética aberta e fechada, visto que a técnica de controle
proposta nesta tese, que objetiva como mecanismo principal de locomocao as BMRs,
concentra sua fundamentagdo tedrica nas classicas formulacoes euler-lagrangeanas ou
hamiltoneanas, que por sua vez sdo também conhecidas em sua versao flexivel com inclusao
de atrito e deformacao de giro nas juntas.
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Apéndice

Anexos do Capitulo 2

BMRs apresentam restri¢cdes cinemdticas decorrentes do tipo e geometria da roda.
O niumero de graus de liberdade que o sistema possui para se movimentar dentro
do conjunto de coordenadas generalizadas do seu espaco de trabalho estd fortemente
ligado com estas restrigoes, de tal forma que a locomogdo do sistema € limitada.

A.1 Restrigoes pfaffianas: formulagao de (2.14)) usando condigao
de rolamento puro e nao-derrapagem

Usando a reformulacao para o vetor de coordenadas generalizadas mostrada na Proposigao

22 as equagoes (2.0), (Z8), (ZI0) e (2I2), associadas com restri¢oes de rolamento puro, podem
ser reescritas para N rodas na seguinte forma compacta:

— sin(a+8+0) cos(a+8+0) lcos B

: : ONyxNe ONpxNo rEy
—sin(a+£+0) cos(a+p3+0) lcosf

—sin(a+B1. (£)+0) cos(a+B1,(t)+0) lcosBi,.(t)
ONCXNC ONCXNO rEe

—sin(a+pn, (t)+6) cos(a+Bn, (t)+0) lcos B, (t)

RT(q)i & g=0 (A1)

—sin(a+B1, (8)+6)  cos(a+B1, (£)+0) 1cos Bi,(¢)

: . : ONoxNe ONoxNo,  TEo
—sin(a+pn, (t)+0) cos(a+Bn, (t)+6) lcos B, (t)

—sin(a+B+v+0)  cos(a+B+y+6) lcos(B+7)

ONgxNe Ongx N, TCOsVEs

i —sin(aJr.ﬁJr'erG) COS(aJr.BJr'er@) lCOS(.ﬁJr’Y)

sendo
Ef =[ IN;xN; OnpxN. OnyxnN, Onpxn, ], Ec=[ Onoxny  INxN. OnexnN, Onexnw, ],
Eo =] OnyxN; On,xN. INyxN, On,xnN, |, Es =[ Onoxny Onoxn. Ongxn,  IN,xN, ],

onde INf «Nj» In.«n., IN,xN, € IN,xN, sao matrices identidade.

Usando novamente a Proposigao 22 as equagoes (27), [29) e (ZII)), associadas com
restrigoes de nao-derrapagem, podem ser reescritas para IV rodas na seguinte forma compacta:

147
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r cos(a+p3+0) sin(a+8+90) lsinf .

: : : OfoNc OfoNo OfoN
cos(a+3+6) sin(a+5+0) lsin 8

cos(a+B1.(t)+0) sin(a+PB1,(t)+0)  IsinBi,(t)
: : : i=0. (A2)

: : : ONexNe ONexNo ONexn
cos(a+fBn, (t)+0) sin(a+LBn,(t)+0) IsinBn,(t)

cos(a+B1,(t)+0) sin(a+pB1,(t)+0) d+isin B, (¢)

ONyxNe AINgx Ny, ONgx N

L cos(aJrﬁ]\./O (t)+0) sin(aJrB]\.;o (t)+0) d+l1 sin.ﬁNO ()

Dessa forma, a equagao ([2.I14) pode ser obtida pela uniao de (AJ]) e (A.2).

A fim de confirmar que as limitagbes de mobilidade de uma BMR sao relacionadas com o
posto da matriz A%(q), consideram-se as restrigoes de nao-derrapagem associadas com rodas
padréo fixas e orientdveis no centro em (A.2), e reescreva-se como:

r cos(a+pB+0) sin(a+3+6) Isin 8 7

. . OfoNc OfoNO OfoN
cos(a+B+0) sin(a+8+0) Isin 8

cos(a+PB1,(t)+0) sin(a+pB1.(t)+0) Isinpi.(t)

ONexNe ONexNo ONex N

_COS(Ot+B];TC(t)+6) sin(a—l—ﬁj\'rc(t)-i-é’) lsinB.NC(t)

Entretanto, utilizando a submatriz A% (q) de DT(q) para expressar as restrigdes de néo-

derrapagem em termos da velocidade da BMR no marco global {WW}, a equagao anterior pode
ser reescrita na seguinte forma simplificada:

cos(a+3+0) sin(a+5+0) Isinf 7
OA% (q) . cos(a—.I—B—I—G) sin(oz-i—ﬁ-i—é’) lsi.nﬁ .
1A7]\} (q) cos(a+B1, (t)+0) sin(a+pB1,(t)+0) lsin By, (t)
| cos(a+Bn, (£)+6) sin(a+Bu, (£)+0) Isin B, (t) ]

De ([A3) pode-se dizer que, para & # 0, entio

{eker {AN(q)}, v{AN(9)} <3,

¢ ¢Im{AR(q)}, rank{AR(q)} <3.
Nota-se que,

se rank {A%(¢)} =3 entdo £=0,

ou seja, nenhum movimento na BMR poderia ser executado, o que explica porque as limitagoes
de mobilidade sio definidas pelo posto da matriz A% (q).

A.1.1 Caélculo das posi¢oes angulares | ¢ | e angulos das rodas orientaveis
fora do centro [ (3, ]

Nota-se que as restrigoes cineméticas definidas em forma compacta nas equagoes (A e
(A2) podem ser usadas para calcular 3, e .
De (Al pode-se reescrever

R{(q)¢ + E(q)¢ =0,
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onde
- —sin(a+8+6) cos(a+p3+0) lcosfB 7

— sin(a+p3+0) cos(a-+B+0) lcos B

—sin(a+P1, (t)+0) cos(a+pB1.(t)+0) lcosBi.(t)

—sin(a+By, ()+0) cos(a+Bn, (t)+0) cos B, (t)

TEf
R{(q) = | e El@=| ¥ |
—sin(o+p1, (t)+6) cos(a+pB1, (t)+6) lcos B, (t) rcosvEs

— sin(aJrBNO (t)+0) Cos(aJrB}Vo (t)+0) lcos B.No (t)

—sin(a+B+v+0)  cos(a+B+y+0) lcos(B+7)

| —sin(a+f+7+0)  cos(atB+y+0)  Leos(B+7) |
Assim, pelo uso de ([2.25]), ¢ pode ser calculado como
¢ = —E"(q)R{ ()¢ = —ET(¢)RE (9)RT (0)S(Bc)u,

onde ET(q) é a pseudo-inversa de F(q).
Similarmente, de (A.2)), pode-se reescrever

DE(q)é + dIn,xn,B0 =0,
onde
—cos(a+P1, (t)+0) sin(a+pB1, (¢)+0) d+lsinB1,(t)
DE(Q) £
— cos(a+Bn, (t)+0) sin(a+Bn, (t)+0) d+isin By, (t)
Logo, pelo uso de (Z2H), 3, pode ser calculado como

1 1

o
7 INex N, De ()€ = ——

Bo = In,xn, D¢ (a)RT (0)5(Be)u.

A.2 Redutibilidade dos modelos cinematicos para BMRs tipo
(2,0) e (3,0)

A seguir serd verificado por meio dos modelos associados as BMRs nao-degeneradas do robd
HILARE e AXEBOT que o modelo de postura cinemdtica [ Definicao 221 e Tabela 211 ] é
sempre irredutivel como também serd verificado que o modelo de configuragao cinemética pode
ser reduzido em numero igual as velocidades generalizadas linearmente dependentes.

A.2.1 Redutibilidade dos modelos cinematicos de posicao: utilizagao do
colchete de Lie e a Proposicao 2.7

O robd HILARE tem uma BMR nao-degenerada do tipo (2,0) cujo modelo cinemético de
posigao cartesiano é como segue | veja Tabela 2.1 |:

T —sinf 0
Y| = cosf 0 [ t ] .
6 0 IR
Definindo by (z) = [—sinf cosf 0]7, ba(z) = [0 0 1]7 podemos formular uma distribuicio

regular A(z) como:
A(z) = gen{bi(z),b2(2)}.
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Tabela A.1: Parametros de simulagdo para as BMRs do tipo (2,0) e (3,0).

Parametro Unidade  Descrigdo BMR do tipo (2,00 BMR do tipo (3,0)
HILARH] AXEBOT
r [m] Raio da roda. 0.35 0.0349
[m] Distancia perpendicular desde o 1 0.12

centro da BMR até o ponto
de acoplamento da roda com a
estrutura da BMR.

L [m] Distancia do centro da BMR a 1 0.12
um ponto qualquer.

M [Kg] Massa da BMR. 1000 1.903

I. [Kg-m?] Momento de Inércia da BMR. 500 0.0132

Iy [Kg—mQ] Momento de Inércia de cada 1.6 1.6 x107°
roda.

Calculando o colchete de Lie para bi(z) e ba(z) obtemos

5 . 0 0 —cos@ 0 cos
(1), ()] =22 ) - P10 — [ 0 0 —sinf ] [ 0 ] - [ sin 6 ] |
z z 0 0 0 1 0

e claramente esse vetor resultante é linearmente independente com by (z) e ba(z). Definindo esse

vetor como bs(z) = [cosf sinf 0] e calculando os colchetes de Lie dos pares [by(2),bs(z)] e

[ba(z),b3(2)] os resultados sao
[01(2),b3(2) ] = 031, e [b2(2),b3(2) ] = bi(2).
Este resultado mostra que o fechamento involutivo A(z) é

A(z) = gen {b1(2),b2(2), b3(2)}

e consequentemente dim {A(z)} =3 =3+ 94 [jd que ;g = 0 |. Pela Proposicao 2.7, podemos
concluir que a BMR do HILARE tem um modelo cinematico de posigao cartesiano irredutivel.
Em um espaco de fase para o vetor & = [# ¢ 0]7 tal conclusdo pode ser evidenciada por uma
diferenca notavel nas possiveis trajetorias que esse vetor percorrerd, dependendo claramente da
entrada de controle u e os valores de . Para exemplificar tal diferenga, na Figura |[A.1(a) é
apresentado a simulacdo do diagrama de fase do vetor f dentro da distribuigao regular A(z) e
do fechamento involutivo A(z) com entradas u = [u1 uz2]’, apresentadas na Figura

A simulagao foi feita para o caso em que a BMR executa uma trajetéria com forma de

losangd? | com ambas diagonais iguais a 6.28 m ] durante 4.519 s e utilizando os parametros
apresentados na Tabela Iﬁl

O robé AXEBOT tem uma BMR nao-degenerada do tipo (3,0) cujo modelo cinematico de
posigao cartesiana é como segue | veja Tabela 2] |:

& cosf —sinf O Uy
Y | = | sinf cosf 0 uz |,
0 0 0 1 us3

Definindo-se by(z) = [cosf sinf 0]7, by(z) = [—sin® cosf 0]7, b3(z) = [0 0 1]

!Para a BMR do rob6é HILARE, foram considerados os parametros de simulacio encontrados em (Leroquais
& D’Andrea-Novel 1996, D’ Andréa-Novel et al. 1995).
2Detalhes sobre a escolha dessa forma geométrica para a trajetéria sdo apresentados no Capitulo 4.



A.2. Redutibilidade dos modelos cinemaéticos para BMRs 151

0 (rad/s)

10

5

y (m/s) 45 0

y (m/s)

5 5 & (m/s) 1 s z (m/s)
(a) A(z) (linha sélida), A(z) (linha tracejada). (b) [A(z) (linha sélida), A(z) (linha tracejada).
HILARE: BMR tipo (2,0). Diagrama de fases AXEBOT: BMR tipo (3,0). Diagrama de fases
diferentes devido que A(z) # A(z). iguais devido que A(z) = A(z).
Q
— <
n ]
~. —~
-~ Na)
® )
Nak 3
S z
= g
< o
£ g
5 3
0 1 2 3 4
t(s)
(¢) w1 (linha sélida), uz (linha tracejada). (d) w1 (linha sélida), us (linha tracejada), us (linha

pontilhada).

Figura A.1: Diagrama de fase para o vetor £ na BMR do HILARE e do AXEBOT. Ambas sujeitas & distribuicao
regular A(z) (linha sélida) e ao fechamento involutivo A(z) (linha tracejada).

podemos formular uma distribuigao regular A(z) como
A(z) = gen {b1(2), b2(2), b3(2)}

e claramente, pelo exemplo da BMR tipo (2,0) apresentado anteriormente, essa distribuigao é o
proprio fechamento involutivo A(z). Dessa forma, dim {A(2)} =3 =3+ 6, [ jd que 6, =0 ];
ou seja, o modelo cinematico de posicao cartesiana do AXEBOT ¢ irredutivel.

Foi feita uma simulacao para o caso em que a BMR executa uma trajetoria com forma de
losango [ com ambas diagonais iguais a 6.28 m | durante 4.519 s de acordo com os parametros

na Tabela [A.Jl Na Figura ¢ exemplificado um diagrama de fase para o vetor ¢ gerado
na distribuicdo regular A(z) e no fechamento involutivo A(z) com entradas u = [u; us ugz]’ |
apresentadas na Figura [A.1(d)|].

A.2.2 Redutibilidade do modelo cinematico de configuragao: consequéncia
da Proposicao 2.4

Para o AXEBOT tem-se que §,, = 3 e as coordenadas generalizadas de configuragao sao
qg=[zy0v1 23 ]T. Logo, o modelo cinemaético de configuracao é caracterizado pela matriz
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S(q) [ Tabela 221 ], definida como

cosf sinf O
—sinf cosf O
0 0 1
= V3 1 l
&) 11
2r 2r r |

onde 7 é o raio da roda.
Verifica-se que dim {A(q)} = dim{gen {col{S(¢)}}} = 3, e usando o colchete de Lie para

b1(q) = [cosf —sinf 0 —§ 0 %]T, ba(g) = [sinf cosf 0 5= —L LT ebs(q)=[001 % % %]T,
temos que
[b1(a),b2(9)] = Ogx15 [b1(g),b3(q)] = [sin® cosf 0 0 0 0]";
[ba(q),b3(q)] = [—cos@ sind 0 0 0 0]".
Considerando-se o resultado dos dltimos dois colchetes como by(q) = [sinf cos 0 0 0 0]7,

bs(q) = [—cosf sinf 0 0 0 O]T, e calculando-se o colchete de Lie para para os pares
[04(q),b1(q) ], [b4(q),b2(q) ], [ba(q),b3(q)], [b5(q),b1(a)], [b5(q),b2(q)] e [b5(q),bs(q)], obtém-

se, respectivamente

[04(q),b1(q) ] = O6x1; [ba(q),b2(q)] = Osx1; [ba(q),bs(q
[05(q),01(q)] = O6x1; [b5(q),b2(q) ] = Osx1; [b5(q),b3(q)] = —ba(q).

Esse resultado mostra que o fechamento involutivo é
A(q) = gen {b1(q), b2(q), b3(9), ba(q), b5(0)} ,

e que dim {A(q)} = 5. Logo, o nimero de coordenadas generalizadas que podem ser reduzidas
é dim{q}— dim{ A (q)} = 6—5 = 1. De fato, pela estrutura da configuracao em S(q) temos que

~—
Il
S
ot
—
K
~—

. . . 3l .
©1+ P2+ 3 = ?9,
ou mesmo dizer que, hd uma funcao 71 = Y1 + Y2 + ¥3 e a uma fungéo 7y = —37l«9 tal que 71 + 79
é uma funcao suave em ¢ que permanece constantemente nula ao longo de uma trajetoria sujeita
as restrigoes da BMR. Assim, é possivel eliminar uma coordenada generalizada de 1, @2, v3 € 6.
Na Figura é apresentada a simetria de 71 e 79 com relac¢ao ao eixo horizonal [ 7 = 0 | para
uma simulagao quando a BMR do AXEBOT faz o seguimento de uma trajetéria de referéncia
com forma de losango | com ambas diagonais iguais a 6.28 m | durante 4.519 s.
Para o HILARE temos que J,, = 2 e as coordenadas generalizadas de configuracao sao
g=1[zyb¢1 ¢ ]T. Para essa BMR, o modelo cinemético de configuracao é caracterizado pela
matriz S(q) [ Tabela [Z2]] definida como

—sin6 0

cos 0 0

S(q) = 0 !
T

T T

Verifica-se que dim{A(¢q)} = 2 e dim{A(q)} = 4. Logo, o niimero de coordenadas
generalizadas que podem ser reduzidas é dim {¢} — dim {A(¢q)} =5 — 4 = 1. Pela estrutura da
configuragao em S(q), comprova-se que

) ) 20 .
$1+ o = ——0,
T

ou seja, que 74 = Y1 + P e Ty = 2719 sao funcoes suaves em ¢ tal que 71 + 7o permanece
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e 72 (rad/s)

71(rad/s)

t(s) t(s)
(a) 71 (linha sélida) e 72 (linha tracejada) para o (b) 71 (linha sélida) e 7 (linha tracejada) para o
AXEBOT, BMR tipo (3,0). HILARE, BMR tipo (2,0).

Figura A.2: Verificagdo da simetria de duas fungoes suaves em ¢, 71 e 72, tal que a sua soma 71 + 72 permanece
constantemente nula ao longo de uma trajetéria com forma de losango sujeita as restrigbes de uma BMR néo-
degenerada. As fungdes apresentam simetria com relagdo ao eixo horizontal 7 = 0, consequentemente a sua soma
é zero.

constantemente nula ao longo de uma trajetoria sujeita as restricoes da BMR. Assim, é possivel
eliminar uma coordenada generalizada de ¢1, @2 e 6. Na Figura|A.2(b)|é apresentada a simetria
de 71 e 79 com relagao o eixo horizonal [ 7 = 0 | quando a BMR do HILARE faz o seguimento
de uma trajetoria de referéncia com forma de losango | com ambas diagonais iguais a 6.28 m ]
durante 4.519 s.

A.3 Controlabilidade do modelo cinematico de configuracao
para BMRs tipo (2,0) e (3,0): Teorema de Chow

Pela Definicao 2.3l a dimensao correspondente ao espaco tangente TqIR3+N oF0atN & jgual a
3+ N, + 04 + N. Das revisoes feitas na Subsecao associadas com a redutibilidade dos
modelos cinemdticos de configuracdo para as BMRs tipo (3,0) e (2,0), pode-se verificar se a
condicao de posto de controlabilidade é satisfeita.

Da Subsegao [A.2.2] tem-se que o fechamento involutivo para a BMR tipo (3,0) é definido
por:

cos sinf 0 sinf —cosf ]
—sinf cosf® 0 cosf sinf
. 0 0 1 0 0
= V3 1 l
A(q) —y Lol 0 :
0 -1 1L 9 0
V3 1 l
> % 7 0 U

e dado que suas colunas sao linearmente independentes entao rank{A(q)} = 5. Visto que o

modelo cinematico de configuracao é redutivel em uma variavel entao dim {Tq]R3+N otdatN } = 5.

Dessa forma é concluido pelo Teorema [ Teorema de Chow | que o modelo cinemadtico de
configuragao da BMR tipo (3,0) é controlavel.

Da Subsegao [A.2.2] tem-se que o fechamento involutivo para a BMR tipo (2,0) é definido
por:

—sinf 0 —cosf sinf
cos 6 0 —sinf cosb
A(g) = o 10 01,
1 l
T
0 0

e como suas colunas sao linearmente independentes entao rank {A(q)} = 4. Da mesma forma
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que na BMR tipo (3,0), o modelo cinemdtico de configuragao é redutivel em uma varidvel, logo
dim {7, IR** oHoa+N } = 4. Dessa forma é concluido pelo Teorema [ Teorema de Chow | que
o modelo cinemético de configuragao da BMR tipo (2,0) é controlavel.
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Embora os modelos para BMRs totalmente rigidos tenham sido tuteis em muitas
aplicacoes de controle de trajetoria, quando € assumido que as restricoes cinemdticas
sdo satisfeitas, € preciso mudar a abordagem para uma aproximagdo que considere
a flexibilidade e a wviolacdo das restricoes. FEssa consideracao permite utilizar a
teoria de pertubacdes singulares para descrever dinamicas lentas e dindmicas rdpidas
associadas respectivamente com a dindmica rigida da BMR e com a violagao das
restri¢oes cinemdticas.

B.1 Modelo dinamico genérico singularmente perturbado para
BMRs: detalhes do modelo (3.8)-(3.9)

Como foi mencionado na Subsecdo B.22 ¢ ndo pode ser gerada completamente pela
distribuigdo A(q) definida em (2.30]) e deve existir uma base de campos vetoriais complementar
tal que a configuracao cinematica seja totalmente descrita. Dessa forma, ¢ tem um complemento

no espaco ortogonal ao espaco gerado por A(g) [ ou seja Im {A(q)} € Q(g) C R3¥**FNet9a+N | ta]
que
¢ = S(g)n + Alq)ep. (B.1)
Diferenciando (B.Il) tem-se que

i=15@ 40 1] 5]+ {5 s@n+ aen o+ {5 s@n+ Awesd fen

e, da mesma forma que foi feito para o caso ideal em (2.42]), pode-se substituir a equagao anterior

em (2.40) e multiplica-la & esquerda pela matriz [ii((g;] resultando em
) _ 95
J(q) [ iy } = [ Ar(q) |G @S @+ Alg)en) + Bla)r = Mlq) | 5. 1S(a)n + Ala)euln

0A 0
— A
*od Slan + Alg)eu] 5“}} * [ —AT(q) A(Q)K (¢, n.ep) AT () Al |
(B.2)
onde J(q) € RC«HTE)x0utEr) ¢ definida como:

J(q) = [ ST(@)M(@)S(a) ST ()M (q)A(q) ]
AT (q)M(q)S(q) AT (9)M(q)A(q) |-

Uma aproximagao do modelo (B:2) dentro da abordagem de perturbagoes singulares pode

155
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ser obtida se a reescrevemos na forma espago-estado nao-linear:

q=S(q)n+ A(g)ep (B.3)
0= Di(q)T + p1(q,n, i1, €) (B4)
efv = Da(q)T + p2(q,m, 11, €) (B.5)

onde D1(q) € R%*% e Dy(q) € RE*% s30:
D(q) = [ B;E;% ] = R(q) [ fg% ] B(q),

com pi1(q,n, m,€) € R, palq,n, pye) € RE" e R(q) € RCO«HE)*GutKr) definidos como

o) = | e |
=@ | 2 |{ctas@n+ awen + B - @ {5 s@n + Awenln
0A 0
" oq [S(a)n + Alg)en]en }} +Rla) [ ~AT(q)A(9) K (g,m,ep) AT () Al

mo) =0 = [ T e | ®0

Lema B.1 ((D’Andréa-Novel et al. 1995)). O modelo definido por (B3) - (B.5) tem as sequintes
propriedades:

i) rank {D1(q)} = du, tal que ST (q)B(q) seja ndo-singular,
ii) Ra2(q) > 0 tal que R(q) >0
iii) pi1(q,n, p,€) e p2(q,n, 1,e) denotam polinémios em e tal que:

pr(q;m, phy € Zepuqnu

pa(q,m, € ZEPZanM

onde N1 e Ny sdo graus de robustez.

iv) Cada um dos termos envolvidos, em termos de q, e suas respectivas derivadas parciais sao
uniformemente limitadas com respeito a q.

B.1.1 Modelo singularmente perturbado para BMR tipo (2,0)

Da Tabela Bl escolhemos g =[ = y 6 ¢1 @2 |7 e, como a configuracio (2,0) tem duas
rodas fixas, o vetor u estd associado com derrapagem e escorregamento dessas rodas. Para
exemplificar, na Figura[B.1]é apresentada a distribuicao de varidveis cinemadticas e dinamicas de
BMR tipo (2,0) do rob6 HILARE. Observa-se que N = 2 [ ou seja, Ny =2, N, =0, N, = 0, N, =
0 ]. A rodas livres sé fornecem apoio a BMR, sendo entao nao-controléveis e desconsideradas
na modelagem da BMR.

Considerando-se as expressoes para as restricoes cinematicas das rodas fixas apresentadas
em (Z7) e (Z6), as matrizes DT (q) e RT(¢) nas equacdes ([(A.2) e (AT tém, respectivamente, a

forma:
T, \ cos 8 sinf 0 0 O
D (q)_[—cosé? —sinf 0 0 0]
Il » O
[ 0 r

T, \ [ —sin@ cosé
R (q)—{ sinf  —cos6 ]
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Roda Castor I
N3o - Controlavel PLs fw

Figura B.1: Representagao das varidveis cinemdticas e dindAmicas da BMR tipo (2,0) com duas rodas fixas do robo
HILARE. A roda livre é ndo-controlavel e desconsiderada na modelagem.

Pela equacao ([2I5), "A% (¢) = DT(q) e 1A% (¢) néo existe, visto que uma BMR tipo (2,0)
nao possui rodas orientdveis no centro. Sabe-se também que d,, = 2, d; = 0, e pela Definicéo
2.19 que rank {A%(q)} = 1. Logo, pelo item (ii) da Defini¢ao[2.2]] temos que rank {OA%(q)} =1

[ 0 que é correto porque a matriz DT(q) tem as duas linhas linearmente dependentes |.

Observagao B.1 (V; .||V, implica linhas linearmente dependentes em DT (q) para i # j): O

fato de duas ou mais linhas da matriz D7 (g), denotadas pelos indices i e j, serem linearmente
dependentes significa que os vetores V; . e V;, sao paralelos. Logo uma linha é suficiente para
garantir as suas representacoes na matriz (ie restricoes pfaffianas. Da mesma forma, o fato
de duas ou mais linhas da matriz RT(q), denotadas pelos indices ¢ e j, serem linearmente
dependentes significa que os vetores V; , e V; , sao paralelos. Logo uma linha é suficiente para
garantir as suas representacoes na matriz de restricoes pfaffianas.

Pela Observacao [B.1] elimina-se uma linha da matriz D7 (q) e a matriz AT (q) € IRE5 |
com K, = 2N — rank {OA%(q)} — 04— Ng=2(2) —1—0-0=23], fica definida como

cos 6 sinf 0 0 O
AT(q)=| —sin® cos® | r 0|2 A7(H).
sinf —cos@ [ 0 r

As matrizes M(q),C(q, q), B(q) associadas ao modelo dindmico (2.38)) tém a forma

. . 0
M(q) =diag( M M I. I, Iy ); C(qq) =0s5x1; Blg) = [ Loy } :
sendo M a massa da BMR, I. o seu momento de inércia e I, o momento de inércia de cada roda
fixal]. Da Subsecdo [A.2.2 temos que

—sind
cos 6

S(q) = S5(6).

NI~ DO
(>

=3 = O

Os componentes longitudinal e transversal das forgas aplicadas pela superficie de movimento
em cada roda sao dados por (B.46). Nessa expressao, V, e (V, — r¢) podem ser lineares em

1O fato do vetor C(q, ¢) ser nulo significa que o centro de massa da BMR coincide com o seu centro geométrico.
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termos dos componentes de A’ (q)¢, como definido em (B.47). Para uma BMR tipo (2,0), as
matrizes L;(q) [ com i=1,2 | sdo definidas como

=3 % 0] ¢ n@=[3 7 4]

Pela Suposigao B.8, para cada roda a matriz diagonal

0 o]

na equagao (3.5]]) é expressa como

0 G i - 6

{ D 07 1 { Dy 0 ]
0 Gp |”
tal que Dg = eD e Gy = (G sejam valores normalizados dos coeficiente de rigidez transversal e

longitudinal, respectivamente. Agora, pelo uso da Suposicao 3.7, a matriz K (q,n,eu) na equagao
B52)) pode ser reescrita como

1 Dy 0
K(q,n,en) = Vanml (L (9) + L3 (9)) [ 0 G } (L1(q) + L2(q))
1 4Dy 0 0
= 73 0 Gy Gy |.
(9b2+y2+92) 0 Go Gy

Como 1 € R% e 6, = 8, + 0q = 2, entdo = [ m2 ]T € IR?. Assim, em posse das matrizes

anteriores, o vetor de estados pode ser definido como z = [¢ 7]’ e 0 modelo BX) - BJ) como
(Fernandez et al. 2014c)

{ i = Zo(q)n +eZ1(qQ)u + Za(@Q)p + Z3(q)T (B.7)
efr = Go(@)n +eGr(q)p + Ga(g)p + Gs(g)T (B.8)

onde

a0 =[] z20-[4 ] zo-[%] 20-[%2]

[ —0:0082(9 0 0 0 —6
Go(q) = % 9§in29 0 s G1 (q) = % 9 0 0 ,
| —16sin260 0 1o 0 o0
[asD, 0 0 0 0
Ga(q) = 0  asGy, asG, |, Gs(q)=| a1 0 |,
0 asGo  asG, 0 a

1A - 1
| 560sin20 0 | =50 0 0
AO_[BO 0]’A1_[ 0 00}’
_ 0 0 0 _ —al al
AQ_[O az2Go agGo]’ Ag_{—al —a1}7
2 27,12 —21.r2
ay = 55—, a2 = — )
3Ly I Ly [V (q,m, 1) |
4 212 r?
a3 = ———————, a4 = — — .
M|V (q,n, )|l LAV(gn, )|l Lw IV(g,n, p

Dado que a matriz AT (q) tem trés linhas [ K, = 3 |, o vetor AT (q)g representa a violagao
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s —Hy b, ok
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=1 B 4 —2F
b e e o
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45
t (s) t(s)
(a) p1: associado com derrapagem dg,1,0z,2, Mo: (b) f1: associado com derrapagem 01,002, [2:
associado com deslizamento s; da roda 1 (¢1), ps: associado com deslizamento s2 da roda 1 (¢1), fs:
associado com deslizamento sz da roda 2 (¢2). associado com deslizamento sz da roda 2 (¢2).

Figura B.2: Evolugdo dos vetores p e i para o modelo singularmente perturbado de uma BMR n&o-degenerada
tipo (2,0).

x 10

. -2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
fiz (m/s) 22 g (m/s) &1 0 L2 3 4 5 xlo‘?
fir (m/s)
(a) Evolugao do vetor fi, vista em trés dimensoes: (b) Evolugao do vetor fi, vista superior: fi1 X fi2. A
1 X fi2 X fi3. linha de pontos cinza representa a vizinhanca O(e).

Figura B.3: Diagrama de fase do vetor ji para o modelo singularmente perturbado de uma BMR n&o-degenerada
tipo (2,0).

das restrigoes cinematicas, sendo a primeira linha associada com a restricao de nao-derrapagem
da BMRA e as duas linhas seguintes associadas com as restricoes de rolamento puro das duas
rodas [ relacionadas com ¢ e ¢y |. Consequentemente, o vetor p tem seu primeiro componente
associado com derrapagem da BMR [ ou 0, 1,052 llg,:%os outros componentes com o deslizamento
$1, 89 das rodas, tal como foi indicado na Tabela

Na Figura é apresentada a evolugao de p para uma simulacdo da BMR tipo (2,0)
durante 4.519 s, quando a BMR executa uma trajetéria com forma de losango | com ambas
diagonais iguais a 6.28 m | . Os parametros usados na simulac¢do sao apresentados na Tabela
IE% Para efeitos de simulac@o, considerando a Suposi¢ao B.8 e o critério ([B.53]), foi escolhido

e=103talque Do=Go=1N[D =G =1000 N J.

2Como as duas primeiras linhas da matriz DT(q) sao linearmente dependentes, ou seja, as restrigcoes de nao-
derrapagem sao linearmente dependentes, entdo uma linha pode ser considerada a representagao das duas restrigoes
de ndo-derrapagem ou, equivalentemente, a representacao da restricao de nao-derrapagem da BMR em geral.

3Para efeitos de concordancia de unidades métricas e devido que o angulo de derrapagem e o deslizamento
sao adimensionais em ([3.43]) e (3:44), respectivamente, entdo as unidades usadas para os coeficientes D e G serdo
dadas em Newtons [ N ].
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. ---ATdg/dt
—ATAgu

=== ATdg/dt
— ATAgn

1.5K

0.5

AT (q)g e AT (a)A(q)ep (m/s)
AT(q)q e A" (a)A(g)ep (m/s)

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

t(s) t (s)
(a) Evolugdo do componente das restrigoes pfaffianas (b) Evolugao do componente das restrigoes pfaffianas
equivalente com a restricdo de nao-derrapagem da equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda
BMR. associada com 1.

121
10 ---ATdg/dt
—ATAep

AT(q)g e AT (a)A(q)ep (m/s)

(c) Evolugéo do componente das restri¢oes pfaffianas
equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda
associada com @s3.

Figura B.4: Comparacio dos vetores AT (q)A(q)ep e AT (g)¢ em uma BMR tipo (2,0) quando e = 1073 e Dy =
Go=1N (D =G =1000 N).

Fazendo € = 0 em (B.Y), tem-se que existe uma raiz isolada

fi = H(x,t) = =G5 (q) Go(q)n — G5 (¢)Gs(q)7 (B.9)

que é solugao de [BI2). Assim, o modelo definido por (B) -(B.8) é singularmente perturbado
padrao, e como decorréncia da diferenciabilidade dos termos envolvidos nas equagoes (B.1) -
([B3), e da equagao (BJ), a Condicao 311 é satisfeita. Na Figura[B.2(b)|é apresentada a evolugao
do vetor fi.

Claramente as evolugoes de u e i sdo diferentes, o que sugere impor um limite sobre o tempo
t e um modelo reduzido da dinédmica rapida u [ modelo de camada limite ], representado por
f = p— [ [ veja Definigao B3 e equacao (B316]) |, a fim de observar que i é uma boa aproximagao
de p. Na Figura[B.3lé observada a evolucao do vetor fi. Nota-se que o diagrama de fase converge
uniformemente para f = 0. Assim, a Condigao é satisfeita e, pelo Teorema [B.1] [ Teorema
de Tikhonov |, existem 11 > 0, v > 0 e €* > 0 tal que o modelo reduzido definido por (B
[come=0,z=[2zy 0], w=][p1 ¢2 m n2]" e H(z,t) em (BI) ], seja exponencialmente
uniformemente estavel.

Observacao B.2 (Atenuacao de restrigoes pfaffianas por €): Pela equacao ([B.0), sabemos que
o vetor u esta diretamente relacionado com as restrigoes pfaffianas. Nas Figuras
e séo apresentadas as evolucoes das restricao de nao-derrapagem, de rolamento puro da
roda associada com ¢; e de rolamento puro da roda associada com s, respectivamente, quando
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W}

Figura B.5: Representacao das varidveis cinemdticas e dinamicas da BMR tipo (3,0) com trés rodas suecas do
rob6 AXEBOT. O angulo de diregdo com respeito ao plano de rotacdo da roda é v = 0.

e = 1073. Nota-se que o comportamento de AT (¢q)A(q)eu é similar com o comportamento de
apresentado na Figura [B.2(a); com a diferenca de que seu contradominio é atenuado pelo valor
de €.

Pela Observagao [B.I], a Figura [B.4(a)| representa as violagoes das restrigoes cinemadticas da
derrapagem 0, 1 associada com a posicao ¢; e da derrapagem 0, o associada com a posicao ¢s.

B.1.2 Modelo singularmente perturbado para BMR tipo (3,0)

Da Tabela Bl escolhe-se ¢ = [z y 6 @1 @2 3 ]" e, como a configuracio (3,0) tem
duas rodas suecas, o vetor u estd associado com os deslizamentos s1, s9, s3 dessas rodas. Para
exemplificar, na Figura ﬁé apresentada a distribuicao das varidveis cinematicas e dinamicas
de BMR tipo (3,0) do robo AXEBOT. Observa-se que N = 3 [ ou seja, Ny = 0, N, = 0, N, =
0, Ns = 3 ]. Comparando-se as rodas da Figura com as apresentadas na Figura (3.1(c)), o
angulo de direcao com respeito ao plano de rotagao da roda é v = 0.

Considerando-se as expressoes para as restricoes cinematicas das rodas suecas apresentadas
em (ZI2), a matriz R (¢) na equacio (A.J]) tem a forma:

—sin(@ — &) —sin(0—2) | r 0 0
RT(¢q) = —sinf —cosf [0 r O
sin(0+2°)  —sin(0+2) [ 0 0 r

Pela equagao (2.13), 04T (q) e {A%(q) nao existem visto que uma BMR tipo (3,0) nao possui
restrigoes de nao-derrapagem e nao possui rodas orientdveis no centro. Sabe-se também que
O0m = 3, 64 = 0 e que pela Defini¢ao 2.19 rank {A%(q)} = 0. Logo, pelo item (ii) da Defini¢ao
221 tem-se que rank {"A% (¢)} = 0 [ o que é correto porque a matriz D’ (g) é nula ]. Esse fato
nos permite afirmar que a matriz A7 (g) € R*"*% [ com K, = 2N —rank {°A%(¢q)} — 64— N, =
2(3) —0—0—3=3], fica definida como

—sin(@ — &) —sin(@—28) 1
AT (q) = —sing —cosf’ 10
0

0
,
sin(f + &) —sin(0 + &) 1 0
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As matrizes M(q),C(q, q), B(q) associadas ao modelo dinamico (2.38)) tém a forma

. ] 0
M(q) = diag( M M I. I, L, L ); C(q,q) = O6x1; Blg) = [ Iy ]

sendo M a massa da BMR, I. o seu momento de inércia e I,, o momento de inércia de cada roda
suecal]. Da Subsecio [A.2.2] tem-se que

cosf sinf O
—sinf@ cosf O
0 0 1
S(g)=| _¥8 1L 1 |250).

2r 2r r
0 _1 1
T T
V3 1 1

2r 2r r

Os componentes longitudinal e transversal das forgas aplicadas pela superficie de movimento
em cada roda sao dados por (3.46). Nessa expressao, V, e (V, — r¢) podem ser lineares em

termos dos componentes de AT (g)¢ como definido em (3.47). Para uma BMR tipo (3,0) as
matrizes L;(q) [ com i=1,2,3 | sao definidas como

=9 % o] po=[73 0 %] ¢ mo=[y ¢ ]
Da mesma forma que no modelo da BMR tipo (2,0), a matriz diagonal
rD 0
0 o]
na equacao ([B51]) é expressada como

8 81-11% &)

0 G|~z

tal que, Dy = eD e Gy = GG sejam valores normalizados dos coeficiente de rigidez transversal e
longitudinal. Agora, pelo uso da Suposigao B.7, a matriz K(q,n,eu) na equacao ([B.52) pode ser
reescrita como

1 D 0
K(gnep) = s (@ + 1@ + 11@) [ ) g, | (110) + La(0) + o)
1 4Dy 2Dy 0
= 7 2Dy Do+ Gy 2Gy
(a'c2 Y2+ 9’2) 0 2Gy 4Gy

Como 7 € R% e &, = 6y + 0q = 3 entdo n = [m1 12 773]T € IR3. Assim, em posse das

matrizes anteriores, o vetor de estados pode ser definido como z = [¢ 1] ¢ o modelo BX) -
B9) como (Fernandez et al. 2014b)
{ &= Zo(q)n +eZi(Qp + Zo(Qp + Zs(q)7 (B.10)
eft = Golq)n +eGi(q)p + Ga(a)p + Gs(q)T (B.11)
onde

wo-[ W] 20-[] z0-[%] 20-[%]

Q46 Q47 A48
, Gi1(q) = | as9 aso as1
asy as3 As4

asy ags asg
Go(q) = | aso aa1  a42

ags Q65 Q66
, Ga(q) = | aer aes aey |,
as3  Q4q 45

aro arr  ar2

“Da mesma forma que no modelo para a BMR tipo (2,0), C(q,¢) = 0 significa que o centro de massa da BMR
coincide com seu centro geométrico.
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(a) p1: associado com deslizamento s; daroda 1 (¢1), (b) f1: associado com deslizamento s; daroda 1 (¢1),
u2: associado com deslizamento sz daroda 2 (2), ps: fi2: associado com deslizamento sz daroda 2 (p2), fis:
associado com deslizamento s3 da roda 3 (¢3). associado com deslizamento s3 da roda 3 (¢3).

Figura B.6: Evolugdo dos vetores p e i para o modelo singularmente perturbado de uma BMR n&o-degenerada
tipo (3,0).
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(a) Evolugao do vetor fi, vista em trés dimensoes: (b) Evolugao do vetor i, vista superior: fi1 X fiz. A
1 X fi2 X fi3. linha de pontos cinza representa a vizinhanca O(e).

Figura B.7: Diagrama de fase do vetor ji para o modelo singularmente perturbado de uma BMR n&o-degenerada
tipo (3,0).

ass ase  ast ap a2 asg aip a11 @12
G3(q) = | ass as9 aeo |, Ag=| as a5 ag |, Ay =| a3 as a5 |,
a1 a2 063 ar ag ag aig a1y ais
azg A29 G30 aig G20 a21
Ag=| a3 a3z azz |, Az3=| a2 a3 a |,
a34 ass  a3e azs Q2 Q27
e cada a;, para i =1,2,...,72, representa um valor conhecido e definido como

a; = a; (|V(g,n, )|, Do, Go) ,

sendo ||V (g,n, p)|| a velocidade do centro de cada roda sueca. No final deste apéndice sao
apresentados detalhadamente os termos a; (||V (g, n, p)l|,m, 1t)-

Visto que a matriz A7 (q) tem trés linhas [ K, = 3 ], o vetor A”(q)¢ representa a violagdo
das restrigoes cinematicas, sendo que cada linha estd associada com a restricdo de rolamento

puro de cada roda sueca [ relacionadas a ¢1, @2 € @3 |. Consequentemente, o vetor p tem cada
componente associado com o deslizamento s, s2,s3 de cada roda sueca, tal como foi indicado
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(a) Evolugdo do componente das restrigoes pfaffianas (b) Evolugao do componente das restrigoes pfaffianas
equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda
associada com 1. associada com s2.
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AT(q)g e AT (a)A(g)ep (m/s)

0 0‘.5 1 15 2 2‘.5 é 3‘.5 4‘1 4.5
t(s)
(c¢) Evolugao do componente das restri¢oes pfaffianas
equivalente com a restrigao de rolamento puro da roda
associada com 3.
Figura B.8: Comparacio dos vetores AT (q)A(q)ep e AT (g)¢ em uma BMR tipo (3,0) quando e = 1073 e Dy =
Go=1N (D =G = 1000 N).

na Tabela 3.1

Na Figura é apresentada a evolugao de p para uma simulacdo da BMR tipo (3,0)
durante 4.519 s quando a BMR executa uma trajetéria com forma de losango | com ambas
diagonais iguais a 6.28 m ]. Os parametros usados na simulacao sao apresentados na Tabela
ﬁ Para efeitos de simulacdo e considerando a Suposigao B.8 e o critério ([3.53)), foi escolhido
e=10"3tal que Dy =Gy =1N [ D =G = 1000 N |.

Fazendo e = 0 em (BII) tem-se que existe uma raiz isolada

i =H(z,t) = —G3 " (¢)Go(q)n — G5 ' (¢)Gs(q)7 (B.12)

que é solugao de (B12). Assim, o modelo definido por (B.I0) -(BI1]) é um modelo singularmente
perturbado padrao, e como decorréncia da diferenciabilidade dos termos envolvidos nas equagoes
-([B11) e da equagao (BI2)), a Condigao B.1] é satisfeita. Na Figura é apresentada

a evolugao do vetor p.
Da mesma forma que na modelagem da BMR tipo (2,0), a evolugao de p e fi sdo diferentes,
o que sugere impor um limite sobre o tempo ¢ e um modelo reduzido da dinamica répida u |
modelo de camada limite | a fim de observar que i é uma boa aproximagao de . Na Figura
é observada a evolugao do vetor ji. Nota-se que o diagrama de fase converge uniformemente
para i = 0, assim, a Condigao é satisfeita e, pelo Teorema B.I] [ Teorema de Tikhonov
|, existem 4 > 0, v > 0 e € > 0 tal que o modelo reduzido definido por (BI0) [ com
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e=0,z=[z y 0] ,w=[01 p2 @3 m 1 n3]" e H(zx,t) em (BID) |, seja exponencialmente
uniformemente estavel.

Nas Figuras|B.8(a)} [B.8(b)|e[B.8(c)| s@o apresentadas as evolugoes da restrigdes de rolamento
puro para as rodas associadas com @i, @9 e @3, respectivamente, quando € = 1073, Nota-se

que os valores de AT (q)A(q)ep apresentam maior atenuacido que os valores de A”(q)¢, o que
confirma, de acordo com as Observacoes e Bl que € é um fator atenuante do vetor p.

Termos na forma a; (||V(q,n, 1)||, Do, Go) para uma BMR tipo (3,0)

Sobre a modelagem dindmica baseada na teoria de perturbagoes singulares definida pelo
modelo (BI0) - (BI0), cada um dos termos na forma a; (||V(q,n, p)||,n, 1) sdo definidos por
funcgoes nao lineares em g como mostrados a seguir:

W = 60r7sin29
YT T4t T 12 cos2012 + 97
20 (6 cos 20 747“2)
az

T Art 12082012+ 9’
a3:0,
r2 0 (47"2 — 6 cos 29)
T Art 12052072+ 9’
672 § sin 20
T 47t 12082072 +9°
ag = a7y = ag = ag = 0,

ao=mé (5 +|V|) (2\/57‘2 sin 20 — 27 cos29+3) ,

a4

as =

a1 =2mé (6 +||V|) (27"2 cos 20 — 3) ,
a2 = —aio

r20 (2\/57’2 cos 20 + 27?2 sin29—3\/§)

“s = 4rt —12 cos20r2 +9 ’
dig = — 46r* sin26

47+ —12 cos20r2 +9’
u r29(2r2 sin20 + 33 — 24312 cos29)
15 = ,

47t —12 cos20r2 +9
aie = air = aig = 0,

(2 sin20+2\/§c0529) r® —3V3r

a9 = I, (4r* =12 cos 2012 +9) '
oo — — 413 sin 20
I, (4r* =12 cos 20712 +9)’

(2 sin 20 — 23 cos?@) > +3V3r
a2 = I, (47— 12 cos 2012 +9) ’

3r—73 (2 c0529—2\/§sin20)
422 = (47* — 12 cos 2012 +9) '

2r (27"2 cos2073)

@ =70 (47* — 12 cos2072 4+ 9)’

3r—1r3 (2 C0529+2\/§sin20)
@ = (4r* =12 cos20r2+9) '
azs5 = 26 = A27 = b77’7

I, (302 —1r?)

V37r% (2r® +3) (Iw +m cos20) (6 +47?)

S T T m G+ V) (4rt — 12 cos 2072 +9)
az =0,
V37? (101w 4+ m cos20) (27% +3) (6 +47%)
40 = 0Ty m O+ [V]) (4r% — 12 cos 2072 +9)
= 218 1/3 sin 260 7% (24377 sin 20 + 8 /37" sin 26)

L, V) (47t =12 cos2072+9) L, 0+ |[V]) (4r% — 12 cos2072 + 9)’
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azz2 =0,
r218 /3 sin 26 r? (24 V372 sin20 4+ 8 V3 r* sin 29)
W= TG V) (At — 12 052072 4+ 9) | Tw G+ V) (41 — 12 cos 2072 4 9)
367”302 +77) (I + L) (1207 +4r?)
T T L, G4 V) B2 —r2)E
3br® (30 +71%) (I + L) (12b° +47?)
T T L L, G4 V) BB —r2)?
3br% (30% +7%) (I + Lw) (12b° +47?)
T T L L, G4 V) BB —r2)?
_ 0 cos20 A 7% (21 + 2m cos20 — 2 /3m sin 20)
= I. T, (302 —12)% (474 — 12 cos 2012 4 9) B I, (47 — 12 cos20r2 4+ 9)
n md cos (20 + 27/3) Ay B m0 sin (20 + 7/6) A,
I I, m(3b2 — 7’2)2 (4r* =12 cos20724+9) I.I,m(3b% — 7"2)2 (47* — 12 cos 2012 + 9)’
_ m 6 sin (20 + 7/3) Aa 072 (23 L, +2m sin20 + 2+/3m cos26)
o8 = I. L, m (3b2 — 1"2)2 (47t — 12 cos20r2 +9) B Ly (47% — 12 cos260 72 +9)
m sin (20 — 7/3) Ay
I, m (362 —r2)? (474 — 12 cos20 72 +9)’
azg =0,
36[109'64 r? — 54Iw9 cos20 b* — 24[109.62 rt 36Iwé cos20b%r? + 41, 675 — 6Iw9 cos20rt
aq0 = As + As s
o= 60 sin20
474 —12 cos20r2 +9’
aq2 = 07
g — 6 cos20 A, B ﬁ + m @ sin (20 + 7/6) Ao
I Ly (302 —12)% (474 =12 cos2072 +9)  Tw L. I, m (362 —r2)° (474 — 12 cos2072 + 9)
m6 cos (20 + m/3) Ay
1L L,m (362 —12)% (474 — 12 cos2072 + 9)’
1 — ﬁ N mé sin (20 — 7/3) Ao
Lo I.I,m (302 —12)% (474 — 12 cos20 72 + 9)
+ 0 sin20 A, B m @ sin (20 + 7/3) Ay
Ie Ly (362 —72)% (474 =12 c0os2072 4+ 9) I L, m (362 —r2)® (474 — 12 cos2072 4 9)’
a45 = 07
g = — 46r? sin20
474 —12 cos20r2 +9’
0 (3 V31w + 21,12 sin20 — 231, r? c0520)
ar = I, (47% — 12 cos20 12 + 9) ’
r? (20 sin26 + 2\/§0 00529) — 3\/59
a8 = 4r*t —12 cos20r2 +9 ’
3vV30—0r2 (2 sin26 + 23 cos29)
a9 == 474 —12 cos20r?2 +9 ’
_ 46r? sin20
@0 = T 12 cos2012 + 9
0 (2 sin20 — 2/3 00529) 2 +330
as1 = 474 —12 cos20r2 + 9 ’
as2 = 6As
21, (474 — 12 cos20r2 +9)’
as3 = — 02
I, (47% — 12 cos2072 4+ 9)’
467? sin20
W4T T 12 cos2012 + 9
a 4r5 4+ (78 b? -8 (30529) s+ (12 cos20 b2 + 3) r
55 = —

I, (362 —712) (47* — 12 cos20 12 4 9) ’
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dom = L, (3b%2 —72) (47* — 12 cos20r2 +9) ’
4r° + (—8 b2 —8 c0520) s+ (12 cos20 b* + 3) r
40 == I, (3b%2 —712) (4r* — 12 cos20 72 4+ 9) '
r3 (74 b2 + 2 cos20 + 23 sin29) —r (6 V3b? sin20 — 6 b? cos20 + 3)
60 = L, (362 —7r2) (474 — 12 cos20 12 + 9) ’
r3 (74 b? + 2 cos20 + 23 sin29) —r (6 V3 b? sin20 — 6 b? cos20 + 3)
a6t = T (302 —12) (474 — 12 cos2072 + 9) ’
r3 (4 b% — 2 cos20 +2+/3 sin29) -7 (6 b2 cos20 + 6 /3 b? sin26 — 3)
462 = L, (3b%2 —72) (47* — 12 cos20r2 +9) ’
4r° + (—8 b2 —8 c0520) s+ (12 cos20 b* + 3) r
o8 = I, (3b%2 —712) (4r* — 12 cos20 72 4+ 9) '
dos = — A1z + Ag + As
Lom (64 ||V]]) (362 —12)? (474 — 12 cos20 72 + 9)
Asz
C LeLom (54 |[V]]) (362 — r2)? (474 — 12 cos2072 +9)
ags = — Ao+ Ay
Lom (84 |[V]]) (3b2 —72) (474 — 12 cos20 2 + 9)
Ass
S L Tem (S+|[V]) (302 —12)% (41t — 12 cos2072 +9)
des — ANt
Lom (64 ||V]]) (362 —r2)* (474 — 12 cos2072 + 9)
Aig
C LeLem (64 |[V]]) (362 —1r2)% (474 — 12 cos2072 + 9)
_ (126° +477) A
T T LTy B [VI) (362 —12)2 (47% — 12 cos2072 + 9)
_ (36" +7%) (+) Ase
Y T L Gt V) B12 —r2)? (47 — 12 cos2072 + 9)
(12b° +477) Ass
O T T I T 5+ V) (362 — 72)% (474 — 12 cos20 72 + 9)
o = Az + A7+ Ag
Lom (6 +||V]]) (362 —12)? (474 — 12 cos2072 + 9)
Asz
S LLem (S+|[V]]) (302 —72)% (41t — 12 cos2072 +9)
an = — A1+ Ay
Lom (84 |[V]]) (3b2 —72) (474 — 12 cos20 2 + 9)
Ass
C LeLem (64 |[V]]) (362 —r2)% (474 — 12 cos2072 + 9)
_ Aig
YT T Tam 0+ IVI]) (362 — r2)2 (414 — 12 cos2072 + 9)
A
CLl.m 6+ [[V]) (362 —72)* (474 —12 cos2072 4 9)’
com A;, para i =1,...,20, definidos da seguinte forma:
Ay = 181.1,b" + 21 Iyr* — 91ub*m — 3Lemr® + Alemr® cos 20 — 121.1,0%r — 81.b>mr* + 121.b"mr?

r3 (74 b% + 2 cos20 + 23 sin29) —r (6 V3b? sin20 — 6 b? cos20 + 3)

L, (362 —712) (474 — 12 cos20 12 + 9)

r3 (4 b? — 2 cos20 +2/3 sin29) —r (6 b2 c0s20 + 6 /3b? sin20 — 3)

L, (362 —72) (47* — 12 cos20 12 +9)

r3 (4 b% — 2 cos20 +2+/3 sin29) —r (6 b2 cos20 + 6 /3 b? sin26 — 3)

’

’

- 4Iw62mr4 + 12Lub2mr2 cos 20,

Ao = 361.1,b* + 4l Iyr* + 91ub>m + 3L.mr? + 4I.mr® — 4l.mr* cos 20 — 241, I,b°r* — 161.b*mr*

+ 24ICb4mr2 + ALIwamV"4 — 12Iw62mr2 cos 20,
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A3 = 6\/§Iw — 9r2 cos26 + 61 cosdd — 4r° cos20 — 972 sin20 + 6r* sindf — 47° sin20 + 6v/3r* + 6r

— 9v/3r? cos20 + 6v/3r* cosd6 — 4v/3r® cos20 + 9v/3r? sin20 — 6v/3r* sind6 + 4v/3r° sin20 + 4v/3ma?
Ay = 3\/§Iw — 9r2 c0s26 + 67 cosdd — 47r° cos20 — 972 sin20 + 6r* sindf — 47° sin20 + 6r + 2\/§mr2,
As = 361,b"r" — 1081, cos20b*r” + 811,b* — 241,b%r°® + 721, cos20b°r* — 541,b°r° + 4L ,7°

— 1271, cos20r® + 9[wr4,

2 2
NAg = ;mr4 +27mr® + 24mr® + 16mr'° — ;mr4 + 9mr® — 18mr® cos20 — 24mr® cos20 + 18mr® cos26,
2 2
A7 = —gmr4 —9mr® + 12mr® + gmr4 + 9mr® + 12mr® + 18mr° cos20 + 24mr® cos26 — 18mr° cos26,

1
Ag = %bQWTQ + 272 mrt + 1626 mr? — 7202 mr® + 54b*mrt +1626°mr? + 360 mr®
1
+ 10868 mr? — %merQ —270%mrt + 1626 mr? — 726%mr® + 1626 mrt — 16265mr? + 1086 mr

— 108b°5mr? — 54b%mr? cos20 — 108b%mr® cos20 — 108b* mr? cos26 + 54b%mr? cos20
— 36b%mr® cos20 — 108b* mr? cos26,

Ay = f%merQ — 1350 mr* — 108> mr® + 54b*mr* + 1626°mr® — 726> mr® — 36b*mr®
+ 108b°mr? + %bQWZTQ — 816%mr* — 36b°mr® + 1626 mr* — 1626°mr? — 24b%mr®
+ 36b*mr® — 1086°mr* + 54b%mr* cos260 + 1086 mr° cos20 + 108b* mr* cos20 — 54b%mr* cos26
+ 36b%mrS cos26 + 108b*mr* cos20,

Aro = (30% +77) (811" — 81Iub* + 911 + 61r® — 9Lur* — 61, + 9mr* + 6mr® + 8mr®
+9mrt — 6mr® — 12mr° cos20 — 12mr® cos26 — 54Iwb27"2 — 36]w62r4 + 54[wb4r2 + 54Iw62r2
+361,b°r" — 54L,b"r? 4+ 276°mr” — 360> mr* + 546 mr® — 126°mr® + 36b*mr* + 276%mr”
+36b%mr* — 54b*mr? + 36b%mr® — 36b4mr4) ,

A1 = (36" +77) (811ub" — 811ub" — 9Lur* — 610r® + 91w + 61,7° + 9mr® — 6mr® 4+ 9mr*
+6mr® + 8mr® — 12mr° cos2 — 12mr° cos26 + 54[101727"2 + 36[w62r4 — 54[11,1747'2 — 54Iw62r2
— 361,0%r" + 541" + 276" mr” + 36b°mr* — 546 mr® + 366°mr® — 366 mr* 4 270*mr?
—36b%mr* + 54b*mr? — 120°mr® + 36b4mr4) ,

Ay = 2;1—311054 +2437,0°% + 2;1—311054 —2431,6°% + g wrt 4 27 Lr + 121,7° + g wrt 4+ 9I,r°

— 817,b%r% — 1351,b% 7" + 81,0 — 54,6 + 1621,b%2 — 811,,6%r% — 811,,b%r"
+ 2431,b*r? — 181,b%r® + 1081, b*r* — 1621,,b°+2,

24 24 1
Az = 731wb4m + 2431,b%m — 73[wb4m + 2431,0%m + %Iwb2mr2 + 54T, b2mr* + 2431, b mr?

%IwamTQ + 81Iwb4mr2

+ 181, 0> mr® 4 54L,b mr® + 24L,b°mr® + 10810 mr® 4+ 1081,b°mr* —
— 18Lub2mr6 — 54Iwb4mr4 + 36Lub4mr6 + 108[wb6mr4 — 54Iw62mr4 cos20 — 162[101)4m1“2 cos20
— 721, b?mr® cos26 — 324Iwb4m7'4 cos20 — 3241, bOmr? cos26 + 54Iw62mr4 cos260 + 1621, bimr? cos20
— 1081, bimr cos20 — 324Iw66mr2 cos20,

A1s = —36b2mr? cos20 — 36b%mr* cos20,

Ars = (30° +77) (811,b"m + 811,b"m + 27L,b"mr® + 12L,b°mr® + 36 1,0 mr* + 27L,b°mr® + 121,6°mr®
+36Iwb4mr4 — 36[w62mr4 cos20 — 108[wb4mr2 cos20 — 36[w62mr4 cos20 — 108[wb4mr2 cos20) ,

Ao = 810" 4 9Tr® + ALr® + 271.0%1° + 121.0%1° + 271,0%r° + 121,6°r° + 36 I,b"r* — 121.7° cos26
— 36]61)27“4 cos20 — 36]w62r4 cos26 — 108[wb4r2 c0s26,

A7 = 2;1—3Lub4 —2431,6°% + 2;1—3Lub4 + 2431,0° + %Iwr‘l +9I,r% + %Iwr‘l + 271,78 + 121,78

+ %mr4 +9mrS 4+ 12ms® — %mr4 — 9mr® + 12mr® — 18mr® cos20 + 18mr® cos26 + 24mr® cos26

—1621,b%r? — 811,,b%r* + 2431,b*r? — 181,,0%r% + 1081, b*r* — 1621,6%r% — 1351, b%r* + 811,,b%r?
1

— 541,b%r% +1621,6%r2 + %b2mr2 — 816%mr* — 36b%mr® + 1626 mr* — 1626°mr? — 24b%mr®

+ 36b*mr® — 1086°mr?t — %b2mr2 —1356%mr? — 10862 mr® + 546 mrt + 16265mr? — 726%mr® — 366 mr®



B.1

. Modelo dinamico genérico singularmente perturbado para BMRs

169

A18

AQO

+108°mr? — 54b%mr?* cos26 + 36b2mr® cos20 + 1086 mr* cos20 + 54b%mr? cos20 + 108b%mr® cos20

+ 108b*mr* cos26,

243

= 2431,b%m — leb4m + 2;1—3]wb4m + 2431,b°m — 81 Iob?mr? + 811,b*mr? — 181,b%mr"

2
— 54[wb4m7“4 + 36Iwb4mr6 + 108Lubﬁmr4 + %IwamTQ + 54Iw62mr4 + 243Iwb4mr2 + 18]w62mr6
+ 54[wb4m7“4 + 24Iw62mr8 + 108Lub4mr6 + 108[w66mr4 + 54LUmeV“4 cos260 + 162[wb4mr2 cos20

— 108[wb4m7'4 cos20 — 3241, bmr? cos26 — 54Iwb2mr4 cos20 — 1621, bimr? cos26 — 72Iwb2mr6 cos26

— 324Iwb4mr4 cos20 — 3241, bSmr? cos20,
= 2;1—3Lub4 — 3241,b°% + 1621,,0% + ?Iwb‘l +3241,0° + 1621,,0° + %
+ 30[wr6 + 16]wr8 — 9mrt + 9Imr® + omrt + 21mr® + 24mr® + 16mrt° + 12mr® cos26

— 12mr% cos20 — 16mr® cos20 — 811,b°r? — 721,b%r* + 2701,b*r? — 121,b°7°% + 901, b*r*

— 21616512 — 811,,b%r? — 1441,b%r* + 541,b*r? — 601,b°r® — 54L,b*r* + 2161,,6%r2

— 278 mr? — 36b%mr* + 1356 mr? — 60b2mr® + 1806 mr* — 2166°mr? + 84b mr® — 14465 mr*
+ 1086%mr? + 276%mr? + 1356 mr? — 84b%mr® + 360 mr* + 2166°mr? — 1662mr® — 126*mr®
+ 144b%mr* + 10863 mr? + 36b%2mr? cos20 — 24b%mr® cos20 — 726  mr* cos20 — 36b%2mr? cos20

— 726%mr® cos20 — 726 mrt cos26,
9 9 32 3
2

Lor* +61,r% + glwr‘l

=22 —9pt — Zp2 — vt + 2 r? —2rt — 36732 — 9b%r? — 811,06 m + 1621,0°m + 811,b*m

2 2 2
+ 1621,0%m — 271,b*mr? + 541,b*mr® — 121,6°mr® — 36,0 mr* + 24,6 mr® + 721,65 mr?
+ 271,b%mr? + 36L,b>mr* + 1621,b mr? + 12L,b°mr® + 36 L,b mr* + 161,b°mr® + 721, b mr®
+ 72[wb6mr4 + 36Iw62mr4 cos20 + 1081, bimr? cos260 — 72[wb4mr4 cos20 — 2161, bSmr? cos20

— ?)6[wl)2mr4 cos20 — 108[wb4m?"2 cos260 — 48[wb2mr6 cos260 — 216[wb4m?"4 cos20 — 216Iwb6m7'2 cos26.
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Apéndice

Anexos do Capitulo 4

Quando as BMRs nao satisfazem as restricoes cinemdticas de rolamento puro e
nao-derrapagem as forcas de interacdo devem ser formuladas por equacgédes fisicas
que modelam o contato entre a superficie e a roda. Modelos lineares dessas forcas
tém sido considerados, entretanto, o controlador dinamico mao consegue estimar
componentes de maior crescimento associados com as forcas de tragdo. Dessa forma
remanescéncias de deslizamento e derrapagem, ndo estimdveis, estarao presentes
durante o sequimento de uma determinada trajetoria.

C.1 Observagoes adicionais

Como ja foi comentado na Secao[d.5] a compensacao por controle antecipativo pode responder
mais rapidamente para tipos de perturbacgoes conhecidas e mensurdveis. Aqui é considerado
como pré-requisito para implementar o esquema de compensacao por controle antecipativo que
a fungao h, [ definida em (4.I30) | seja mensuravel para diferentes trajetorias. Dessa forma, aqui
serd observado o comportamento das BMRs tipo (2,0) e (3,0) para as trajetérias apresentadas
na Tabela

Tabela C.1: Trajetérias de referéncia.

T .
hret = [Tret Yret] Oret Descricao

sin 47t
ref(t) = 2——m—————
Zrei(?) 1+ cos?(4nt)
tan~'(cos4mt) Lemniscata
__ sindmnt cos4nt

re: t - P YN
ret(t) 1 + cos?(4nt)

Tret(t) = 2t cos 4t
4t Espiral
Yret(t) = 2t gin 4rrt

Nas Figuras [C.1(b)| e [C.1(d), o fator a*Gair em (EI30) tem sido configurado com valor
unitario para observar o comportamento da fungao g.,.f em (AI32). Nota-se que a norma
apresenta picos associados com as regioes da trajetéria de referéncia onde existe uma mudanca
mais abrupta de orientagao [ veja o componente paramétrico Oye(t) nas Figuras|C.1(a)|e|C.1(c)|

BMR tipo (2,0)

A fim de observar a evolucdo do controlador com compensacdo das remanescéncias de
deslizamento e derrapagem, nas Figuras e [C3 pode ser conferido, respectivamente, o
seguimento das trajetérias de referéncia lemniscata e espiral | descritas na Tabela [Cd]] quando
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—BMR (2,0)

07 “BMR(30) 1
0.6 1
-
(9}
g :
o 05} B
-1 . . . . . L L S H
% 15 1 05 o0 05 1 15 2 E:
0.4r 1
Yret (m) I
—~ : : *
g S o3} 1
el Il
. ]
< < oz : g
<
4 0.1 E
3
<
20 5 10 15
8
t (s)
(a) Trajetéria de referéncia lemniscata (superior). (b) Evolugao da fungdo de hy em ([AI33) associada
Componentes paramétricas Tref(t), yYref(t) (inferior). com a trajetéria de referéncia lemniscata.

4 T T T T T T T T T
0.81 : |

: —BMR (2,0)
07t : “BMR (3,0) 1

0.5} : 9

h’y =a" Gdifgs,ref
o
IS

(c) Trajetéria de referéncia espiral (superior). Com- (d) Evolugdo da fungdo de h, em (£I33) associada
ponentes paramétricas Tret(t), yret(t) (inferior). com a trajetdria de referéncia espiral.

Figura C.1: Trajetérias de referéncia com seus componentes paramétricos Tref, Yret € Oret (esquer@a). Evolugao da
fungdo h, definida em ([@I33) para as trajetérias de referéncia da Tabela[Cdlcom T = 15s e a*Gair =1 (direita).

sao usadas as leis de controle auxiliar v [ sem compensacao das remanescéncias, ajustada como

no Caso 1 da Tabela[4.2]] e a lei de controle auxiliar v* [ com compensagao das remanescéncias

com T =15 s, a*Ggir = 300.8 e a*GgitA* = 12.35 para os quatro casos de ||V;||meq- Na Tabela
podem ser conferidos os indices TAE relacionados com o desempenho do controlador.

Pode ser conferido que, diferentemente do seguimento da trajetoria espiral, no seguimento
da trajetéria lemniscata, para ||Vi||med = 1.18 m/s e ||V;|lmea = 2.36 m/s, o erro de seguimento
apresenta incrementos abruptos quando é usada a lei de controle auxiliar v* e um maior indice
TAE [ veja Figura|C.2(b)|e células em negrito da Tabela[C:2]]. Entao, de acordo com a Observagao
[422] serd feita uma modificagdo das matrizes K1 e Ky a fim de diminuir tais incrementos. Na
Tabela [C.2] pode ser observada a diminuicao do indice TAE pelo re-ajuste das matrizes K;
e Ky, e na Figura [C.2(b)| pode ser conferida a redugao de erro [ veja as linhas vermelhas |.
No caso em que é usada a lei v sobre a mesma modificacao de Kq7 e Ky pode ser verificado,
nos indices IAE, que o seguimento da trajetéria é comprometido. Similarmente ao caso com a
trajetéria de referéncia losango [ no Capitulo 4 |, nas Figuras|C.2(c)|e|C.3(a)| pode ser conferido o
comportamento instével do controlador quando ||V;|lmed = 61.25 m/s nas trajetérias lemniscata
e espiral, respectivamente.

Similarmente a como foi calculado no Capitulo 4, foram usadas dois triplas (x1, x2, x3), com
valores minimo é maximo de y3 do mapa Y., para projetar os planos m e mo, como também o
espago confinando Uy .
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Figura C.2: Seguimento da trajetéria lemniscata para BMR tipo (2,0) usando v e vx. Redugdo pelo re-ajuste
de K1 e K> (linhas vermelhas na Subfigura [C.3(b)). Caso de instabilidade quando ||Vi|lmea = 61.25 m/s (linha
vermelha na Subfigura [C.2(c)).

Tabela C.2: Indice IAE para uma BMR do tipo (2,0) com incrementos em [|Vi|lmea no seguimento das trajetérias
da Tabela por meio da lei de controle auxiliar modificada ([@I40) com a*Gair = 300.8 e a*GaitA™ = 12.35.

Lemniscata Espiral
[|Villmea (m/s) IAE v* IAEv IAEv* IAE v KiIyyo Koloyo
1.18 0.198 0.036 0.345 3.101
2.36 0.223 0.160 0.584 19.786
3.55 0.169 0.382 0.530 28.472 300 120
4.74 0.929 1.696 0.810 54.781

Modificagao para Ki, K2 | Lemniscata para ||Vi|lmed = 1.18 m/s € ||Vi|lmea = 2.36 m/s |

1.18 0.030  0.048 - - 2000 1800
2.36 0.003  0.082 - - 800 600
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(a) Seguimento da trajetdria espiral para utilizagao
da lei de controle flexivel [B.78)) usando v e v para
IVillmea = 1.18 m/s e ||Vi||mea = 2.36 m/s.
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(¢) Seguimento da trajetéria espiral para utilizagio
da lei de controle flexivel [B.78)) usando v e v para
| Villmea = 3.55 m/s e ||Vi||lmea = 4.74 m/s.
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(b) Evolugao do erro de seguimento da trajetdria
espiral (h — hrer) usando v e vk para ||Vi|lmea = 1.18
m/s e ||Villmeda = 2.36 m/s.

3

(d) Evolugao do erro de seguimento da trajetdria
espiral (h — hyer) usando v e vk para ||Vi|lmea = 3.55
m/s e ||Vi]lmea = 4.74 m/s.

Figura C.3: Seguimento da trajetéria espiral para BMR tipo (2,0) usando v e v*. Caso de instabilidade quando
|Villmea = 61.25 m/s (linha vermelha na Subfigura [C.3(a)).

Para a trajetéria lemniscata foi obtido Vi ~ 2 s/m. Com esse valor e com as triplas

(X1, X2, X3) =~ (3.9277 x 103,3.9277 x 103,0.4657) [ sendo 0.4657 < x3, para ¥x3 € Xe | e
(X1, X2, x3) ~ (10.2712,10.2712, 3.3594) [ sendo 3.3594 > x3, para V¥ x3 € X. ], temos que

ot x3— 0.11856 x 107 3y; — 0.11856 x 10 3y = 0,
7 x3 — 0.32706x1 — 0.327062 = 0,

tal que ||[Vi(q,n,p)]| < 1379.30161.

Na Figura [C.4] também pode ser conferido que quando

|Villmea = 61.25 m/s as triplas (x1, x2, x3) permanecem fora dos planos m; e 7.

Para a trajetéria espiral foi obtido V7

~ 1.3 s/m e as triplas escolhidas foram:

(X1, X2, X3) ~ (867.9635,867.9635,0.7883) [ sendo 0.7883 < x3, para V x3 € xe | € (x1,X2, X3) ~
(1.9672,1.9672,5.9081) [ sendo 5.9081 > x3, para V x3 € x |. Assim,

o x3— 9.08217 x 1074y, — 9.08217 x 10 %y5 = 0,
7 x3 — 3.0033x1 — 3.0033x2 = 0,

tal que ||[Vi(g,n,p)|| < 2543.699.

Na Figura também pode ser conferido que quando

|Villmea = 61.25 m/s as triplas (x1, x2, x3) permanecem fora dos planos m; e 7.
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Figura C.4: Espago confinado Uy quando ||V;|| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia lemniscata
pelo uso de v* na BMR tipo (2,0).

Figura C.5: Espago confinado Uy quando ||V;]| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia espiral
pelo uso de v* na BMR tipo (2,0).

BMR tipo (3,0)

Do mesmo modo que no caso da BMR tipo (2,0), na Figura pode ser conferido o
seguimento das trajetérias de referéncia lemniscata e espiral | descritas na Tabela [C1]] quando
sao usadas as leis de controle auxiliar v | sem compensagao das remanescéncias, ajustada como
no Caso 4 da Tabela[L2]] e a lei de controle auxiliar v* [ com compensagao das remanescéncias
] com T =15 s, a*Gqir = 10.42 e a*GgieA* = 1072 para os dois casos de ||V;||med-

Na Tabela pode ser observado que a utilizagao da lei de controle v* consegue um melhor
desempenho do controlador. No entanto, no caso particular da trajetéria lemniscata a utilizagao
das matrizes K1 = 1600 e Ko = 45, usados para a trajetéria de referéncia espiral, instabiliza
o seguimento da trajetdria [ veja o caso ||Vi|lmea = 1.18 m/s representado pela linha vermelha
sélida na Figura|C.6(a)| e células em negrito da Tabela |. A fim de melhorar o desempenho
do controlador tais matrizes sao re-ajustadas a K; = 1600 e Ko = 200, como indicado na Tabela
Também pode ser observado nas Figuras |C.6(a)| e |C.6ic;i [ linhas vermelhas | que quando
[IVillmea = 1.93 m/s sistema de controle se torna instavel.
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(c) Seguimento da trajetdria espiral para utilizagio
da lei de controle flexivel [B.78)) usando v e v para
[Villmea = 1.18 m/s e ||Vi||mea = 1.48 m/s.

Figura C.6: Seguimento das trajetérias espiral e lemniscata para BMR tipo (3,0) usando v e wx.
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(b) Evolugao do erro de seguimento da trajetdria
lemniscata (h — hrer) usando v e vx para ||Vi|lmea =
1.18 m/s e ||Vi||mea = 1.48 m/s.
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(d) Evolugao do erro de seguimento da trajetdria
espiral (h — hrer) usando v e vk para ||Vi|lmea = 1.18
m/s e ||Vi]lmea = 1.48 m/s.

Caso de

instabilidade quando [|V;||mea = 1.93 m/s (linha vermelha tracejada nas Subfiguras[C.6(a)| e [C.6(c)).

Tabela C.3: Indice IAE para uma BMR do tipo (3,0) com incrementos em ||V;||mea N0 seguimento das trajetérias

da Tabela [Cl por meio da lei de controle auxiliar modificada @I43) com a*Gair = 10.42 e *Gair\* = 10725,

Lemniscata Espiral
[|Villmea (m/s) IAE v* TAE v TIAE v” TAE v KiIyo Kolyyo
1.18 45.305 775.15 0.0867 1.1258 1600 45
1.48 26.051 987.55 0.0613 1.4316
Modificagao para K1, K2 (para Lemniscata)
1.18 0.1706 2.3901 -
1.48 0.3221 3.8721 - - 1600 200
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100 0

Figura C.7: Espago confinado Uy quando ||V;|| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia lemniscata
pelo uso de v* na BMR tipo (3,0).
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Figura C.8: Espago confinado Uy quando ||V;|| é incrementado no seguimento da trajetéria de referéncia espiral
pelo uso de v* na BMR tipo (3,0).

Para a trajetéria lemniscata foi obtido Vi ~ 0.95 s/m. Com esse valor e com as triplas
(X1, X2, x3) ~ (130.1798,130.1798,0.6371) [ sendo 0.6371 < x3, para Vx3 € Xx: | € (X1, X2, X3) ~
(0.0023,0.0023, 12.5440) [ sendo 12.5440 > x3, para V x3 € x. |, temos que

To: x3 — 4.8040 x 1073y — 4.8940 x 10 3y5 = 0,
7 x3 — 5453.91x1 — 5453.91y, = 0,

tal que [|[Vi(q,7n, 1| < 1173060.4607. Na Figura também pode ser conferido que quando
IVillmea = 61.25 m/s as triplas (x1, x2, x3) permanecem fora dos planos m e 7.

Para a trajetoria espiral foi obtido V ~ 1.1 s/m e as triplas escolhidas foram: (x1, x2, x3) =
(42.0109, 42.0109,0.9596) | sendo 0.9596 < xs3, para Vx3 € Xe | e {x1,x2,x3) ~ (4.37 X
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1074,4.37 x 1074, 71.98) [ sendo 71.98 > x3, para V¥ x3 € X |. Assim,

my : x3 — 0.02284y1 — 0.02284x2 = 0,
m o x3 — 164713.958y1 — 164713.958x2 = 0,

tal que ||Vi(g,n, p)]| < 6556040.3598. Na Figura também pode ser conferido que quando
|Villmea = 61.25 m/s as triplas (x1, x2, x3) permanecem fora dos planos m; e 7.
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