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Resumo

Nesse trabalho estuda-se a implementação de um sistema preditivo (não-intrusivo) capaz de

avaliar a condição de desgaste dos contatos montados no sistema mecânico utilizado para con-

trole dos OLTC s (On-Load Tap Changer).

A principal atribuição deste sistema preditivo é indicar o melhor momento para realização

da manutenção (substituição desses contatos) e ou verificar se essa manutenção foi realizada

corretamente.

O OLTC é responsável por manter constante na rede a tensão fornecida pelas subestações

de energia elétrica. Utiliza-se um sistema mecânico, subconjunto do OLTC, para mudar as

derivações de um transformador de potência (principal subconjunto do OLTC ) que estabiliza

a tensão da rede. Esse sistema mecânico é acionado através de um controlador. A presença

de componentes mecânicos em um OLTC possibilita a ocorrência de desgaste ou de falhas de

posicionamento no mecanismo.

Visando a análise da condição dinâmica dos componente mecânicos em um OLTC, foi desen-

volvido um módulo de condicionamento de sinais, que acoplado ao OLTC, possibilita a análise

do sinal de vibração emitido pelo acionamento do contato. O módulo é composto de uma en-

trada analógica para o sinal de vibração medido por um acelerômetro. Esse sinal passa por um

conjunto de filtros analógicos e amplificadores que podem ser ajustados para eliminar rúıdos e

freqüências indesejáveis no estudo do sinal de vibração. A sáıda do módulo de condicionamento

de sinais é conectada a um microcomputador através da placa de som. No microcomputador,

é aplicada ao sinal coletado uma ferramenta de análise para diagnóstico.

A ferramenta matemática aqui utilizada para diagnóstico do estado do OLTC é baseada em

técnicas paramétricas de estimação espectral, conforme o modelo escolhido na representação

do sistema. Essa ferramenta baseia-se no Método de Prony.

Os resultados obtidos são considerados satisfatórios e possibilitam o diagnóstico do estado

dos contatos em um OLTC. Portanto, é posśıvel gerar um indicador que defina o melhor mo-

mento para interferir no sistema, realizando-se uma manutenção preventiva. Entretanto, o mod-

elo desenvolvido reproduz apenas de forma aproximada o estado real dos contatos no OLTC. É

posśıvel que problemas pontuais, que não evoluam de forma linear, não sejam antecipadamente

identificados pelo método aqui apresentado.
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Abstract

On-load tap changers (OLTC) are electromechanical devices employed for voltage regulation

in electrical distribution systems. The mechanism responsible for this control is a regulation

system, composed by a set of electrical contacts and a mechanical positioning system which

moves the contacts for the position determined by the electronic control unit.

The OLTC mechanism is immersed into insulator oil, and its maintenance is made by regular

predictive inspections, in a period safe enough to avoid operational failures. However, these

inspections are time consuming and require the device to be disconnected form the system and

consequently out of operation. Depending on the contact aging condition, this period may

be increased which results in a reduced average maintenance cost. To estimate the contact

condition without disconnecting the OLTC, it is necessary a non-invasive on-line diagnostic

method.

A method usually employed for non-invasive monitoring is the vibration testing. In the

case of the OLTC mechanism, a transient vibration signal is emitted during the tap change,

and this signal may be used to develop a method to estimate the aging of the corresponding

electrical contact. There are many different approaches to analyze vibration signals. One is

through the spectral analysis technique based on the Fast Fourier Transform (FFT). However,

the application of the FFT has two major inherent limitations. First, the spectral features are

affected by the signal windowing, which is necessary in the time domain. Second, to obtain

a high spectral resolution the sampling frequency should be considerably high, or a long time

window should be employed. These limitations lead to a lack of memory availability in the data

acquisition system. Moreover, the FFT characterizes better a stationary signal, which is not

this case. To overcome these limitations, it is proposed in this work the Prony spectral analysis

as a methodology for condition assessment of on-load tap-changers using vibration signals.

A set of experimental vibration signals was acquired from OLTCs before and after main-

tenance. The Prony spectrum and a classification procedure were obtained for these signals,

relating them to the observed aging condition of the electrical contacts. The results are con-

sidered satisfactory and the proposed technique is suitable for the diagnosis of the state of the

contacts in an OLTC.
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A.2 Modelos Paramétricos de Processos Estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

A.2.1 Resumo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

B Rotinas para aplicação dos algoŕıtimos 94

B.1 Sub-rotina PRONY (MATLAB) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

B.2 Sub-rotina EXPARAMS (MATLAB) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



Lista de Figuras

1.1 Fluxo de implantação da Manutenção Preditiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Fluxo do sistema não-intrusivo de monitoramento proposto para OLTC s. . . . . 11

3.1 Representação do modelo ARMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 Representação do modelo AR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3 Representação do modelo MA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5.1 Fluxograma da aplicação do modelo de estimação exponencial (Método de Prony) . . 37

5.2 Exemplo de estimativa espectral por Prony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

6.1 Plataforma Experimental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.2 Regulador de tensão - Equipamento Piloto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.3 Componentes externos do OLTC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.4 OLTC aberto para manutenção. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.5 Comparação entre um contato usado e desgastado (esquerda) e um contato bom e não desgastado(direita). 52
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fk Freqüências identificadas no sinal amostrado

F (α, n) Função distribuição de probabilidade
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p Ordem do filtro que melhor representa um sistema através de um modelo

2
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x̂[n] Valor estimado das variáveis de um processo estocástico discreto

x̃ Vetor erro real de predição

Xk DFT - Discrete Fourier Transform

Xp Matriz de amostras (matriz retangular Toeplitz)

x(t) Sinal no domı́nio do tempo

X(ω) Sinal no domı́nio da freqüência

y[n] Valor medido das variáveis de um processo estocástico discreto

W [n] Função janela de ponderação

Z Matrix de ráızes

zk Exponencial complexa dependente do tempo

αk Parâmetros de amortecimento identificados no sinal amostrado

ε[n] Erro de aproximação da predição exponencial

ψk Fases iniciais identificados no sinal amostrado

ηT Média temporal de um processo estocástico

θ Vetor dos parâmetros

∣∣∣∣∣
a

b

∣∣∣∣∣ em um modelo ARMA

θ̂ Estimativa do vetor dos parâmetros θ

θ̃ Erro real de estimação de parâmetros

ϑ(z) Polinômio cujo as ráızes são os parâmetros z1, ..., zp
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ρ Erro quadrático de estimação de um processo estocástico

ρp Mı́nimo erro quadrático na estimação de um sistema por um modelo AR de ordem p

φ Matriz dos regressores

ϕ Vetor dos regressores

ω Função cont́ınua da freqüência angular (em rad/s)

ω0 Freqüência angular (em rad/s) de um sinal periódico de peŕıodo T

Abreviaturas

No caso de abreviaturas internacionalmente conhecidas, optou-se por manter as mesmas em

sua lingua original.

ACF Auto Correlation Function

ADC Analogic Digital Conversor

AIC Akaike Information Criterion

AR Autoregressive

ARMA Autoregressive Moving Average

CAT Criterion Autoregressive Transfer Function

CCF Cross Correlation Function

CIGRE Conseil International Des Grands Réseaux Electriques

DFT Discrete Fourier Transform

DGA Dissolved Gas-in-oil Analysis

DTFT Discrete-Time Fourier Transform

END Ensaio não-destrutivo

ETP Electrical Tough Pitch

ESD Energy Spectral Density

FFT Fast Fourier Transform

FPE Final Prediction Error

FT Fourier Transform

ICPr Is a trademark of PCB Piezotronics, Inc.

MA Moving Average

MDL Minimum Description Length

OLTC On-Load Tap Changer

PDF Probability Density Function

PSD Power Spectral Density

WSS Wide-Sense Stationary
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Caṕıtulo 1

Introdução

Ensaios não-destrutivos (END) são métodos que garantem a qualidade e a manutenibilidade

de produtos e processos (Andrade, 2004).

Na maioria dos casos, a escolha de um END depende de uma grande quantidade de parâ-

metros.

Para a escolha do END apropriado à realização de determinado diagnóstico, é requerido o

conhecimento de detalhes sobre o posśıvel tipo de defeito e a localização deste. A acessibilidade

ao defeito também deve ser garantida. Algumas fatos recentes justificam o emprego de END

nas empresas, como por exemplo:

1. Aumento nos padrões de qualidade dos produtos e processos;

2. Aumento dos custos causado por paradas imprevistas no sistema de produção;

3. Aumento nos padrões de segurança e proteção ambiental;

4. Melhoria dos instrumentos de controle e sensores;

5. Aumento da experiência e do entendimento na interpretação de sinais.

Os ENDs mais comuns são:

• Inspeção Visual;

• Ensaios de Ĺıquido Penetrante;

• Ensaios de Part́ıculas Magnéticas;

• Ultra-som;

• Raio X;

6
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• Ensaios com a Corrente de Eddy;

• Análise de Vibrações.

1.1 Condições para o Monitoramento de Máquinas por

Análise de Vibrações.

Com os altos investimentos que as empresas fazem atualmente em máquinas e equipamentos, as

paradas ocasionadas por quebras ou falhas desses sistemas, ocasionam interrupção da produção,

tornando-se uma situação dispendiosa. Conseqüentemente, uma grande quantidade de esforços

e inovações é aplicada no processo de manutenção dos sistemas produtivos, visando aumentar

os intervalos de tempo entre falhas.

Durante sua vida útil, sabemos que as máquinas vão sofrendo um processo de desgaste

continuo. Com o passar do tempo, se nada for feito para minimizar ou evitar tal desgaste, o

equipamento quebrará causando a parada do processo ao qual faz parte.

Quando é que uma Máquina Quebra?

Esta pergunta é dif́ıcil de responder e sua resposta envolve muitas considerações. Podemos dizer,

intuitivamente, que se não fizermos a manutenção correta de um equipamento, sua quebra ocor-

rerá mais cedo do que uma máquina que possui um plano de manutenção (corretamente execu-

tado). Podemos fazer o acompanhamento de determinados parâmetros das máquinas e através

destes prever, com uma certa antecedência, a ocorrência de falhas. Chamamos esse acompan-

hamento de monitoramento e, para tanto, devemos encontrar parâmetros caracteŕısticos que

descrevam as condições de operação das máquinas sob análise.

Uma possibilidade é medir o ńıvel de vibrações em grandezas tais como, deslocamento,

velocidade ou aceleração, e observar sinais caracteŕısticos presentes nas variações desses parâ-

metros, os quais fornecerão informações importantes sobre as condições de trabalho do equipa-

mento, indicando o momento em que a manutenção deve ser realizada para evitar a quebra do

mesmo.

Vibração é uma oscilação mecânica em torno de um ponto de equiĺıbrio. Podemos encontrá-

la em máquinas como resultado da presença de forças dinâmicas, originadas nas partes em

movimento, ou como resposta a excitação por pulsos. Freqüentemente ela é citada como um

fenômeno destrutivo, mas às vezes pode ser gerada intencionalmente para realizar algum tipo

de trabalho, como por exemplo: britadeiras, compactadores, caixas de som, etc.

A análise de vibrações utilizada no monitoramento de equipamentos como um método de

END (ensaio não destrutivo) permite identificar com precisão os posśıveis defeitos presentes

nos componentes mecânicos de máquinas e estruturas.
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Atualmente as empresas têm enfrentado desafios, tais como: redução de custos, aumento do

tempo de operação das máquinas e outros inerentes a qualquer unidade produtiva. Com isso,

a busca de técnicas que possibilitem solucionar problemas, tornou-se intensa. Uma alternativa

é a programação de intervenções através do acompanhamento da condição de funcionamento

das máquinas, conhecida por Manutenção Preditiva ou Manutenção por Condição.

A manutenção preditiva diferencia-se da corretiva pelo fato de que a intervenção no equipa-

mento somente ocorrerá a partir do momento em que este apresentar os sinais caracteŕısticos

de falha, enquanto que na manutenção corretiva a intervenção ocorre quando o equipamento

quebra, implicando em um aumento de custos de manutenção (horas de parada, mão-de-obra,

falta de componentes para reposição, dentre outros).

A manutenção preditiva é aquela que indica as condições reais de funcionamento das má-

quinas, baseada em dados que informam o seu desgaste ou processo de degradação. Trata-se da

manutenção que prediz o tempo de vida útil dos componentes das máquinas e equipamentos e

as condições para que esse tempo de vida seja bem aproveitado. A manutenção preditiva baseia-

se no monitoramento da condição, que é feita com a coleta de dados periódicos, interpretação

desses dados, avaliando a sua severidade e traçando sua tendência ao longo do tempo, visando

uma intervenção coerente, tanto técnica como econômica.

Os ensaios não destrutivos podem ser utilizados para realizar uma avaliação segura das

condições de funcionamento dos equipamentos, fazendo-se o acompanhamento da evolução de

falhas. Com isso, é posśıvel fornecer previsões de falha dos equipamentos, garantindo-se a

operação sem riscos de quebras inesperadas até a execução de uma parada planejada.

1.2 Manutenção Preditiva Através da Análise de Vibrações

Em linhas gerais, a implantação desta técnica de diagnose pode ser dividida em duas fases:

• A primeira inclui o domı́nio da tecnologia e o acompanhamento das máquinas consideradas

cŕıticas para o processo produtivo. O sistema de gerenciamento é geralmente constitúıdo

de um coletor de dados, e o respectivo software de análise.

• A segunda fase consiste na divulgação e suporte da implantação desta tecnologia no

programa geral de manutenção da empresa.

Portanto, o planejamento (definição dos ńıveis máximos de vibração, periodicidade das

medidas, etc.), o acompanhamento do histórico, o diagnóstico (análise espectral do sinal de

vibração) e a decisão de onde e quando intervir são atribuições da manutenção da empresa.

Uma empresa especializada ou um grupo de especialistas intitulado de Manutenção Preditiva

Central deve prestar apoio na implantação, no planejamento e nas análises realizadas pela
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Figura 1.1: Fluxo de implantação da Manutenção Preditiva.

manutenção da empresa, quando os recursos alocados nas áreas não forem suficientes. A Figura

1.1 (Andrade, 2004) mostra um diagrama em blocos de um sistema de manutenção preditiva.

Para a implantação da Manutenção Preditiva em equipamentos através da medida e análise

de vibrações, é necessário estabelecer o seguinte:

• Lista dos equipamentos a serem medidos com respectiva identificação e cadastramento no

sistema;

• Levantamento de dados construtivos e operacionais dos equipamentos, tais como modelo,

tipo de acionamento, potência, desenhos construtivos, dentre outros;

• Histórico de manutenção dos equipamentos;

• Escolha dos pontos de medição e sua identificação no sistema e na máquina;

• Aparelho de medição e registro dos sinais de vibração;

• Grandezas a serem medidas para cada ponto;

• Nı́veis de alarme para cada ponto de medição;

• Periodicidade das medições;
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• Programação dos pontos de coleta de dados;

• Informações e relatórios periódicos.

1.3 Resultados Previstos

As atividades de Manutenção Preditiva permitem ganhos financeiros resultantes dos seguintes

benef́ıcios:

a) Redução dos custos de manutenção: Com base na análise de vibrações e nas curvas

de tendência, pode-se ter uma previsão de quando será necessário uma intervenção de

manutenção, e quais os serviços a serem realizados, prolongando-se assim a vida útil de

componentes, substituindo-se apenas o necessário;

b) Aumento da eficiência das intervenções de manutenção : Através da indicação

antecipada dos elementos com falha e da avaliação dos resultados das intervenções;

c) Aumento da disponibilidade de equipamentos : A utilização de programas predi-

tivos pode virtualmente eliminar paralisações imprevistas devido à falha de máquinas,

bem como reduzir a necessidade de programação de paradas desnecessárias para serviços

preventivos;

d) Aumento da confiabilidade operacional : A eliminação de paradas não programadas

aumenta a confiabilidade operacional, reduzindo-se riscos de perda de produção.

1.4 Objetivo do Trabalho

Nesse trabalho propõe-se e estuda-se a implementação de um sistema preditivo (não-intrusivo)

capaz de avaliar a condição de desgaste dos contatos montados no sistema mecânico utilizado

para controle de tensão de sáıda nos OLTC s (On-Load Tap Changer).

O monitoramento do sistema acontece através da análise da vibração emitida pelo equipa-

mento a cada mudança de contato. É feita a modelagem do sinal de vibração utilizando-se

técnicas de análise espectral (Método de Prony). Com o monitoramento torna-se posśıvel de-

terminar o estado do OLTC e programar as paradas para manutenção, prolongando ao máximo

o tempo de uso dos reguladores, sem por em risco a qualidade da tensão fornecida ao consumidor

final.

O sistema de monitoramento aplicado nesse trabalho, conforme a Figura 1.2, é composto

de:
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Figura 1.2: Fluxo do sistema não-intrusivo de monitoramento proposto para OLTC s.

Módulo de Condicionamento de Dados - formado pelo sensor de vibração e circuito de

polarização, amplificador e filtros analógicos.

Rotina de Tratamento de Dados - rotina para processamento do sinal, na qual o sinal é

processado e é feita a estimativa dos parâmetros do modelo para a análise espectral.

Módulo de Análise de Parâmetros - a partir dos parâmetros obtidos pelo Método de Prony,

chega-se à condição de funcionamento do OLTC.

1.5 Organização da Dissertação

O texto está dividido em 8 caṕıtulos:

• O Caṕıtulo 1 apresenta uma introdução acerca das técnicas não intrusivas utilizadas em

monitoramento de sistemas.

• No Caṕıtulo 2 é feita uma descrição dos métodos clássicos de estimação espectral.

• O Caṕıtulo 3 descreve os métodos auto regressivos (estat́ısticos) utilizados na estimação

espectral.

• O Caṕıtulo 4 aborda um método numéricos aplicado à estimação espectral.
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• No Caṕıtulo 5 descreve-se a abordagem teórica do Método de Prony.

• O Caṕıtulo 6 apresenta a plataforma experimental utilizada nesse trabalho.

• No Capitulo 7 é apresentada a metodologia de coleta de dados e os resultados.

• O Caṕıtulo 8 conclui a dissertação e apresenta sugestões para trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Estimação Espectral Clássica

2.1 Introdução

Segundo (Simas Filho, 2004) o monitoramento de um OLTC pode ser efetuado de diversas

formas, já desenvolvidos e validadas, como por exemplo:

1. Análise das caracteŕısticas do óleo isolante (Wang et al., 2000a), chamada de DGA (Dis-

solved Gas-in-oil Analysis). Esta técnica permite associar a mudança da concentração de

certos gases dissolvidos no óleo às condições de falha do equipamento. A análise é feita

de forma não-intrusiva, usando dados de imagens térmicas no espectro do infravermelho.

2. Análise dos dados extráıdos do sinal de vibração, colhido na carcaça do equipamento a

cada mudança de contatos:

• utilizando a transformada wavelet para detectar a envoltória do sinal e depois aplica-

se a análise dos dados com mapas auto-organizáveis (P.Kang & Birtwhistle, 2001a),

(P.Kang & Birtwhistle, 2001b), (Pengju Kang & McCulloch, 2000a).

• M. Foata em (Foata et al., 2000) usa convolução de Hilbert para detectar a envoltória,

fazendo comparações entre o sinal medido e uma referência pré-estabe1ecida .

No estudo da CIGRE - Conseil International Des Grands Réseaux Electriques (Guuinic &

Aubin, 2001) pode-se encontrar os métodos mais usados para monitoramento de OLTC s. Além

dos citados acima (DGA e análise acústica), o estudo indica que pode-se extrair informações

importantes a partir do monitoramento das seguintes variáveis: corrente e torque do motor do

sistema de posicionamento e temperatura relativa das partes do OLTC.

A proposta desenvolvida nesse trabalho esta fundamentada na aplicação do END (Ensaio

Não Destrutivo) por análise do sinal de vibração emitido pelo OLTC, coletado de forma não

intrusiva, no momento de acionamento do contato.

13
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O diagnóstico da condição dos contatos do OLTC é efetuado utilizando-se como ferramenta

para análise desse sinal a estimação espectral pelo Método de Prony. Foi utilizado um módulo

de aquisição de dados com filtragem analógica e desenvolvida uma rotina de tratamento do

sinal. O método utilizado permite a obtenção de caracteŕısticas importantes do sinal como

amplitudes, fase e amortecimento dos principais componentes de freqüências. A partir dessas

variáveis, é feito o diagnóstico do equipamento. Em comparação com métodos existentes, o

processo de análise espectral utilizando-se Prony é simplificado, visto que é usado um número

limitado de parâmetros e não a envoltória do sinal.

2.2 Técnicas de Processamento de Sinais

Processamento de sinais abrange o conjunto de técnicas utilizadas para extrair informações

importantes dos dados coletados a partir de um sinal proveniente de um processo ou sistema.

Para sinais determińısticos as informações geralmente estão relacionadas com os componentes

dominantes de algumas freqüências. Conseqüentemente técnicas de estimação espectral baseada

na transformada de Fourier podem ser aplicadas à análise desse sinal. Para sinais não deter-

mińısticos (estocásticos, transientes ou contaminados com ruido) é preciso usar uma abordagem

estat́ıstica, não sendo mais posśıvel determinar o espectro exato de freqüência, mas sim, uma

estimativa através de um procedimento de tratamento do sinal.

2.2.1 Transformada de Fourier

Uma ferramenta clássica de processamento de sinais é a transformada de Fourier (FT - Fourier

Transform) que é assim chamada em homenagem ao francês Jean Baptiste Fourier (1768-1830)

um dos pioneiros no estudo da representação de funções por séries trigonométricas.

A FT é um procedimento matemático que permite a partir de um sinal no domı́nio temporal

x(t) obter uma função X(ω) descrevendo o comportamento em freqüência desse sinal.

Considerando-se inicialmente um sinal periódico x(t), com peŕıodo T , pode-se expressar

tal sinal por uma soma (em geral infinita) de exponenciais complexas (Kamen & Heck, 2000).

Assim,

x(t) =
∞∑

k=−∞
cke

jkω0t, −∞ < t < ∞. (2.1)

A representação acima é conhecida como série de Fourier, e os coeficientes ck são calculados

através da seguinte expressão:

ck =

∫ T/2

−T/2

x(t)e−jkω0tdt, k = 0,±1,±2, ... (2.2)
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Para que um sinal periódico tenha representação em séries de Fourier é necessário que ele

atenda as seguintes condições (Condições de Dirichlet):

a) |x(t)| deve ser integravel em qualquer peŕıodo:
∫ a+T

a
|x(t)|dt < ∞;

b) x(t) deve possuir um número finito de máximos e mı́nimos em qualquer peŕıodo;

c) x(t) deve possuir um número finito de descontinuidades em qualquer peŕıodo.

Sinais não-periódicos também podem ser expressos em função de seus componentes de

freqüência, mas para tal usa-se agora a Transformada de Fourier:

X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt, −∞ < ω < ∞, (2.3)

onde ω é a variável cont́ınua caracterizando a freqüência angular (em rad/s). A existência da

Transformada de Fourier também está atrelada às condições de Dirichlet, descritas anterior-

mente.

A equação (2.4) permite o cálculo da Transformada Inversa de Fourier, ou seja, a reconsti-

tuição do sinal temporal a partir de seu espectro em freqüência.

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)ejωtdω. (2.4)

Dado um sinal discreto x[n], sua Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT ) é

definida como:

X(Ω) =
∞∑

n=−∞
x[n]e−jΩn. (2.5)

A DTFT é portanto uma função cont́ınua da variável real Ω, obtida a partir de uma

seqüência amostrada. Pode-se notar que (2.5) é uma versão discreta de (2.3), onde o somatório

substitui a integral.

Por ser uma função cont́ınua, X(Ω) não pode ser manipulada digitalmente, para isso foi pre-

ciso discretizar os valores de freqüência, levando ao desenvolvimento da Transformada Discreta

de Fourier (DFT ) (Kamen & Heck, 2000).

Supondo que a seqüência discreta x[n] seja zero para 0 > n > N, onde N é um inteiro

positivo. A DFT (Xk) de x[n] é definida por

Xk =
N−1∑
n=0

x[n]e−j2πkn/N, k = 0, 1, ...,N− 1. (2.6)
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Diferentemente da DTFT, a DFT é uma função discreta, que pode ser implementada facil-

mente em sistemas digitais. Para o cálculo da DFT desenvolveu-se um algoritmo bastante

eficiente conhecido por FFT (Fast Fourier Transform). Essa contribuição facilitou muito o

tratamento de sinais amostrados com grande número de amostras. O algoritmo da FFT é

descrito em detalhes em (David J. De Fatta, 1988).

2.2.2 Sinais: Classificação e Tratamento Estat́ıstico

Os sinais podem ser classificados em determińısticos e não determińısticos. Para sinais deter-

mińısticos as informações geralmente estão relacionadas com os componentes dominantes de

algumas freqüências. A obtenção do espectro de freqüência através do uso direto da transfor-

mada de Fourier apresenta resultados confiáveis quando aplicado a processos determińısticos,

conseqüentemente técnicas de estimação espectral baseada na transformada de Fourier podem

ser aplicadas à análise desse sinal. Para sinais não determińısticos (estocásticos, transientes ou

contaminados com ruido) é preciso usar uma abordagem estat́ıstica, não sendo mais posśıvel

determinar o espectro exato de freqüência, mas sim, uma estimativa através de um procedi-

mento de tratamento do sinal. Portanto, para o tratamento de sinais não determińısticos alguns

conceitos de estat́ıstica devem ser aplicados, e tais conceitos são abordados no Apêndice A.1.

Conforme definição (Apêndice A.1) a função auto correlação de um sinal estocástico x[n] é

dada por

rxx[n1, n2] = ξ{x[n1]x
∗[n2]}, (2.7)

onde ξ é o operador esperança. Diz-se também que x[n] = ξ{x[n]} é a média ou valor esperado

de x[n], e x∗[n] é o complexo conjugado de x[n].

Pode-se definir a função de auto covariância como

cxx[n1, n2] = ξ{(x[n1]− x[n1])(x
∗[n2]− x∗[n2])}. (2.8)

Os termos “correlação” e “covariância” são muitas vezes usados como sinônimos, mas,

analisando as equações (2.7) e (2.8), vemos que elas são iguais apenas quando o processo em

questão (x[n]) tem média zero.

Para a análise de dois processos estocásticos x[n] e y[n] define-se a correlação cruzada como

sendo

rxy[n1, n2] = ξ{x[n1]y
∗[n2]}. (2.9)
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Um processo estocástico é dito estacionário em sentido amplo (WWS - Wide Sense Statio-

nary se ele tem a média constante para todos os ı́ndices temporais e sua função de auto

correlação depende somente da diferença m = n1−n2. Um processo estocástico WWS discreto

x[n] é caracterizado por sua média constante:

x[n] = x, (2.10)

por uma função de auto correlação dada por

rxx(m) = ξ{x[n + m]x∗[n]}, (2.11)

e função de auto covariância

cxx(m) = rxx(m)− |x|2. (2.12)

A densidade espectral de potência (PSD - Power Espectral Density) é definida como sendo

a DTFT da função de auto correlação, dada por

Pxx(Ω) =
∞∑

n=−∞
rxx[n]e−jΩn, (2.13)

No caso de processos cont́ınuos, a DTFT é substitúıda pela Transformada de Fourier (FT ).

A obtenção do espectro de freqüência de sinais não determińısticos através da densidade

espectral de potência (PSD - Power Espectral Density) apresenta maior confiabilidade nos

resultados do que a obtenção do espectro de freqüência através do uso direto da transformada

de Fourier, já que a função de auto correlação é uma função determińıstica.

Processos de média ergódica são definidos como aqueles que possuem média temporal ηT ,

calculada a partir de uma realização de x(t), próxima de η = ξ{x(t)}, com probabilidade

próxima de 1. Assim,

ξ{ηT} = ξ

{
1

2T

T∑
n=−T

x[n]

}
= η. (2.14)

Para processos de média ergódica a PSD pode ser estimada diretamente dos valores de x[n]

utilizando a expressão (Papoulis, 1991):

Pxx(Ω) ≈ ST (Ω) = ξ

{
1

2T

∣∣∣∣
T∑

n=−T

W [n]x[n]e−2jΩn

∣∣∣∣
2}

, (2.15)
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onde W [n] é a função janela de ponderação e ST (Ω) é a densidade de potência do sinal xT (t),

dado por

xT (t) = x(t)pT (t) pT (t) =

{
1 |t| < T

0 |t| > T
(2.16)



Caṕıtulo 3

Processos Auto Regressivos

3.1 Introdução

As técnicas clássicas de estimação espectral usam as equações (2.13) e (2.15) para obter apro-

ximações da densidade espectral de potência (PSD) do sinal x[n]. O método que usa a apro-

ximação diretamente a partir do sinal x[n] é chamado periodograma (equação 2.15). O método

que permite obter a PSD a partir da DTFT da função de auto correlação do sinal é conhecido

como correlograma (equação 2.13). Essas técnicas apresentam algumas limitações de resolução,

que nos periodogramas depende do tipo de janela escolhido. Eles necessitam de janelas maiores

e maior número de amostras para se obter uma resolução satisfatória. Métodos iterativos de

cálculo de periodogramas e correlogramas estão descritos em (S.Lawrence Marple, 1987).

3.2 Modelos Paramétricos de Processos Estocásticos

Uma solução para alguns dos problemas das técnicas clássicas de estimação espectral é o uso

de modelos paramétricos. Esses métodos obtém, em geral, resultados melhores, mesmo para

sinais com poucas amostras. São derivados do filtro linear definido a partir de uma equação de

diferença. Assim,

p∑

k=0

a[k]x[n− k] =

q∑

k=0

b[k]u[n− k], (3.1)

sendo que x[n] e u[n] são, respectivamente, a sáıda e a entrada do sinal no instante n.

3.2.1 Modelos Auto Regressivos

Basicamente três modelos paramétricos são utilizados para estimação espectral:

• ARMA (Autoregressive Moving Average),

19
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• MA (Moving Average),

• AR (Autoregressive).

O modelo ARMA é descrito pela equação de diferenças (3.1) fazendo-se a[0] igual a 1.

Sendo x̂[n] o valor estimado para x[n], na representação do modelo ARMA, a equação (3.1)

pode ser reescrita como

x̂[n] = −
p∑

k=1

a[k]x[n− k] +

q∑

k=0

b[k]u[n− k], (3.2)

em que a e b são os vetores de parâmetros a serem determinados e u é o o sinal de entrada.

O modelo MA é derivado do ARMA (3.2) zerando-se todos os coeficientes a[k]. Dessa

maneira se obtém (3.3).

x̂[n] =

q∑

k=0

b[k].u[n− k]. (3.3)

O modelo AR também é derivado do ARMA (3.2) zerando-se todos os os coeficientes b[k],

com exceção de b[0] que agora é considerado igual a 1. Assim obtém-se (3.4).

x̂[n] = −
p∑

k=1

a[k].x[n− k] + u[n] (3.4)

Portanto, (3.2) expressa um modelo auto regressivo de média móvel (ARMA - Autoregressive

Moving Average) de x[n], onde a entrada u[n] é uma seqüencia de rúıdo branco com média

zero e variância ρ. Os parâmetros a[k] são responsáveis pela parte auto regressiva (AR) e os

parâmetros b[k] pela média móvel (MA). Pode-se utilizar esquemas mais simples, com apenas

uma das partes do modelo ARMA.

As representações gráficas dos modelos ARMA, AR e MA são mostradas nas Figuras 3.1,

3.2 e 3.3.
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Figura 3.1: Representação do modelo ARMA

Figura 3.2: Representação do modelo AR

Figura 3.3: Representação do modelo MA
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3.2.2 Estimação Espectral

A estimação espectral em um modelo ARMA relaciona os coeficientes a[k] e b[k] com a função

de auto correlação do sinal a ser analisado. Segundo Lawrence (S.Lawrence Marple, 1987), essa

relação pode ser obtida por

ξ{x[n]x∗[n−m]} = −
p∑

k=1

a[k]ξ{x[n− k]x∗[n−m]}+

q∑

k=0

b[k]ξ{u[n− k]x∗[n−m]}, (3.5)

que, com o aux́ılio de (2.11), pode ser reduzida a

rxx[m] = −
p∑

k=1

a[k]rxx[m− k] +

q∑

k=0

b[k]rux[m− k]. (3.6)

O ganho estático do sistema é igual a um, já que se considerou que b[0] = 1 e a[0] = 1.

Lembrando-se que a entrada (u[k]) considerada para o sistema é uma seqüencia de rúıdo

branco com variância ρp, tem-se que a correlação cruzada entre a entrada e sáıda do sistema

pode ser expressa em função da resposta ao impulso (h[n]) desse sistema. Portanto, podemos

escrever:

rux[i] =





0 i > 0,

ρp i = 0,

ρph
∗[−i] i < 0.

(3.7)

Substituindo-se (3.7) em (3.6) chega-se a seguinte expressão para rxx[m]:

rxx[m] =





r∗xx[−m] m < 0,

−
p∑

k=1

a[k]rxx[m− k] + ρp

q∑

k=m

b[k]h∗[k −m] 0 6 m 6 q,

−
p∑

k=1

a[k]rxx[m− k] m > q.

(3.8)

Na análise do sinal de vibração do estudo desta dissertação utilizou-se um método auto

regressivo (AR) para estimação espectral que não leva em consideração a parte MA (q = 0).

Fazendo-se q = 0 na equação (3.8), obtém-se
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rxx[m] =





r∗xx[−m] m < 0,

−
p∑

k=1

a[k]rxx[−k] + ρp m = 0,

−
p∑

k=1

a[k]rxx[m− k] m > 0,

(3.9)

que pode ser reescrita na forma matricial




rxx[0] rxx[−1] . . . rxx[−p]

rxx[1] rxx[0] . . . rxx[−p + 1]
...

...
. . .

...

rxx[p] rxx[p− 1] . . . rxx[0]







1

a[1]
...

a[p]




=




ρp

0
...

0




(3.10)

O sistema de equações obtido em (3.10) é conhecido como Equações Normais de Yule-Walker

e através dele pode-se determinar os parâmetros AR a partir da função de auto correlação

rxx(k). Em problemas reais, entretanto, os valores de rxx(k) não são conhecidos e precisam ser

estimados a partir da seqüência x[n].



Caṕıtulo 4

Estimação Espectral Auto Regressiva -

Método Numérico

4.1 Introdução

A estimação espectral auto regressiva (AR) tem recebido muita atenção na literatura técnica

que trata acerca de modelos para séries temporais. Esse interesse tem origem em duas razões.

Primeiro, o espectro resultante de uma estimação auto regressiva tende a ter cumes afiados,

uma caracteŕıstica associada freqüentemente a uma alta resolução. Segundo, estimativas de

parâmetros auto regressivos (AR) podem ser obtidas através da solução de sistemas de equações

lineares. Esse caṕıtulo aborda um método numéricos aplicado à estimação espectral auto re-

gressiva.

4.2 Método Estat́ıstico de Estimação

Considere que o modelo ARMA descrito no Caṕıtulo 3 e ilustrado na Figura 3.1 possa repre-

sentar adequadamente um sistema.

Então:

A(q)x[n] = q−dB(q)u[n− 1] + e[n], (4.1)

em que:

• u[n] é o sinal de entrada amostrado no sistema,

• x[n] é o sinal de sáıda amostrado no sistema,

• e[n] é o erro de predição,

24
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• d é um número que representa o atraso da resposta na sáıda do sistema,

• e A(q) e B(q) são polinômios que podem ser escritos da seguinte forma:

A(q) = 1 + a1q
−1 + a2q

−2 + ... + apq
−p,

B(q) = b0 + b1q
−1 + b2q

−2 + ... + bqq
−q,

(4.2)

com q ≤ p.

A partir deste modelo, pode-se escrever

x[n] = −a1x[n− 1]− a2x[n− 2]− ...− apx[n− p] +

b0 u[n− d] + b1 u[n− 1− d] + ... + bq u[n− q − d] + e[n],
(4.3)

ou ainda

x[n] =
[
−x[n− 1] −x[n− 2]... −x[n− p] u[n− 1− d] u[n− 2− d]... u[n− q − d]

]




a1

a2

...

ap

b0

b1

...

bq




+e[n].

Definindo-se

ϕ[n]T =
[
−x[n− 1] −x[n− 2]... −x[n− p] u[n− 1− d] u[n− 2− d]... u[n− q − d]

]
, (4.4)

θ =
[

a1 a2 ... ap b0 b1 ... bq

]T

, (4.5)

onde ϕ[n] é o vetor dos regressores e θ o vetor dos parâmetros. Assim,

x[n] = ϕ[n]T θ + e[n], (4.6)
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tal que ϕ ∈ Rs e θ ∈ Rs, com s = p + q.

Define-se também:

1. θ̃ = θ − θ̂, sendo θ̂ uma estimativa de θ,

2. x̃ = x− x̂, sendo x̂ uma estimativa de x no instante k realizada a partir de x̂ = ϕ[k]T θ̂,

em que θ̃ é o erro real de estimação de parâmetros e x̃ é o erro real de predição.

O objetivo da estimação de parâmetros é determinar a partir de medidas realizadas uma

estimativa θ̂ do vetor de parâmetros θ. Pretende-se assim obter um estimador tal que θ̂ =

f(θ(.)).

Considere-se que N medidas são realizadas para d = 0 (sistema sem atraso na resposta),

então obtém-se





x[0] =
[

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
]
θ + e[0]

x[1] =
[
−x[0] 0 . . . 0 u[0] 0 · · · 0

]
θ + e[1]

x[2] =
[
−x[1] −x[0] . . . 0 u[1] u[0] · · · 0

]
θ + e[2]

...

x[N] =
[
−x[N− 1] −x[N− 2] . . . −x[N− p] u[N− 1] u[N− 2] · · · u[N− q]

]
θ + e[N]

Na forma vetorial, fazendo-se x[0] = 0 e considerando-se que

x =




x[1]

x[2]

x[3]
...

x[N]




, (4.7)

tem-se que

x =




0 0 ... 0 u[0] 0 ... 0

−x[1] 0 ... 0 u[1] u[0] ... 0

−x[2] −x[1] ... 0 u[2] u[1] ... 0
...

...
...

...
...

...

−x[N− 1] −x[N− 2] ... −x[N− p] u[N− 1] u[N− 2] u[N− q]







a1

a2

...

ap

b0

b1

...

bq




+




e[1]

e[2]

e[3]
...

e[N]



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ou na forma vetorial

x = φθ̂ + e (4.8)

onde o vetor x de dimensão N×1 é o vetor do sinal amostrado representado por (4.7); a matriz

φ de dimensão N×(p+q) é a matriz dos regressores; o vetor θ̂ de dimensão N×1 é a estimativa

do vetor dos parâmetros; o vetor e de dimensão N× 1 é o vetor erro de predição.

Assim, têm-se

φ =




0 0 ... 0 u[0] 0 ... 0

−x[1] 0 ... 0 u[1] u[0] ... 0

−x[2] −x[1] ... 0 u[2] u[1] ... 0
...

...
...

...
...

...

−x[N− 1] −x[N− 2] ... −x[N− p] u[N− 1] u[N− 2] u[N− q]




, (4.9)

e

θ̂ =




a1

a2

...

ap

b0

b1

...

bq




, e =




e[1]

e[2]

e[3]
...

e[N]




. (4.10)

Observando-se (4.4) e a definição de φ em (4.9), podemos reescrever (4.8) como

x =




ϕ[1]T

ϕ[2]T

...

ϕ[N]T




θ̂ + e com φ =




ϕ[1]T

ϕ[2]T

...

ϕ[N]T




. (4.11)
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4.3 Equação Normal para os Mı́nimos Quadrados

A algebra matricial propicia uma metodologia concisa para expressão das equações lineares

simultâneas na análise dos mı́nimos quadrados.

Considere o sistema dado na Seção 4.2, onde x̂[n] é a predição da seqüência complexa

x[n] dada pela combinação linear dos p+q termos x[n − 1], ... , x[n − p], u[n], ... , u[n − q].

Considerando-se d = 0 (sistema sem atraso na resposta), a equação (4.3) pode então ser reescrita

como

x̂[n] = −a1x[n− 1]− a2x[n− 2]− ...− apx[n− p] +

b0 u[n] + b1 u[n− 1] + ... + bq u[n− q] + e[n],
(4.12)

para 1 ≤ n ≤ N. Assumindo-se que N > (p + q), o sistema linear constrúıdo através de (4.12)

torna-se um sistema de equações sobredeterminado.

A solução mostrada a seguir foi apresentada por Gauss e Legendre, independentemente, no

ińıcio do Século XIX.

“O valor mais provável das grandezas desconhecidas é aquele que minimiza a soma dos

erros quadrados ou dos quadrados das diferenças entre os valores medidos e os calculados

multiplicados por pesos ou números que indicam o grau de precisão das medidas realizadas”.

Portanto, um método que pode ser utilizado para atribuir valores ótimos para os parâmetros

a[1], ... ,a[p], b[1] ... b[q] é o que minimiza a soma dos quadrados dos erros de predição, dado

pela equação (4.13),

E =
N∑

n=1

|e[n]|2, (4.13)

onde e[n] = x[n]− x̂[n] é o erro complexo entre o valor atual amostrado x[n] e a predição linear

x̂[n].

Uma expressão alternativa para as N equações dos erros é dada por (4.8), que pode ser

reescrita como

e = x− φθ̂, (4.14)

onde o vetor e de dimensão N× 1 é o vetor erro de predição; o vetor x de dimensão N× 1 é o

vetor do sinal amostrado (4.7); a matriz φ de dimensão N× (p + q) é a matriz dos regressores

(4.9); o vetor θ̂ de dimensão N× 1 é a estimativa do vetor dos parâmetros (4.10).

Observando-se (4.14), podemos reescreve-la
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e =
[

x −φ
] [

1

θ̂

]
, (4.15)

onde o erro quadrático é escrito agora

E = eHe, (4.16)

sendo eH a operação Transposta Hermitian1 do vetor e.

Substituindo-se (4.14) em (4.16), obtém-se:

E = (x− φθ̂)
H

(x− φθ̂),

E = (xH − θ̂
H

φH)(x− φθ̂),

E = xHx− xHφθ̂ − θ̂
H

φHx + θ̂
H

φHφθ̂, (4.17)

em que o produto interno vetorial xHx resulta em um escalar, o produto matriz-vetor φHx

resulta em um vetor de dimensão (p + q)× 1 e o produto matriz-matriz φHφ resulta em uma

matriz quadrada de dimensão (p + q)× (p + q).

Na equação (4.17), deve-se observar que θ̂
H

φHx = (xHφθ̂)H . Como θ̂
H

φHx é um escalar,

então θ̂
H

φHx = xHφθ̂ nos permite reescrever (4.17) como

E = xHx− 2θ̂
H

φHx + θ̂
H

φHφθ̂. (4.18)

Assim, o mı́nimo da função E dado por (4.18), é obtido igualando-se a zero o gradiente de

E em relação a θ̂,

1A Transposta Hermitian de uma matriz A de dimensão m × n é a matriz AH de dimensão n × m

obtida pela transposição da matriz formada pelos complexos conjugados dos elementos da matriz A.

Assim, dado

A =




a[1, 1] a[1, 2] · · · a[1, n]

a[2, 1] a[2, 1] · · · a[2, n]
...

...
. . .

...

a[m, 1] a[m, 2] · · · a[m,n]




, obtém-se AH =




a∗[1, 1] a∗[2, 1] · · · a∗[m, 1]

a∗[1, 2] a∗[2, 2] · · · a∗[m, 2]
...

...
. . .

...

a∗[1, n] a∗[2, n] · · · a∗[m,n]




,

podendo-se escrever AH = (A∗)T = (AT )∗. A matriz A∗ é a designação dada a matriz cujo elemento (i, j) é

o complexo conjugado do elemento (i, j) da matriz A.



Caṕıtulo 4. Estimação Espectral Auto Regressiva - Método Numérico 30

∂E

∂θ̂
= −2φHx + 2φHφθ̂ = 0, (4.19)

de onde

φHφθ̂ = φHx. (4.20)

O erro quadrático mı́nimo é obtido por substituição de (4.20) em (4.17), resultando em

Emin = xHx− xHφθ̂. (4.21)

Com as equações (4.20) e (4.21), pode-se obter o seguinte sistema:

{
xHx− xHφθ̂ =Emin

φHφθ̂ − φHx = 0

que de forma vetorial é escrito como

[
xHx −xHφ

−φHx φHφ

][
1

θ̂

]
=

[
x −φ

]H [
x −φ

] [
1

θ̂

]
=

[
Emin

0

]

Com Z = [x − φ], tem-se

ZHZ

[
1

θ̂

]
=

[
Emin

0

]
. (4.22)

A equação (4.22) é denominada equação normal e é usada na análise dos mı́nimos quadra-

dos.

4.4 Métodos de Estimação Linear pela Covariância

Consideremos que uma seqüência de N amostras de um processo x[1], x[2], ..., x[N] é usada

para a estimativa dos p-enésimos coeficientes (parâmetros) de um modelo AR.

A predição linear “a priori” x̂[n] para x[n] é

x̂[n] = −
p∑

k=1

a[k]x[n− k], (4.23)

onde a[k] são os parâmetros AR . Dessa forma, o erro de predição linear é dado por
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e[n] = x[n]− x̂[n] = x[n] +

p∑

k=1

a[k]x[n− k]. (4.24)

Esta expressão é idêntica à descrita pela forma recursiva para um processo auto regressivo

de p−ésima ordem, exceto quando e[n] não tiver as mesmas propriedades de um rúıdo branco.

O erro de predição linear de uma seqüência finita pode ou não ser um ruido branco. Com

propósito de ajuste do modelo auto regressivo, assumi-se que o erro de predição converge para

o rúıdo branco.

O erro de predição linear é então definido para o intervalo n = 1 até n = N+ p . Assume-se

que x[n] = 0 para n < 1 e n > N. Desta forma, pode-se representar (4.24) por




e[1]
...

e[p + 1]
...

e[N]
...

e[N + p]




=




x[1] · · · 0
...

. . .
...

x[p + 1] · · · x[1]
...

. . .
...

x[N] x[N− p]
...

. . .
...

0 · · · x[N]




︸ ︷︷ ︸
Xp




1

a[1]
...

a[p]




(4.25)

onde Xp é a matriz de amostras e é uma matriz retangular tipo Toeplitz2 de dimensão (N +

p)×(p+1). Os dados do canto superior direito e canto inferior esquerdo dessa matriz são zeros,

enfatizando o janelamento impĺıcito da seqüência de dados. Esta matriz pode ser particionada

em três submatrizes:

Xp =




Lp

Tp

Up


 (4.26)

2Esta matriz tem a propriedade de que todos os elementos ao longo de qualquer diagonal na direção principal

são idênticos, isto é t(i, j) = t(i− j).

Um exemplo de uma matriz Toeplitz 5× 4:

T =




t[0] t[−1] t[−2] t[−3]

t[1] t[0] t[−1] t[−2]

t[2] t[1] t[0] t[−1]

t[3] t[2] t[1] t[0]

t[4] t[3] t[2] t[1]




.
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onde a matriz triangular inferior Lp de dimensão p×(p+1), a matriz retangular Tp de dimensão

(N− p)× (p + 1) e a matriz triangular superior Up de dimensão p× (p + 1) são definidas por

Lp =




x[1] · · · 0 0
...

. . .
...

...

x[p] · · · x[1] 0


 , (4.27)

Tp =




x[p + 1] · · · x[1]
...

...

x[N] · · · x[N− p]


 , (4.28)

Up =




0 x[N] · · · x[N− p + 1]
...

...
. . .

...

0 0 · · · x[N]


 . (4.29)

A estimação dos parâmetros a [k] do modelo AR deve ser realizada visando minimizar o

erro ρ dado por

ρ =
∑

n

e[n]2. (4.30)

Com base nos resultados de (4.30), dividindo-se “ρ” por “N”, tem-se a variância da amostra

do processo. Nessa mesma equação, o intervalo do somatório, propositalmente, não esta iden-

tificado, visto que existem três casos posśıveis que determinam a sua seleção. Com a deter-

minação do intervalo do somatório em (4.30), também determina-se o método de estimação

dos parâmetros AR. Como mencionado anteriormente, existem basicamente três opções: o

janelado, o pré-janelado e o não janelado. O método janelado utiliza o intervalo completo

do somatório em (4.30), ou seja minimiza-se os erros de e [1] até e [N + p]. Isso exige que se

considere os dados anteriores a x [1] e posteriores a x [N] iguais a zero, o que é equivalente a

“janelar” o sinal. O método pré-janelado considera apenas o intervalo de erros entre e [1]

até e [N]. Isso é equivalente a “janelar” apenas os dados anteriores a x [1]. O método não

janelado considera apenas os dados dispońıveis e é conhecido na literatura por método da

covariância (Makhoul, 1975). Esta terminologia não corresponde a definição padrão dada

pela estat́ıstica para esse termo: “A covariância é a correlação com a média removida”.

Neste trabalho, sendo a amostra formada por um sinal transiente e estando todas as in-

formações de nosso interesse contidas no sinal amostrado, estaremos utilizando o método não

janelado, considerando-se apenas os dados dispońıveis.
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A relação entre o vetor erro de predição e e o vetor de parâmetros de predição a, considerando-

se o método da covariância (não ajanelado) e (4.25), pode ser expressa como

e = Tp

[
1

a

]
, (4.31)

onde Tp é a matriz de amostras (não janelada) e é uma matriz retangular tipo Toeplitz de

dimensão (N − p) × (p + 1), conforme (4.28). O vetor de parâmetros de predição a e o vetor

erro de predição (não ajanelado) e são dados por (4.32). Assim,

e =




e[p]
...

e[N]


 , a =




a[1]
...

a[p]


 . (4.32)

O erro quadrático (4.16)

E =
N∑

n=p+1

|e[n]|2 = eHe (4.33)

é minimizado conforme a equação normal (4.22), que pode ser reescrita como

Tp
HTp

[
1

a

]
=

[
Emin

0p

]
, (4.34)

onde Tp é dado por (4.28), a é o vetor de parâmetros de predição e 0p é um vetor nulo (ambos

são vetores de dimensão p). Emin é a minimização de ρ (dado por 4.30). Apesar de Emin não ser

conhecido a priori, a solução para (4.34), dada pelo vetor de parâmetros a, é facilmente obtida

da seguinte forma:

1. Atribui-se inicialmente qualquer valor para Emin,

2. Soluciona-se a equação normal escrita em (4.34),

3. Normaliza-se o vetor solução obtido dividindo-se todas suas linhas pelo valor de seu

primeiro elemento,

4. Chega-se ao vetor a que é a solução obtido pelo método da covariância.

A normalização do vetor solução justifica-se simplesmente pelo fato de sabermos (a priori)

que o primeiro elemento desse vetor é unitário.
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Vetor Solução =

[
1

a

]

A técnica de Prony incorpora, em uma de suas etapas, o método da covariância descrito

neste caṕıtulo.



Caṕıtulo 5

Método de Prony

5.1 Introdução

O método de Prony é uma técnica para a modelagem de uma seqüência de dados amostrados

através de uma combinação linear de exponenciais. Embora ele não seja uma técnica de es-

timação espectral, o método de Prony esta ı́ntimamente ligado ao algoŕıtimo de predição linear

via o método dos mı́nimos quadrados usado na estimação paramétrica dos modelos AR e ARMA.

O método de Prony busca ajustar um modelo exponencial determińıstico à seqüência de dados,

em contraste com os métodos AR e ARMA que buscam ajustar um modelo estocástico para tal.

A interpretação espectral do método Prony pode ser obtida pelo processamento da densidade

espectral de energia (ESD - “Energy Spectral Density”) do modelo exponencial determińıstico.

Gaspard Riche, Barão de Prony (Prony, 1795) foi levado a acreditar que certas leis gover-

navam a expansão de vários gases e que tais leis podiam ser representadas por somas de ex-

ponenciais amortecidas. Ele propôs um método de interpolação para alguns dos dados obtidos

em seus experimentos, ajustando-os a um modelo exponencial aplicado a alguns desses dados

medidos (igualmente espaçados); então, os pontos intermediários eram obtidos pela avaliação

do modelo exponencial. A versão moderna para os mı́nimos quadrados aplicados ao método de

modelagem exponencial evoluiu significativamente a partir do procedimento original de Prony.

O método apresentado por Prony ajustava, pura e simplesmente as exponenciais amortecidas

aos N pontos coletados de um sinal. A versão moderna do método de Prony generaliza o

ajuste para modelos de senóides amortecidas (de ordem p) aos N pontos coletados de um sinal,

fazendo uso da análise dos mı́nimos quadrados.

Existem três passos básicos para serem seguidos no método de Prony.

• No primeiro, os parâmetros lineares que ajustam os dados são estimados através da

solução de um sistema linear.

35
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• No segundo passo são calculadas as ráızes de um polinômio cujos parâmetros são obtidos

pela solução do sistema linear do passo anterior. As ráızes obtidas fornecem a estimação

das freqüências e dos fatores de amortecimento de cada termo exponencial do modelo de

base da técnica de Prony.

• O terceiro passo envolve a solução de um segundo sistema linear que leva a determinação

(ou estimação) das amplitudes das senóides (originadas das exponenciais complexas) e de

suas respectivas fases iniciais.

A relação entre a predição linear e os parâmetros auto regressivos leva-nos a interpretar o

primeiro e o segundo passo como a determinação dos pólos de um processo AR.

5.2 Resumo

Considerando uma seqüência de N amostras de números complexos x[1], ..., x[N] o método de

Prony irá estimar x̂[n] através de um modelo exponencial complexo com p-termos. Assim,

x̂[n] =

p∑

k=1

Ak exp[(αk + j2πfk)(n− 1)T + jψk], (5.1)

em que 1 ≤ n ≤ N, onde T é o intervalo de amostragem, Ak é a amplitude da exponencial

complexa, αk é o fator de amortecimento, fk é a freqüência da senóide, e ψk é a fase inicial da

senóide. Os parâmetros são completamente arbitrários. No caso de amostra de dados reais, a

exponencial complexa ocorre em pares complexos conjugados de igual amplitude. Isso reduz a

tal representação a

x̂[n] =

p/2∑

k=1

2Ak exp[αk(n− 1)T ] cos[2πfk(n− 1)T + ψk], (5.2)

Se o número de exponenciais complexas p é par, então existirão p/2 cossenóides amortecidas.

Se p é impar, então existirão (p−1)/2 cossenóides amortecidas somadas a uma única exponencial

amortecida.

A Figura 5.1 apresenta a seqüência dos passos para estimação da amplitude, fator de

amortecimento, freqüência e fase inicial utilizando-se o método de Prony. As sáıdas da sub-

rotina PRONY (apresentada no Apêndice B.1) são dois vetores contendo os parâmetros asso-

ciados às p exponenciais complexas, estimados conforme as Seções 5.4 e 5.5. Esses parâmetros

servem como dados de entrada para sub-rotina EXPARAMS (apresentada no Apêndice B.2)

que calcula os quatro parâmetros reais: amplitude, fase, fator de amortecimento e freqüência.
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Figura 5.1: Fluxograma da aplicação do modelo de estimação exponencial (Método de Prony)
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Figura 5.2: Exemplo de estimativa espectral por Prony

A Figura 5.2 descreve o resultado de uma estimativa espectral pelo método de Prony,

baseada em uma amostragem de um processo através de 9770 amostras. Nesse exemplo utilizou-

se para modelagem o método de Prony de décima sexta ordem. O método de Prony produz

linhas no espectro (raias), porque pressupõe um modelo senoidal para o processo. Esse resul-

tado é muito satisfatório quando se deseja a estimação de eventos determińısticos mas é inexato

na estimação ou representação de processos com rúıdo colorido.

5.3 Estimação Interativa - Parâmetros das Exponenciais

O valor estimado das variáveis de um processo estocástico, usando-se um modelo exponencial

complexo com p-termos da equação (5.1) é representado por
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x̂[n] =

p∑

k=1

hkz
n−1
k , (5.3)

onde hk e zk são constantes complexas definidas como

hk = Ak exp(jψk), (5.4)

e

zk = exp[(αk + j2πfk)T ]. (5.5)

Note que hk é uma amplitude complexa, sendo independente do tempo, e zk é a exponencial

complexa, dependente do tempo. Idealmente, na identificação do melhor modelo, procura-se

minimizar o erro quadrático ρ, interativamente, sobre todas as N amostras do sinal. O erro

quadrático ρ é dado por

ρ =
N∑

n=1

|ε(n)|2, (5.6)

onde,

ε[n] = x[n]− x̂[n], (5.7)

ou ainda, substituindo-se (5.3) em (5.7), pode-se escrever

ε[n] = x[n]−
p∑

k=1

hk.z
n−1
k , (5.8)

onde ε[n] é o erro de aproximação da predição exponencial. Portanto, a minimização do erro

quadrático ρ, dado por (5.6), dar-se-a com respeito aos parâmetros hk, zk e ao número de

exponenciais p. Isso torna-se um problema dif́ıcil pois é não linear, até mesmo para p con-

hecido. Essa dificuldade pode ser demonstrada através de um caso simplificado de estimação

exponencial, como veremos a seguir.

Consideremos o modelo exponencial amortecido e simplificado representado por

x̂[n] = A exp(a[n− 1]T ) (5.9)

Para este modelo, a expressão do erro de aproximação da predição exponencial pode ser

escrita substituindo-se (5.9) em (5.7). Assim,
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ε[n] = x[n]− A exp(a[n− 1]T ). (5.10)

Considerando-se o erro de aproximação da predição exponencial, dado em (5.10), e o erro

quadrático ρ, dado por (5.6), o erro quadrático mı́nimo desse modelo é obtido igualando-se a

zero a derivada de (5.6) em relação a A e α. Assim,

∂ρ

∂A
= c1 − c2A = 0,

∂ρ

∂α
= c3 − c4A = 0, (5.11)

onde

c1 =
N∑

n=1

x[n] exp(α[n− 1]T ),

c2 =
N∑

n=1

exp(2α[n− 1]T ), (5.12)

c1 =
N∑

n=1

(n− 1)x[n] exp(α[n− 1]T ),

c1 =
N∑

n=1

(n− 1)x[n] exp(2α[n− 1]T ).

Por simplificação, é assumido que x[n], A e α são reais. Da primeira equação em (5.11)

obtém-se A = c1/c2; substituindo-se esse resultado na segunda equação em (5.11) chega-se a

c2c3 − c1c4 = 0 (5.13)

A equação (5.13) é uma relação não linear em termos das somas envolvendo exp(2α[n−1]T ),

com sua solução em α.

Algoŕıtimos interativos, como o procedimento do mı́nimo gradiente foram desenvolvidos para

minimizar a equação (5.13), interativamente, com respeito a todos os parâmetros exponenciais

(McDonough, 1963; McDonough & Huggins, 1968; Evans & Fischl, 1973). Esses algoŕıtimos

têm um alto custo computacional, requerendo a inversão de grandes matrizes formadas por

um grande número de amostras. O algoŕıtimo de mı́nimo gradiente, aplicado a um sistema

de equações, pode não convergir para um mı́nimo global. Essas dificuldades computacionais

conduziram ao desenvolvimento de um método alternativo para minimização de ρ conhecido

como Método dos Mı́nimos Quadrados Aplicado a Prony (Seção 5.5) que utiliza a solução de
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um sistema de equações lineares. O Método dos Mı́nimos Quadrados Aplicado a Prony embute

os aspectos não lineares do modelo exponencial em uma fatoração polinomial, para a qual estão

dispońıveis algoŕıtimos com menor custo computacional.

5.4 Conceitos Básicos do Método de Prony

Se usarmos um número suficientes de amostras como parâmetros para um modelo exponencial,

um modelo exponencial exato pode ser ajustado a essas amostras. Considere um modelo p −
exponencial como a função descrita por

x[n] =

p∑

k=1

hkz
n−1
k . (5.14)

Note que x[n] é usado no lugar de x̂[n], isso porque são necessárias precisamente 2p amostras

x[1], ..., x[2p] para ajuste a um modelo exponencial exato, determinado pelos 2p parâmetros

complexos h1, ..., hp, z1, ..., zp.

As p equações descritas por (5.14), para 1 ≤ n ≤ p, são expressas na forma vetorial por




z0
1 z0

2 · · · z0
p

z1
1 z1

2 · · · z1
p

...
...

. . .
...

zp−1
1 zp−1

2 · · · zp−1
p







h1

h2

...

hp




=




x[1]

x[2]
...

x[p]




. (5.15)

A matriz com os elementos z indexados no tempo (5.15) tem a estrutura de Vandermonde1.

Se encontrado um método para determinação dos elementos z, então (5.15) caracteriza um sis-

tema linear que tem como solução o vetor de amplitudes complexas [h1, ..., hp]
T . A contribuição

de Prony foi a descoberta de tal método.

A chave para se chegar a este método é reconhecer que os termos gerados em (5.14) são

as soluções de algumas equações lineares de diferenças. Para encontrarmos tais equações de

diferenças, primeiro define-se um polinômio ϑ(z) cujas as ráızes são os parâmetros z1, ..., zp ,

ϑ(z) =

p∏

k=1

(z − zk). (5.16)

Se o produtório em (5.16) for expandido, então o polinômio pode ser reescrito como

1A matriz de Vandermonde V é uma matriz de dimensão m x n cujos elementos são expressos em termos de

potências dos n parâmetros x1, ..., xn com a seguinte lei de formação: v[i, j] = xi−1
j para 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m



Caṕıtulo 5. Método de Prony 41

ϑ(z) =

p∑
m=0

a[m]zp−m, (5.17)

onde a[m] são parâmetros complexos com a[0] = 1.

Modificando-se os ı́ndices de (5.14) de n para n−m e multiplicando-se pelo parâmetro a[m],

obtém-se:

a[m]x[n−m] = a[m]

p∑

k=1

hkz
n−m−1
k . (5.18)

Considerando-se o somatório de 0 a p nos dois lados de (5.18) e fazendo-se k = i, temos

p∑
m=0

a[m]x[n−m] =

p∑
i=1

hi

p∑
m=0

a[m]zn−m−1
i , (5.19)

que é valido para p + 1 ≤ n ≤ 2p. Fazendo-se a substituição zn−m−1
i = zn−p−1

i zp−m
i , então

obtém-se

p∑
m=0

a[m]x[n−m] =

p∑
i=1

hiz
n−p−1
i

p∑
m=0

a[m]zp−m
i . (5.20)

O somatório mais a direita de (5.20) pode ser identificado com a equação polinomial (5.17),

onde zi são as ráızes. Desse modo, obtém-se

p∑
m=0

a[m]x[n−m] = 0. (5.21)

Deve-se observar que (5.21) é válida para p + 1 ≤ n ≤ 2p, pois o argumento de x varia de 1

a 2p (devem existir exatamente 2p amostras dispońıveis do sinal para que o sistema linear dado

por 5.21 seja determinado). Reescrevendo (5.21) para os valores válidos de n e observando que

a[0] = 1, chega-se a seguinte seguinte equação vetorial:




x[p] x[p− 1] · · · x[1]

x[p + 1] x[p] · · · x[2]
...

...
. . .

...

x[2p− 1] x[2p− 2] · · · x[p]







a[1]

a[2]
...

a[p]




= −




x[p + 1]

x[p + 2]
...

x[2p]




. (5.22)

Como o sistema linear (5.22) possui p linhas e p variáveis a[1], a[2], ..., a[p], a solução

é “exata”. O termo exato é aqui usado para exprimir o fato de que se o sinal é reconstrúıdo
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exatamente com os parâmetros a partir da solução desse sistema. A solução do sistema (5.22) em

a[m] permite que se construa o polinômio descrito em (5.17). Determinando-se as ráızes zk desse

polinômio, os parâmetros de amortecimento αk e as freqüências fk do sinal são determinadas

pelas seguintes equações:

αk =
ln |zk|

T
, (5.23)

fk =
tan−1

[
Im(zk)
Re(zk)

]

2πT
. (5.24)

Com os valores das ráızes zk, pode-se resolver o sistema da equação (5.15) e determinar os

valores de hk. Finalmente, a partir dos valores de hk, os valores das amplitudes Ak e das fases

iniciais ψk são determinadas. Assim,

Ak = |hk| , (5.25)

ψk = tan−1

[
Im(hk)

Re(hk)

]
. (5.26)

5.5 Método dos Mı́nimos Quadrados Aplicado a Prony

Em situações reais, o número de amostras discretas N de um processo estocástico usualmente

excede o número mı́nimo necessário para ajuste do modelo p-exponencial. Sendo assim N > 2p.

Nesse caso, há uma sobredeterminação no sistema linear proposto em 5.22. Aqui também, a

seqüência de dados é aproximada por uma seqüência exponencial dada por (5.3), reescrita como

x̂[n] =

p∑

k=1

hkz
n−1
k , (5.27)

onde 1 ≤ n ≤ N. O erro de predição do modelo exponencial é dado por ε[n] = x[n] − x̂[n].

Interativamente, deve ser encontrado, para uma ordem p dada, os parâmetros {hk, zk} para

k = 1, ..., p que minimizem o erro quadrático total

ρ =
N∑

n=1

|ε[n]|2. (5.28)
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Foi mostrado na Seção 5.3 que este é um dif́ıcil problema não linear, até mesmo para p

conhecido. Uma solução (otimizada) pode ser obtida com uma variação do método de Prony

apresentado na Seção 5.4. A substituição apropriada do primeiro e segundo passo do método

de Prony (Seção 5.1) por um procedimento de mı́nimos quadrados linear resultará em um

procedimento de modelagem exponencial que muitas vezes tem sido chamado Método de

Prony Extendido (Householder, 1950; McDonough, 1963). Essa solução aproxima a não

linearidade do ajuste exponencial a uma fatoração polinomial.

O método de Prony extendido considera apenas as amostras p + 1 até N do sinal analisado.

De (5.21), pode-se deduzir

x̂[n] = −a[1]x[n− 1]− ...− a[p]x[n− p]. (5.29)

Nota-se que agora existe um circunflexo em x̂[n] indicando que estamos realizando uma

estimativa da amostra x[n] do sinal em função dos valores de x[n−1], ... , x[n−p], considerando

que a[0] = 1.

De maneira similar a (5.7) pode-se escrever

e[n] = x[n]− x̂[n]. (5.30)

Considerando (5.29) e (5.30), obtém-se

p∑
m=0

a[m]x[n−m] = e[n] , p + 1 ≤ n ≤ N, a[0] = 1. (5.31)

Portanto, em um sistema linear sobredeterminado, (5.21) pode ser reescrita como

p∑
m=0

a[m]x[n−m] = e[n], (5.32)

para p + 1 ≤ n ≤ N. O termo e[n] em (5.32) representa o erro da predição linear, em contraste

com ε[n] em (5.28) que representa o erro da aproximação exponencial. Quando se faz cada

termo a[m] como parâmetros de predição linear, (5.32) torna-se similar a equação do erro de

predição linear “a priori” descrita na Seção 4.4. Em vez de solucionar o sistema linear exato

descrito por (5.21), os parâmetros a[m] são selecionados de maneira que esses minimizem o erro

absoluto quadrático de predição linear
∑N

n=p+1 |e(n)|2, que é uma razoável aproximação do erro

quadrático exponencial ρ dado por (5.28). Esse é o método da covariância para predição.

Como mencionado anteriormente, o que se procura é minimizar o erro absoluto quadrático

descrito por
∑N

n=p+1 |e(n)|2, que contempla todas as amostras do sinal analisado.
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A equação (5.32) pode ser extendida como




x[p + 1] x[p] · · · x[1]

x[p + 2] x[p + 1] · · · x[2]
...

...
. . .

...

x[N] x[N− 1] · · · x[N− p]







1

a[1]
...

a[p]




=




e[p + 1]

e[p + 2]
...

e[N]




, (5.33)

onde os parâmetros a[1], a[2], ..., a[p] podem ser estimados por um algoritmo de mı́nimos

quadrados (Seção 4.4) aplicado a (5.33), solucionando-se

Tp
HTp

[
1

θ̂

]
=

[
Emin

0

]
, (5.34)

onde a matriz Tp de dimensão (N − p) × (p + 1) é uma matriz tipo Toeplitz formada por

[x − φ]; o vetor x de dimensão (N − p) × 1 é o vetor do sinal amostrado; φ de dimensão

(N − p) × p é a matrix de regressores (seção 4.2) e o vetor θ̂ de dimensão p × 1 é o vetor de

parâmetros. Eles são dados por

Tp = [ x −φ ],

x =




x[p + 1]

x[p + 2]
...

x[N]




, φ =




−x[p] −x[p− 1] · · · −x[1]

−x[p + 1] −x[p] · · · −x[2]
...

...
. . .

...

−x[N− 1] −x[N− 2] · · · −x[N− p]




, θ̂ =




a[1]

a[2]
...

a[p]




. (5.35)

Deste ponto em diante o Método de Prony Extendido possui uma estrutura semelhante

ao Método de Prony. Dado que se possui o vetor com os parâmetros a[m], que minimizam

o erro quadrático de predição
∑N

n=p+1 |e(n)|2, podemos construir o polinômio descrito em

(5.17). Determinando-se as ráızes zk desse polinômio, os parâmetros de amortecimento αk

e as freqüências fk do sinal são determinadas por (5.23) e (5.24), respectivamente.

Aplicando-se (5.27) em (5.7), pode-se escrever




x[1]

x[2]
...

x[N]

z0
1 z0

2 · · · z0
p

z1
1 z1

2 · · · z1
p

...
...

. . .
...

zN−1
1 zN−1

2 · · · zN−1
p







1

h1

...

hp




=




ε[1]

ε[2]
...

ε[N]




. (5.36)
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Os parâmetros hk são determinados aplicando-se mı́nimos quadrados (Seção 4.4) a (5.36),

solucionando-se

Zp
HZp

[
1

h

]
=

[
Emin

0

]
, (5.37)

onde a matriz Zp de dimensão N× (p+1) é a matriz formada por [x Z]; o vetor x de dimensão

N × 1 é o vetor do sinal amostrado; Z de dimensão N × p é a matrix de ráızes e o vetor h de

dimensão p× 1 é o vetor de parâmetros. Eles são dados por

Zp = [ x Z ],

x =




x[1]

x[2]
...

x[N]




, Z =




z0
1 z0

2 · · · z0
p

z1
1 z1

2 · · · z1
p

...
...

. . .
...

zN−1
1 zN−1

2 · · · zN−1
p




, h =




h1

h2

...

hp




. (5.38)

Finalmente, a partir dos valores de hk, as amplitudes Ak e as fases iniciais ψk são determi-

nadas por (5.25) e (5.26), respectivamente.

5.6 Implementação do Algoritmo de Prony

A implementação do algoritmo se inicia com a montagem da matriz de regressores φ. Em

seguida, através de uma rotina de mı́nimos quadrados, soluciona-se um sistema para deter-

minação dos parâmetros a[m] da equação de diferenças do Método de Prony.

Extraindo-se as ráızes zk do polinômio caracteŕıstico do sistema, equacionado pelos parâ-

metros a[m] extráıdos anteriormente, calcula-se as freqüências fk das senóides amortecidas que

compõem o sinal como também seus fatores de amortecimento αk.

Ainda com as ráızes zk, determina-se através do método dos mı́nimos quadrados os parâmetros

hk que serão utilizados para o cálculo das amplitudes Ak e fases ψk iniciais das senóides amorte-

cidas que compõem o sinal.

1◦ passo:

• Definir a ordem do modelo p.

• Montagem da matriz Tp de dimensão (N − p) × (p + 1) que é a matriz tipo Toeplitz

formada por [x − φ], conforme (5.35). Assim,
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Tp =




x[p + 1] x[p] · · · x[1]

x[p + 2] x[p + 1] · · · x[2]
...

...
. . .

...

x[N] x[N− 1] · · · x[N− p]




.

2◦ passo:

• Estimar os parâmetros a[m] que minimizam o erro descrito por (5.31), aplicando-se o

método dos mı́nimos quadrados dado por (5.34). Portanto,

Tp
HTp

[
1

θ̂

]
=

[
Emin

0

]
.

3◦ passo:

• Cálculo das ráızes zk do polinômio caracteŕıstico do sistema, equação (5.17),

ϑ(z) =

p∑
m=0

a[m].zp−m.

4◦ passo:

• Determinação dos parâmetros de amortecimento αk e das freqüências fk dos componentes

do sinal, conforme (5.23) e (5.24). Assim,

αk = ln |zk| /T,

fk =
tan−1

[
Im(zk)
Re(zk)

]

2.π.T
.

5◦ passo:

• Montagem da matriz das ráızes Z, conforme (5.38),

Z =




z0
1 z0

2 · · · z0
p

z1
1 z1

2 · · · z1
p

...
...

. . .
...

zN−1
1 zN−1

2 · · · zN−1
p




.
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• Montagem da matriz Zp de dimensão N × (p + 1) que é a matriz formada por [x Z],

conforme (5.38).

• Determinação dos parâmetros hk aplicando-se o método dos mı́nimos quadrados, conforme

(5.37),

Zp
HZp

[
1

h

]
=

[
Emin

0

]
.

6◦ passo:

• Determinação das amplitudes αk e das fases ψk dos componentes do sinal, conforme (5.25)

e (5.26). Assim,

Ak = |hk| ,

ψk = tan−1

[
Im(hk)

Re(hk)

]
.
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Plataforma Experimental

6.1 Introdução

Em função do alcance dos resultados pretendidos nesta pesquisa, a escolha da plataforma

experimental assumiu grande importância em vista de todas as atividades desse trabalho em

questão. Tornou-se fundamental que os ensaios evidenciassem a realidade da dinâmica da

mudança de contatos durante o processo de comutação. Também foi necessário que a plataforma

possibilitasse ensaios com os contatos em diversos ńıveis de desgaste. Para atendermos tais

requisitos, escolhemos como plataforma experimental um sistema de coleta de sinal aplicado a

um regulador de tensão McGraw − Edisonr V R − 32 de uso sistêmico montado em oficina

(Figura 6.1).

6.2 O Regulador de Tensão (OLTC )-Equipamento Pi-

loto

O regulador de tensão sob carga McGraw − Edisonr V R − 32, daqui em diante denominado

OLTC (On-Load Tap Changer), é responsável por manter constante a tensão fornecida por

subestações de energia elétrica. O OLTC muda as derivações de seu transformador de potência

através de um controlador, para manter a tensão de sáıda em um ńıvel pré-definido, mesmo

com mudança de carga e de tensão de entrada da subestação. Essa constância do sinal de sáıda

deve-se à mudança controlada da relação de enrolamento para uma dada carga, sem interrupção

do fornecimento da corrente elétrica. O número elevado de chaveamentos causa a deterioração

ou desgaste dos mecanismos ou contatos, o que pode resultar em falhas no OLTC (Kang &

Birtwhistle, 2001), (Kang & Birtwhistle, 2003) e (Wang et al., 2000b). O bom funcionamento

dos reguladores de tensão é muito importante para a confiabilidade do sistema de distribuição

de energia elétrica.

48
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Figura 6.1: Plataforma Experimental.

Portanto, os OLTCs são autotransformadores reguladores. O modelo utilizado neste tra-

balho é apresentado nas Figuras 6.2 e 6.3. Eles regulam a tensão de linha em ±10 % através

de 32 passos; com passos de aproximadamente 5/8 %.

Reguladores McGraw-Edison são fornecidos com as seguintes especificações de fábrica:

X Dupla elevação 55/65 oC.

X Capacidade ADD - AMP TM.

X Construção unitária.

X Tanque selado.

X Dispositivo de aĺıvio de pressão.

X Buchas HIGH-CREEP com terminais tipo presilha.

X Pára-raio série externo tipo MOV.

X Provisão para montagem de pára-raio SHUNT.

X Duas placas de identificação gravados a laser.

X Indicador visual de ńıvel de óleo.

X Conexão superior para filtro prensa.

X Válvula de dreno e dispositivo para coleta de amostra de óleo.

X Atende aos requisitos da Year 2000.
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Figura 6.2: Regulador de tensão - Equipamento Piloto.

Todos os OLTCs McGraw-Edison são fabricados e testados segundo a norma ANSI C57.15.

Seus principais componentes externos podem ser visualizados na Figura 6.3. A construção so-

bre uma única estrutura , sustentada sobre o conjunto interno da tampa, facilita a inspeção e

manutenção. Há três tipos de reguladores de tensão por passos: enrolamento série do lado da

fonte (TIPO B), enrolamento série do lado da carga (TIPO A) e transformador série. Regu-

ladores McGraw-Edison são usualmente equipados com um enrolamento equalizador. As placas

de identificação localizados no tanque e na caixa de controle definem o circuito de potência en-

volvido.

Um OLTC é composto basicamente de: comutador de tap, transformador, óleo isolante,

módulo de controle, carcaça e ferragens de sustentação. Na Figura 6.4 tem-se um OLTC

em processo de manutenção, no qual pode-se identificar o comutador e o transformador. As

falhas mais relevantes em OLTCs acontecem por baixa isolação e por defeitos no sistema de

posicionamento do comutador.

Por ser um dispositivo de comutação eletro-mecânico, o comutador é a parte mais vulnerável

à falhas. Portanto, as causas mais freqüentes de falhas em um OLTC são defeitos nos contatos

ou no mecanismo de posicionamento (Pengju Kang & McCulloch, 2000b). No chaveamento de

um novo contato (tap) ocorre o surgimento de arco elétrico, essa descarga provoca a queima

do óleo e com isso a formação de carbono. As descargas provocam também o desgaste f́ısico
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Figura 6.3: Componentes externos do OLTC.
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Figura 6.4: OLTC aberto para manutenção.

Figura 6.5: Comparação entre um contato usado e desgastado (esquerda) e um contato bom e não

desgastado(direita).

dos contatos e conseqüentemente a liberação de part́ıculas de material condutor no óleo. Com

o aumento da concentração de carbono e o acúmulo de part́ıculas condutoras, o óleo perde sua

capacidade isolante, permitindo assim a formação de arcos mais intensos e de maior duração

e, em casos extremos, um curto circuito. Dessa forma, verifica-se que o desgaste dos contatos

contribui para a degradação das caracteŕısticas isolantes do óleo. Um problema no mecanismo

de posicionamento pode deixar os contatos fora de posição, isto é, não acoplados corretamente,

gerando descargas parciais entre os contatos. A perda de sincronismo entre o motor e o sistema

de disparo pode ocasionar o aumento no tempo de duração dos arcos. A Figura 6.5 ilustra a

diferença entre um contato usado (desgastado) e um contato bom (não desgastado).

Atualmente, a manutenção dos equipamentos é feita através de inspeções regulares ou na
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ocorrência de falhas. Esse procedimento de reparo é demorado, deixando o OLTC fora de

operação por muito tempo.

6.2.1 Montagem

O OLTC pode ser montado em poste, em plataforma tipo cruzeta ou estrutura elevada. Re-

guladores são normalmente providos de suporte para montagem em poste ou em plataforma

de acordo com sua potência. Uma estrutura de elevação, fabricada pela McGraw-Edison, pode

ser utilizada para simplificar a instalação de reguladores que requeiram um distanciamento

espećıfico das partes energizadas para o terra. O controle do OLTC pode ser montado no

seu tanque ou em um ponto remoto da unidade, nesse caso, é usado um cabo encapado para

interconexão do controle com o regulador.

6.2.2 Manutenção

O seguinte programa de manutenção é recomendado para um OLTC que tenha sido desmontado:

1. Verificar todos os apertos das conexões.

2. Verificar o desgaste de todos os contatos.

3. Evitar remover do óleo a montagem principal do núcleo e bobina, exceto na ocorrência

de uma falha no enrolamento. Uma trava entre a tampa e a borda do tanque deverá ser

usada para apoiar o conjunto do núcleo e bobinas, mantendo-os imersos no óleo, até que

a inspeção do comutador ou outra manutenção esteja completa. Se for necessário remover

o núcleo e as bobinas do óleo, os seguinte passos devem ser seguidos:

a) O comutador não deve ser submetido a temperaturas acima de 66◦C (150◦F). Ele

deve ser removido se a unidade for submetido a altas temperaturas.

b) Se a unidade ficar fora do óleo por mais do que 4 horas, recomenda-se colocar em

estufa por no mı́nimo 24 horas a 100◦C (212◦F). Recomenda-se um máximo de duas

vezes o número de vezes em que a unidade pode ser colocada na estufa.

c) Após retirada da estufa, a unidade deve ser montada no máximo em 04 horas,

completando-se o ńıvel de óleo.

d) Após completar-se o ńıvel de óleo, recomenda-se submeter a unidade ao vácuo (um

mı́nimo de 2 mm Hg de vácuo) por pelo menos 1 hora. Se o processamento a vácuo

não for posśıvel, deixe a montagem interna mergulhada no óleo por pelo menos 5

dias antes de energizar.
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Contatos

Fixos


Contatos

Móveis


Sistema de

Posicionamento


Figura 6.6: Módulo Comutador.

e) Não teste a unidade se não for processado o vácuo ou o peŕıodo mergulhado não for

cumprido.

4. Considere atualização dos controles para o último projeto.

6.2.3 Comutador (Tap Changer)

Os OLTCs são do tipo autotransformadores com várias entradas, permitindo ajustar o número

de espiras e, conseqüentemente, a relação de transformação de acordo com a variação da tensão

de entrada. O ajuste do número de espiras é feita pelo comutador por meio da chave rotativa do

sistema de posicionamento. O comutador permite que o OLTC regule suavemente, em degraus

precisos com velocidade controlada, o que minimiza arcos e prolonga a vida dos contatos. Se o

cursor (contatos móveis) da chave rotativa estiver na posição 0 (contato neutro ou neutral) o

regulador está desligado (Martignoni, 1967). Na Figura 6.6, observamos a foto de um módulo

comutador de um OLTC, mostrando os contatos fixos, os contatos móveis e o sistema de

posicionamento.

Quando a tensão de entrada é diferente da tensão de referência, os contatos móveis são

deslocados na tentativa de manter a tensão de sáıda no ńıvel pré-estabelecido. O OLTC pode

atuar como um elevador ou redutor de tensão, dependendo da tensão de entrada. Como essa

operação é realizada sob carga, o processo de mudança de posição do cursor gera arcos elétricos.

Na tentativa de diminuir a intensidade desses arcos, usa-se geralmente um autotransformador
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Figura 6.7: Placa de contatos do módulo comutador.

preventivo ou reator, projetado para limitar a corrente circulante dentro de um valor de se-

gurança durante o intervalo de tempo em que se faz a transição entre os contatos adjacentes

(Christie, 1969). Essa montagem não é capaz de eliminar totalmente os arcos, mas reduz a

corrente minimizando a intensidade dos arcos elétricos.

Como já citado anteriormente, o comutador de derivação sob carga, modelo VR-32 com

controle CL-5C do fabricante McGraw-Edison regula a tensão de linha em ±10 % através de

32 passos; com passos de aproximadamente 5/8 % (McGraw-Edison, 1999). Esses reguladores

são monofásicos, de 13,8 kV. Seu módulo comutador possui oito contatos fixos, o contato da

posição neutra, um par de contatos móveis, uma chave reversora e o sistema de posicionamento

(Figuras 6.6, 6.7 e 6.12).

Conforme observamos na Figura 6.8, o contato móvel pode assumir duas posições distintas

para cada contato fixo. Em um ciclo completo, têm-se 16 ńıveis de tensão. Cada um deles pode

corresponder a um aumento ou redução da tensão de entrada, conforme a posição da chave

reversora contabilizando-se os 32 passos do regulador.
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Figura 6.8: Posição relativa contato móvel: a) sobre 1 contato fixo, b) sobre 2 contatos fixos.

6.3 Operação do Comutador

6.3.1 Comutadores de Mola e de Acionamento Direto

Reguladores para aplicação em baixa corrente utilizam comutadores acionados pela energia

armazenada em mola, sendo mais comuns para correntes inferiores a 219 A. O comutador

usado para uma potência espećıfica é indicado na placa do regulador. A Figura 6.9 ilustra

um t́ıpico mecanismo de acionamento por mola. Reguladores de tensão usados em aplicações

de média ou elevada corrente empregam comutadores acionados diretamente por motor. Eles

têm um motor e um conjunto de engrenagens movendo os contatos através de um pinhão.

Comutadores de acionamento direto são mais comuns em aplicações para correntes superiores

a 219 A. Nesse trabalho estudamos o desgaste em contatos nos reguladores para aplicação em

baixa corrente, que utilizam comutadores acionados pela energia armazenada em mola (Figura

6.9).

6.3.2 Motor

O motor para comutadores de acionamento por mola é um motor com reversão de engrenagens,

operado por capacitor adequado para uso em corrente alternada 120 V, monofásico a 50 ou

60 Hz. Um mecanismo de freio integral controla a inércia do motor. Todos os componentes

são compat́ıveis com o óleo do transformador e os enrolamentos são resfriados a óleo. O motor

pode permanecer com corrente de rotor bloqueado por 720 horas.

6.3.3 Chave de Reversão

A função da chave de reversão é mudar a polaridade do enrolamento com derivações. Quando

o comutador de acionamento por mola estiver na posição neutra a chave de reversão é aberta.
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Figura 6.9: Disposição das molas no comutador.

O movimento da chave reversora no comutador de acionamento por mola ocorre quando os

contatos móveis principais entram ou abandonam a posição neutra.

6.3.4 Mecanismo de Acionamento por Mola

Duas molas de tração são arranjadas em uma configuração triangular para dar ação de molas

a um movimento de deslocamento do eixo para mover os contatos da chave. O mecanismo é

ajustado para ação suave ao abrir ou fechar o contato (Figuras 6.9 e 6.10).

6.3.5 Contatos

Muitas conexões elétricas são realizadas por uma grande variedade de estruturas. Essas conexões

redundam em contatos elétricos. Em nosso estudo, esses contatos podem ser divididos em con-

tatos a arco e não arco.

Os contatos de não arco consistem em anéis deslizantes (frontal e traseiro) que servem como

ponto de conexão para o terminal oposto do enrolamento do reator e um terminal dos dois con-

tatos móveis principais. Todas as superf́ıcies de contato são de cobre ”Electrical Tough Pitch”e

todas as emendas são rebitadas, parafusadas ou soldados para manter a alta − condutividade

do caminho da corrente. O contato móvel principal é dividido para fazer contato com ambas
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Figura 6.10: Comutador acionado por molas.

as superf́ıcies do anel deslizante e resistir à separação no caso de curtos de altas correntes.

Há muitos tipos de contatos de arco em um comutador de OLTC. Eles podem ser classifi-

cados em duas categorias, estacionários e móveis.

1. Os contatos estacionários principais são conectados às derivações do enrolamento série. Os

contatos móveis principais ligam os anéis deslizantes aos contatos estacionários principais.

2. Os contatos estacionários de reversão são ligados aos terminais opostos do enrolamento

série. Os contatos móveis de reversão ligam os contatos estacionários de neutro e a bucha

de carga ao contato estacionário de reversão.

Todos os corpos dos contatos estacionários são feitos de cobre ETP (Electrical Tough Pitch).

As bordas dos contatos estacionários estão soldadas com elementos de liga de cobre-tungstênio

visto que esses contatos estão sujeitos a danos devido a impactos e efeitos de arco. Os contatos

móveis principais são constrúıdos de liga cobre-tungstênio, e são divididos para fazer a conexão

em ambos os lados dos contatos estacionários. Esta divisão resiste à separação no caso de

surtos de alta corrente. Espaçadores de tubo de cobre e parafusos de aço são empregados para

fixar todos os componentes e são um caminho de alta condutividade de corrente. Os contatos

móveis reverśıveis têm a mesma construção dos contatos móveis principais. A erosão do contato
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Figura 6.11: Sobressalentes comutador.

é função de muitas variáveis tais como parâmetros do sistema, tensão, corrente de carga, fator

de potência, projeto do reator e projeto do enrolamento principal. Contatos estacionários e

contatos móveis devem ser substitúıdos antes que o arco desgaste até o ponto no qual pode

haver queima do cobre, sendo assim, os contatos móveis devem ser substitúıdos quando sobrar

aproximadamente 1/8 de polegada de superf́ıcie lisa. A Figura (6.11) apresenta os principais

sobressalentes do comutador.

6.3.6 Operação

A Figura 6.12 (Simas Filho, 2004) ilustra o esquema de um regulador de tensão com 32 ńıveis. É

observado que o sistema possui oito contatos fixos, mais a posição neutra, e uma chave reversora.

Os contatos móveis podem se posicionar em apenas 1 contato fixo ou sobre 2 contatos fixos

adjacentes, conforme ilustrado na Figura (6.8). Então, cada contato fixo é responsável por

duas posições distintas do comutador. A cada posição do comutador estão associadas duas

relações de transformação, uma elevando e outra reduzindo, de acordo com a posição da chave

reversora. A chave reversora somente é acionada quando o regulador está na posição neutra. As

Tabelas 6.1 e 6.2 (Simas Filho, 2004) ilustram o ciclo completo de um regulador de 32 posições,

mostrando a correspondência entre a posição dos contatos e a relação de transformação. É

verificado que uma mesma posição pode corresponder a uma relação positiva e outra negativa;

por exemplo, a posição 2 corresponde às relações -14 e 4. A relação -16 será usada quando

a tensão de entrada estiver 10% acima da tensão padrão, já a relação 1 será usada quando a

tensão de entrada estiver entre 5/8% e 10/8% abaixo da tensão padrão.

Quando a chave reversora está na posição VR (raise - elevando) o OLTC está elevando a

tensão de entrada, já a posição VL(lower - reduzindo) é responsável pela diminuição da tensão

de entrada. Admitindo-se que para a chave na posição VR os passos assumam valores positivos
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Figura 6.12: Esquema do Módulo Comutador

Meio Ciclo Negativo do Regulador

Posição 1 1/2 2 2/3 3 3/4 4 4/5 5 5/6 6 6/7 7 7/8 8 8/N N

Relação -16 -15 -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Tabela 6.1: Ciclo negativo de um regulador de 32 posições

e para a posição VL valores negativos, um ciclo completo do comutador se dá quando o mesmo

sáı da posição +16 (máxima elevação de tensão), chega até a neutra (posição zero, onde não

há transformação de voltagem) e depois é reduzido até a posição -16 (máxima redução).

6.3.7 O Modulo Comutador e a Mudança de TAP

O módulo comutador de derivação (tap) é composto, conforme mostrado na Figura (6.6), de

um jogo de contatos fixos, dois contatos móveis, motor e mola de disparo, sendo que os dois

últimos são parte do sistema de posicionamento. É no módulo de controle que se verifica

Meio Ciclo Positivo do Regulador

Posição N N/1 1 1/2 2 2/3 3 3/4 4 4/5 5 5/6 6 6/7 7 7/8 8

Relação 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Tabela 6.2: Ciclo positivo de um regulador de 32 posições
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Figura 6.13: Estágios de uma Mudança de Tap.
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Figura 6.14: Intervalos de Tempo do Sinal.

as variações nas caracteŕısticas da rede elétrica e se determina para qual ńıvel o sistema de

posicionamento deve levar os contatos. O motor é então acionado e, através de um sistema de

correntes e engrenagens, leva a mola até a posição em que ocorre o disparo, ocorrendo mudança

de contato.

A mudança de tap pode ser dividida em quatro estágios, ver Figura 6.13 (Simas Filho, 2004).

No primeiro estágio ocorre o ińıcio da comutação. No segundo, os contatos móveis estão sendo

arrastados sobre os fixos. No terceiro, um dos contatos móveis se desprende do contato fixo,

nesta etapa ocorrem os arcos elétricos. No último estágio, os contatos móveis finalizam o

acoplamento. Dessa forma, pode-se associar a cada um desses estágios uma parte do sinal de

vibração adquirido.

A Figura (6.14) mostra, no domı́nio do tempo, dois sinais de vibração coletados na carcaça de

um OLTC. Um dos sinais representa a resposta dinâmica de um contato bom (não desgastados),

o outro, a resposta dinâmica de um contato usado (desgastado), ambos sinais coletados no
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momento de uma comutação. Nessa mesma figura, dividem-se esses sinais de vibração nos

intervalos a, b e c. Em a ocorrem os estágios 1 e 2 definidos na figura (6.13), em b, intervalo

de maior amplitude do sinal, ocorrem os estágios 3 e 4, e c é o tempo de resposta de todo o

sistema ao est́ımulo de vibração gerado pela troca de tap. As informações mais importantes do

sinal estão nos intervalos a e b. No intervalo a temos a ocorrência de eventos mecânicos como

disparo da mola e arraste dos contatos. Em b, temos eventos elétricos e mecânicos como arco

elétrico, acoplamento e arraste dos contatos.

A busca de informações e extração de parâmetros é feita baseada nas informações acima.

O sinal de vibração foi amostrado a uma freqüência de 44.100 Hz, cada amostra da dinâmica

da comutação dura entre 180 e 220 ms, o que corresponde a um sinal com 7900 a 9700 amostras.

O intervalo a dura aproximadamente 20 ms e b 80 ms, correspondendo a aproximadamente 880

e 3500 amostras, respectivamente. O restante do tempo corresponde ao intervalo c.

6.4 Módulo de Condicionamento de Dados

Para a aquisição do sinal de vibração foi aplicado o Módulo de Condicionamento de Sinais

(Figura 6.15). O módulo é composto por: sensor de vibração (Acelerômetro - Figura 6.16),

circuito de polarização do acelerômetro (Fonte ICPr - Figura 6.17), amplificador de ganho

ajustável e filtro analógico passa-baixas (Figura 6.18).

Como sensor de vibração foi utilizado um acelerômetro tipo 4395 Bruel Kjaer com ali-

mentação ICPr, sensibilidade de 1 mV/(m/s2), freqüência de ressonância de 37 kHz e resposta

linear até 18 kHz.

A fonte CC que alimenta os circuitos citados (Figura 6.19), pode ser ligada na rede elétrica

de 110 ou 220 volts. O módulo de condicionamento tem como entrada o sinal de vibração

medido pelo acelerômetro e sua sáıda é conectada a um computador notebook através da sua

placa de som. O sinal pode ser, então, amostrado com a freqüência desejada e salvodo em

formato de arquivo de som (.wav), para ser tratado e analisado posteriormente. Na Figura 6.15

pode-se ver o módulo de condicionamento de dados.
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Figura 6.15: Módulo de Condicionamento de Sinais.

Figura 6.16: Acelerômetro tipo 4395 Bruel Kjaer (Alimentação ICPr).

Figura 6.17: Circuito de polarização do sensor (Fonte ICPr).
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Figura 6.18: Circuito amplificador com filtro analógico.

Figura 6.19: Fonte CC.



Caṕıtulo 7

Coleta de Dados e Resultados

7.1 Introdução

A coleta dos dados foi feita de forma criteriosa, utilizando-se um ponto com a melhor condução

mecânica (rigidez) para captação do sinal de vibração. O sinal foi coletado com a freqüência

máxima dispońıvel no ADC (Analogic Digital Conversor) utilizado (placa de som com 44.100

Hz). O acelerômetro foi fixado ao corpo de Regulador de Tensão com uma base magnética

encapsulada (Figura 7.1).

A partir do sinal de vibração coletado, realizou-se o procedimento de estimativa espectral

utilizando o método de Prony (Seção 5.6). Na Seção (7.2), é apresentada a abordagem da

metodologia utilizada para a definição da ordem na representação do sinal pelo modelo aplicado.

Como veremos na Seção (7.3), a partir da estimação espectral de um sinal de vibração cole-

tado, a evidencia da existência de determinadas freqüências identificará a condição do contato.

A respeito da coleta de dados e dos resultados obtidos devemos considerar alguns fatos:

1. As medidas foram tomadas em um equipamentos piloto que estava em processo de

manutenção. Não há garantia que os contatos estivessem uniformemente usados (des-

gastados);

Figura 7.1: Fixação do sensor com base magnética.

65
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2. As diferentes posições dos contatos no comutador faz com que os sinais de vibração

adquiridos na carcaça do OLTC apresentem caracteŕısticas particulares devido aos múltiplos

caminhos de propagação através do óleo isolante, sofrendo reflexões e refrações nas estru-

turas internas do equipamento;

3. Buscamos a identificação de parâmetros, na estimativa espectral usada, que pudessem ser

considerados para o diagnóstico de todos os contatos, independente da posição;

4. Os sinais, antes de processados, têm a amplitude normalizada, considerando-se sempre o

valor máximo igual a 1.

7.2 Seleção da Ordem do Modelo

A ordem p do filtro que melhor representa um sistema através de um modelo AR não é conhecida

a priori. Usualmente postulam-se várias ordens para o modelo, testando-se, posteriormente, a

eficiência e eficácia de cada uma delas. O teste de eficácia e eficiência de determinada ordem

está baseado em alguns critérios relacionados ao erro de estimação. A aplicação desses critérios

permite a escolha da melhor ordem para o modelo na representação do sistema.

A suposição de um valor baixo para ordem p resultará em uma estimativa espectral com

baixa resolução e uma alta variância do erro de estimação. A suposição de um valor alto para

ordem p aumentará a resolução e reduzirá a variância do erro de estimação, mas aumentará

o custo computacional. Assim, para a estimação espectral, a seleção da melhor ordem na

representação de um sistema através de um modelo AR está fundamentada no compromisso a

ser encontrado entre o aumento da resolução, a redução da variância do erro de estimação e o

custo de processamento.

Uma aproximação intuitiva para a ordem ideal na representação de um sistema através

de um modelo AR pode ser alcançada incrementando-se a ordem, na construção desse mode-

lo, até que a variância do erro de estimação seja mı́nimizada. Porém, muitos procedimen-

tos de estimação, inclusive o apresentado neste trabalho, têm a variância do erro de es-

timação decaindo monotomicamente com o incremento da ordem p. Por exemplo, segundo

(S.Lawrence Marple, 1987), o método da covariância modificada de Burg e o método da auto

correlação de Yule-Walker (que tem o mesmo prinćıpio do método da covariância considerado

na Seção 5.5) envolvem uma relação da seguinte forma:

ρp = ρp−1(1− |ap[p]|2), (7.1)

para o mı́nimo erro quadrado ρp referente à estimação da resposta de um sistema dada por um

modelo AR de ordem p, onde 0 < |ap[p]|2 ≤ 1.
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Pela forma de (7.1), observamos que com o incremento da ordem p do modelo, também

haverá um incremento no valor da norma do vetor de parâmetros de predição linear (|ap[p]|2)
e, consequentemente, um cont́ınuo decréscimo da variância do erro de estimação ρp. Então,

somente a observação da variância do erro de estimação não é suficiente para indicar quando

finalizar a busca da melhor ordem, a menos que haja alguma ordem, depois da qual, a taxa de

redução da variância do erro de estimação repentinamente diminua.

Muitos critérios tem sido propostos para seleção da ordem de um modelo AR. Akaike

(Akaike, 1969) propôs dois critérios. O seu primeiro critério proposto é o FPE (Final Pre-

diction Error). Esse critério seleciona a ordem de um modelo AR de forma que a variância do

erro associada a um fator de ordem seja minimizada. O número FPE para um modelo AR é

definido por

FPE[p] = ρ̂p(
N + (p + 1)

N− (p + 1)
), (7.2)

onde N é o numero de amostras, ρ̂p é a estimativa da variância do erro de estimação (a variância

do erro da predição linear e[n] pode ser usada como estimativa desse valor).

Observe que, em (7.2), o termo entre parênteses é diretamente proporcional a ordem p,

refletindo o custo computacional do aumento da ordem, assim como o custo do aumento da

resolução com conseqüente redução da variância do erro de estimação.

A ordem p selecionada será aquela que minimiza o número FPE.

Akaike (Akaike, 1974) sugeriu o seu segundo critério usando conceitos de probabilidade.

Esse novo critério chamado AIC (Akaike Information Criterion) determina a ordem do modelo

assumindo que o processo modelado tem sua distribuição Gausiana. O número AIC tem a

seguinte forma:

AIC[p] = N ln(ρ̂p) + 2p. (7.3)

O termo 2p representa a penalidade pelo uso de coeficientes adicionais (aumento da ordem),

no modelo AR, que não resultem em uma substancial redução da variância do erro de estimação.

Novamente, a ordem p selecionada é aquela que minimiza o número AIC. Com N → ∞, o

número AIC e o número FPE são assintoticamente equivalentes.

Kashyap (Kashyap, 1980) encontrou uma inconsistência estat́ıstica no número AIC, pois a

probabilidade de erro (encontrada para determinada ordem) não tende a zero com N → ∞.

Com o aumento do numero de pontos de uma amostra de um processo, essa inconsistência

levaria a uma sobre-estimação da ordem. Em resposta a isso, Rissanen (Rissanen, 1983) propôs

o número MDL (Minimum Description Length), uma variação do número AIC obtido por
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MDL[p] = N ln(ρ̂p) + p ln(N), (7.4)

que é estatisticamente consistente, pois o incremento de p ln(N) é maior e mais rápido do

que o de p.

Um outro método (CAT - Criterion Autoregressive Transfer Function) foi proposto por

Parzen (Parzen, 1974), no qual a ordem p é definida pelo mı́nimo do número CAT que tem a

seguinte forma:

CAT[p] = (
1

N

p∑
j=1

ρ̄
−1

j )− ρ̄
−1

p , (7.5)

onde ρ̄j = [N/(N− j)]ρ̂j.

Os resultados obtidos na avaliação da ordem usando os números FPE, AIC, MDL e CAT

são convergentes quando aplicados em um modelo AR modelando um processo AR.

A seguir apresentaremos uma série de Figuras que mostram os resultados de avaliação da

ordem usando os números FPE, AIC, MDL e CAT aplicados a 20 sinais coletados em uma

montagem com contatos bons (não desgastados) e a 20 sinais coletados em uma montagem com

contatos usados (desgastados).

Visando determinar qual a melhor taxa de amostragem para coleta do sinal, aplicamos a

dizimação ao sinal coletado (44.100 Hz), o que equivale a uma reamostragem do sinal com uma

aplicação de um filtro passa-baixas. A dizimação foi aplicada na seguinte condição:

Dizimação n=2 Reamostragem digital do sinal com taxa de amostragem em 22.050 Hz com

filtro passa baixa (FIR - ordem 30) de 11.025 Hz.

Dizimação n=3 Reamostragem digital do sinal com taxa de amostragem em 14.700 Hz com

filtro passa baixa (FIR - ordem 30) de 7.350 Hz.

Após cada dizimação do sinal, novamente avaliamos a ordem usando os números FPE, AIC,

MDL e CAT.
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Figura 7.2: Definição da ordem pelo critério FPE para os sinais sem dizimação. a) Curvas

dos números FPE (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados). b)

Derivadas das curvas FPE para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas FPE

para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.3: Definição da ordem pelo critério AIC para os sinais sem dizimação: a) Curvas dos

números AIC (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados) ; b) Derivadas

das curvas AIC para contatos usados (desgastados); c) Derivadas das curvas AIC para contatos

bons (não desgastados).
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Figura 7.4: Definição da ordem pelo critério MDL para os sinais sem dizimação. a) Curvas

dos números MDL (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados). b)

Derivadas das curvas MDL para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas MDL

para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.5: Definição da ordem pelo critério CAT para os sinais sem dizimação. a) Curvas

dos números CAT (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados). b)

Derivadas das curvas CAT para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas CAT

para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.6: Definição da ordem pelo critério FPE para os sinais com dizimação (n=2). a)

Curvas dos números FPE (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas FPE para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

FPE para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.7: Definição da ordem pelo critério AIC para os sinais com dizimação (n=2). a)

Curvas dos números AIC (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas AIC para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas AIC

para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.8: Definição da ordem pelo critério MDL para os sinais com dizimação (n=2). a)

Curvas dos números MDL (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas MDL para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

MDL para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.9: Definição da ordem pelo critério CAT para os sinais com dizimação (n=2). a)

Curvas dos números CAT (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas CAT para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

CAT para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.10: Definição da ordem pelo critério FPE para os sinais com dizimação (n=3). a)

Curvas dos números FPE (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas FPE para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

FPE para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.11: Definição da ordem pelo critério AIC para os sinais com dizimação (n=3). a)

Curvas dos números AIC (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas AIC para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas AIC

para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.12: Definição da ordem pelo critério MDL para os sinais com dizimação (n=3). a)

Curvas dos números MDL (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas MDL para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

MDL para contatos bons (não desgastados).
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Figura 7.13: Definição da ordem pelo critério CAT para os sinais com dizimação (n=3). a)

Curvas dos números CAT (contatos bons - não desgastados e contatos usados - desgastados).

b) Derivadas das curvas CAT para contatos usados (desgastados). c) Derivadas das curvas

CAT para contatos bons (não desgastados).
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7.3 Análise dos Resultados.

Os cálculos dos números FPE, AIC, MDL e CAT foram efetuados com a ordem p variando de

1 a 50. Esse resultados foram registrados nas Figuras 7.2 a 7.13.

Tendo em vista a classificação dos sinais em contato usado (desgastado) e contato bom (não

desgastado), a simples observação desses resultados apresentados em gráficos evidência que:

No sinal sem dizimação Para todos os métodos utilizados na definição da ordem, conside-

rando-se a ordem p=2, mais de 90 % dos sinais coletados em uma montagem com contatos

usados (desgastado) tem um valor de erro de predição maior que dos sinais coletados em

uma montagem com contatos bons (não desgastados). Esse percentual decai para 75 %

para ordens superiores.

No sinal com dizimação n=2 Para todos os métodos utilizados na definição da ordem, para

toda faixa de ordens considerada (p=1 a p=50), mais de 95 % dos sinais coletados em uma

montagem com contatos usados (desgastados) tem um valor de erro de predição maior

que dos sinais coletados em uma montagem com contatos bons (não desgastados). Em

todos os métodos, a ordem que concentra pelo menos 80 % da queda dos números FPE,

AIC, MDL e CAT (ver gráficos das derivadas) é p=16 (em uma montagem com contatos

usados - desgastados) e p=17 (em uma montagem com contatos bons - não desgastados).

Portanto, pode-se considerar, para essa dizimação uma ordem ideal para o modelo AR,

p= 17.

No sinal com dizimação n=3 Para todos os métodos utilizados na definição da ordem, para

toda faixa de ordens considerada (p=1 a p=50), apenas 80 % dos sinais coletados em uma

montagem com contatos usados (desgastados) tem um valor de erro de predição maior

que dos sinais coletados em uma montagem com contatos bons (não desgastados). Em

todos os métodos, a ordem que concentra pelo menos 80 % da queda dos números FPE,

AIC, MDL e CAT (ver gráficos das derivadas) é p=11 (em uma montagem com contatos

usados - desgastados) e p=12 (em uma montagem com contatos bons - não desgastados).

Portanto, pode-se considerar, para essa dizimação uma ordem ideal para o modelo AR,

p= 12.

Analisando essas evidências podemos concluir que:

• A melhor forma de classificação, com 95 % de acerto, é o sinal original dizimado com

n=2. Portanto, o sinal poderia ser originalmente coletado a 22.050 Hz, sem prejuizo para

identificação. Esse sinal pode ser modelado com um modelo AR de ordem p=17.
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• A forma de classificação de menor custo computacional, com 90 % de acerto, é o sinal

original (coletado a 44.100 Hz) sem dizimação, aplicando a ele um modelo AR de ordem

p=2.

• A dizimação n=3 resulta em um erro de 20 % na classificação, não sendo recomendada

para identificação.
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Figura 7.14: Estimativa espectral pelo método de PRONY (ordem p=17) para sinais coletados

a 44.100 Hz e dizimado (n=2). a) Gráfico linear das raias espectrais. b) Gráfico logaritmo das

raias espectrais. c) ZOOM 6,5 a 9,5 kHz do gráfico logaritmo de raias espectrais. d) Pólos do

filtro modelado, ráızes do polinômio caracteŕıstico equação (5.17).

7.3.1 Prony Aplicado ao Sinal com Dizimação n=2 e ordem p=17

Como já evidenciado, a melhor forma de classificação, com 95 % de acerto, é a modelagem Prony

(com um modelo AR de ordem p=17) do sinal original, coletado a 44.100 Hz, dizimado com n=2.

Nessa modelagem foi posśıvel identificar um padrão expĺıcito da condição dos contatos, que é

ausência de raias entre 7, 5 kHz e 8, 5 kHz (Figura 7.14 (a) e (c)) para os sinais oriundos dos

contatos bons (não desgastados). Observamos essa mesma evidencia no gráfico polar (Figura

7.14 (d)) das ráızes do polinômio caracteŕıstico (5.17), nesse gráfico observamos a ausência

de pólos entre os ângulos 130 e 140 graus, para os sinais oriundos dos contatos bons (não

desgastados).
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Figura 7.15: Estimativa espectral pelo método de PRONY (ordem p=2) para sinais coletados

a 44.100 Hz sem dizimação: a) Gráfico linear das raias espectrais. b) Gráfico logaritmo das

raias espectrais. c) ZOOM 6,5 a 9,5 kHz do gráfico logaritmo de raias espectrais. d) Pólos do

filtro modelado, ráızes do polinômio caracteŕıstico equação (5.17).

7.3.2 Prony Aplicado ao Sinal sem Dizimação Ordem p=2

Vimos anteriormente, que a forma de classificação de menor custo computacional, com 90 % de

acerto, é a modelagem Prony (com um modelo AR de ordem p=2) do sinal original, coletado

a 44.100 Hz, sem dizimação. Nessa modelagem foi posśıvel identificar um padrão expĺıcito da

condição dos contatos, que é ausência de raias acima de 6, 5 kHz (Figura 7.15 (a) e (c)) para

os sinais oriundos dos contatos bons (não desgastados). Observamos essa mesma evidencia

no gráfico polar (Figura 7.15 (d)) das ráızes do polinômio caracteŕıstico (5.17), nesse gráfico

observamos a ausência de pólos nos ângulos entre 30 e 180 graus, para os sinais oriundos dos

contatos bons (não desgastados).
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Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi feita a descrição do funcionamento de um regulador de tensão e do processo

de mudança de contato do OLTC. Foi estudada a teoria clássica de processamento de sinais,

assim como, alguns métodos paramétricos de estimação espectral. Foram expostos, também,

os prinćıpios básicos do Método de Prony através do qual desenvolveu-se uma sistematização

para identificar e diagnosticar o estado dos contatos em um OLTC s.

A previsão do estado de funcionamento dos reguladores de tensão é muito importante para as

equipes de manutenção em concessionárias de energia elétrica. O OLTC é um dos responsáveis

pela regulação de tensão na rede de distribuição. Por ser dotado de um dispositivo de aciona-

mento mecânico de seus contatos, está mais sujeito a falhas e apresenta um elevado custo de

manutenção, quando comparado aos demais equipamentos desta rede. A condição de operação

dos OLTC s está diretamente relacionada ao ńıvel de desgaste dos contatos elétricos do módulo

comutador.

Um módulo de condicionamento de sinais foi aplicado para adquirir e caracterizar os sinais

de vibração emitidos quando acionada a mudança de contatos em um OLTC. O modelo de

Prony foi utilizado para analisar esses modos de vibração ocorridos durante a mudança de

contatos. Foi posśıvel identificar um padrão expĺıcitos utilizando o modelo de décima sétima

ordem que é ausência de raias entre 7, 5 kHz e 8, 5 kHz (Figura 7.14) para os sinais oriundos

dos contatos bons (não desgastados).

Este trabalho mostrou que é posśıvel utilizar o Método de Prony para diagnosticar o es-

tado de operação de um OLTC. Entretanto, o modelo desenvolvido reproduz apenas de forma

aproximada o estado real do OLTC. É posśıvel que algum modo de falha, sem ind́ıcios, não seja

identificado pelo método utilizado no sistema de diagnósticos e, portanto, ocorram falhas e/ou

problemas no equipamento. No entanto, os problemas relacionados aos desgastes dos contatos,

mudanças superf́ıcies dos contatos, folgas no posicionamento e outras caracteŕısticas que são

modificadas continuamente e relacionadas diretamente à condição dos contatos, tais situações

podem ser identificadas e diagnosticadas ao longo da vida útil do equipamento. Desse modo,
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os resultados obtidos neste trabalho, ainda que aproximados e preliminares, representam um

avanço na identificação e diagnósticos de OLTC s utilizando a abordagem de sinais de vibração.

O sistema de monitoramento proposto apresenta baixo custo, é de fácil implementação, não

exige grandes recursos computacionais e pode ser aplicado a outros modelos de reguladores.

Para isso é necessário repetir a análise inicial do sinal com a estimação dos parâmetros através

do Método de Prony. Os resultados experimentais obtidos são bastante animadores. Com-

parada com as principais pesquisas existentes nesta área (Foata et al., 2000),(Pengju Kang &

McCulloch, 2000b),(P.Kang & Birtwhistle, 2001a) e (Kang & Birtwhistle, 2001), a modelagem

utilizada visou uma redução do esforço computacional envolvido em tal tarefa.

Fazendo-se uso de um modelo de segunda ordem simplifica-se a análise e reduz-se o es-

forço computacional, encontrando-se uma freqüência dominante, que após verificada, permite

a determinação do estado de desgaste dos contatos.

É posśıvel automatizar o processo de identificação utilizando-se rede neurais como um sis-

tema classificador.

Estão sendo desenvolvidas, paralelamente a este trabalho, outras duas técnicas para o trata-

mento do sinal de vibração em OLTC s. Uma utilizando a transformada Wavelet (Mallat &

Hwang, 1992) e outra o método de Algoritmos Genético (Simas Filho, 2004). Fica a sugestão

para a elaboração de um estudo comparativo, mostrando as vantagens e desvantagens de cada

técnica, apontando para a mais adequada, ou até, verificando a posśıvel utilização conjunta de

tais métodos.



Apêndice A

Processos Estocásticos

A.1 Conceitos Importantes

Um processo estocástico discreto pode ser imaginado como uma coleção, ou conjunto, de seqüen-

cias de valores (números reais ou complexos) em função do tempo. Esse conjunto de seqüencias

pode ser denotado como x[n; i], sendo que i é a i-enesima seqüência e n sendo o indexador do

tempo. Para um dado i representando uma seqüência do conjunto observado, utilizaremos a

notação abreviada x[n].

Para um determinado valor fixo do indexador do tempo n, o valor do elemento observado

x[n; i] sobre todo conjunto de seqüencias (para todo i) será definido como variável aleatória.

A faixa de valores que pode ser representada em x[n] é, em geral, cont́ınua, contudo x[n; i] é

discreta em ambos n e i.

A probabilidade que x[n] assuma valores em determinada faixa α é dada pela função dis-

tribuição de probabilidade F (α; n) = Pr(x[n] ≤ α). A correspondente Função de Densidade

de Probabilidade (PDF - ”Probability Density Function”) é dada por p(α, n) = ∂F (α, n)/∂α.

A média ou valor esperado para um processo estocástico x[n] é definido como:

x̄[n] = ξ{x[n]} (A.1)

em que a letra ξ representa o operador estat́ıstico esperança.

A auto correlação de um processo estocástico para um par de instantes n1 e n2 é definida

como:

rxx [n1, n2] = ξ{x[n1]x
∗[n2]} (A.2)

A equação (A.2) é a definição para auto correlação, na engenharia, inicialmente sugerida por

Wiener. Estat́ısticos reservam o termo auto correlação para referenciar a grandeza normalizada
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(variando entre zero e um) que mede o quanto duas variáveis aleatórias, em um processo

estocástico, são estatisticamente idênticas.

A auto correlação de um processo estocástico x[n; i] com a média removida é a auto co-

variância, definida como:

cxx [n1, n2] = ξ{(x[n1]− x̄[n1])(x
∗[n2]− x̄∗[n2])} (A.3)

em que

cxx [n1, n2] = rxx [n1, n2]− x̄[n1]x̄
∗[n2] (A.4)

Se o processo estocástico tem média zero para todo n, então a auto correlação e auto

covariância são idênticas:

cxx [n1, n2] = rxx [n1, n2] (A.5)

Os termos “correlação” e “covariância” são freqüentemente usados como sinônimos na lit-

eratura, mas são formalmente idênticos somente para processos de média zero.

Quando dois diferentes processos estocásticos x[n] e y[n] são observados pode-se definir a

correlação cruzada como:

rxy [n1, n2] = ξ{x[n1]y
∗[n2]} (A.6)

e a covariância cruzada como:

cxy [n1, n2] = ξ{(x[n1]− x̄[n1])(y
∗[n2]− ȳ∗[n2])}

= rxy [n1, n2]− x̄[n1]ȳ
∗[n2]

(A.7)

Dois processos estocásticos são ditos incorrelatos se cxy [n1, n2] = 0 para todo n1 e n2.

Um processo estocástico é dito estacionário no sentido amplo (WSS : “Wide-Sense Statio-

nary”) se sua média não depende do tempo (ela é constante para todos os indexadores de tempo)

e sua auto correlação depende apenas do espaço de tempo entre as duas variáveis aleatórias

observadas (m = n2 − n1).

Dois processos estocásticos são conjuntamente estacionários no sentido amplo WSS se cada

um é WSS e sua correlação cruzada depende unicamente do espaço de tempo entre as duas

variáveis aleatórias consideradas. Note que para a definição do processo estocástico estacionário
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no sentido amplo WSS aplicamos apenas o primeiro e segundo momentos estat́ısticos, os demais

momentos não foram considerados. Em resumo, um processo estocástico discreto WSS x[n] é

estatisticamente caracterizado por uma média constante

x̄[n] = x̄, (A.8)

e uma função de auto correlação (ACF - “Auto Correlation Function”)

rxx [m] = ξ{x[n + m]x∗[n]} (A.9)

que é função do espaço de tempo m entre as duas variáveis aleatórias observadas, e uma função

de auto covariância

cxx [m] = ξ {(x[n + m]− x̄)(x∗[n]− x̄∗)} = rxx[m]− |x̄|2 . (A.10)

Os processos estocásticos discretos e conjuntamente estacionários no sentido amplo WSS

x[n] e y[n] são estatisticamente caracterizados pela função de correlação cruzada (CCF - “Cross

Correlation Function”)

rxy [m] = ξ{x[n + m]y∗[n]} (A.11)

que é função do espaço de tempo m entre as duas variáveis aleatórias observadas, e uma função

de covariância cruzada

cxy [m] = ξ {(x[n + m]− x̄)(y∗[n]− ȳ∗)} = rxy[m]− x̄ȳ2 (A.12)

Algumas propriedades usuais são:

rxx[0] ≥ |rxx[m]|
rxx[−m] = r∗xx[m]

rxx[0]ryy[0] ≥ |rxy[m]|2
rxy[−m] = r∗yx[m]

(A.13)

aplicadas para todo número inteiro m. É fácil ver, através dessas propriedades, que uma função
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de auto correlação ACF de um processo estocástico discreto e estacionário no sentido amplo

WSS terá o seu máximo na origem (m=0).

Se a matriz de auto correlação (“Hermitian Toepliz”):

RM =




rxx[0] rxx[−1] · · · rxx[−M ]

rxx[1] rxx[0] · · · rxx[−M + 1]
...

...
. . .

...

rxx[M ] rxx[M − 1] · · · rxx[0]




(A.14)

é formada por (M+1) componentes de uma função de auto correlação ACF, então a forma

quadrática:

aHRMa =
M∑

m=0

M∑
n=0

a[m]a∗[n]rxx[m− n] ≥ 0 (A.15)

será semi-definida positiva para qualquer vetor arbitrário a(Mx1), sendo rxx[m] uma função

de auto correlação valida. A função de auto correlação ACF é dita como tendo a propriedade

semi-definida positiva.

A função densidade espectral de potência PSD - “Power Spectral Density”é definida como

sendo a Transformada de Fourier no Tempo Discreto DTFT - “Discrete-Time Fourier Trans-

form”da função de auto correlação:

Pxx(f) = T

∞∑
m=−∞

rxx[m] exp(−j2πfmT ) (A.16)

A função densidade espectral de potência PSD é assumida para a faixa limitada em ±1/2T

Hz, e é periódica com freqüência 1/T Hz. A PSD descreve como a variância de um processo

estocástico esta distribúıda em freqüências. Para justificar seu nome, considere a inversa da

DTFT :

rxx[m] =

∫ 1/2T

−1/2T

Pxx(f) exp(j2πfmT ) df. (A.17)

que avaliada para m=0,

rxx[0] =

∫ 1/2T

−1/2T

Pxx(f)df. (A.18)
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A auto correlação, com atraso igual a zero (m=0 ), representa a potência média de um

processo estocástico. A área sob Pxx(f) é uma função densidade (potência por unidade de

freqüência) que representa a distribuição de potência por freqüências. O par de equações (A.16)

e (A.17) (transformada de Fourier e sua inversa) é freqüentemente citado como o teorema tempo

discreto Wiener-Khintchine. Devido a propriedade rxx[−m] = r∗xx[m], a PSD pode ser uma

função estritamente real positiva. Se a função de auto correlação ACF é formada por valores

estritamente reais, então rxx[−m] = rxx[m] e a PSD pode ser expressa como uma transformada

de cosseno:

Pxx(f) = T

∞∑
m=−∞

rxx[m]cos(2πfmT ) (A.19)

em que Pxx(f) é uma função simétrica, portanto Pxx(f) = Pxx(−f).
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A.2 Modelos Paramétricos de Processos Estocásticos

A densidade espectral de potência PSD já foi definida na seção A.1 como a transformada

de Fourier no tempo discreto da função de auto correlação ACF de um processo estocástico.

A relação de transformação entre PSD e ACF pode ser considerada como uma relação não

paramétrica, envolvendo o momento estat́ıstico de segunda ordem de um processo estocástico.

Uma relação paramétrica entre PSD e ACF envolvendo o momento estat́ıstico de segunda

ordem pode ser criada levando-se em conta um modelo baseado numa série temporal de um

processo estocástico. A PSD de um modelo baseado numa série temporal será então função

do modelo de parâmetros relacionado a ACF. Uma classe especial de modelos, direcionados a

processos com presença de ruido branco, é descrita nessa seção. Nessa classe estão inclusos

os modelos de processos auto regressivos (“Autoregressive”→ AR), os modelos de processos

com média móvel (“Moving Average”→ MA) e os modelos de processos auto regressivos com

média móvel (“Autoregressive Moving Average”→ ARMA). As variáveis de sáıdas dessa classe

de modelos tem a densidade espectral de potência PSD expressa em termos dos parâmetros

do modelo. A motivação para o uso de modelos paramétricos na representação de processos

estocásticos é aumentar o alcance do uso de estivadores baseados em PSD na produção de

modelos clássicos de estimação espectral.

Em um processo t́ıpico de modelagem, aos dados indispońıveis ou aos valores não estimados

na função de auto correlação ACF são atribúıdos o valor nulo (zero), o que normalmente é

irreal e leva à distorções na estimativa espectral. Freqüentemente, temos dispońıvel algum

conhecimento do processo amostrado e que esta sendo modelado. Essas informações podem

ser usadas para construção de um modelo mais aproximado para reconstrução da seqüência

observada. Assim, aplicando-se funções de janelamento, poderemos eliminar o impacto de

algumas dessas distorções.

O ńıvel de qualidade na resolução espectral, qualquer que seja, é determinado pela escolha

conveniente do modelo, que terá como principal caracteŕıstica a capacidade de ajustar os dados

medidos ou a função de auto correlação ACF (conhecida ou estimada através dos dados) através

de pequeno numero de parâmetros.

A.2.1 Resumo

A aproximação paramétrica para estimação espectral envolve três passos:

• Como primeiro passo, faz-se a escolha apropriada do modelo paramétrico de série tem-

poral que represente os dados medidos e gravados. Nessa seção, focamos o interesse em

três modelos paramétricos de série temporal t́ıpicos: os modelos de processos auto re-

gressivos (“Autoregressive”→ AR), os modelos de processos com média móvel (“Moving
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Average”→ MA) e os modelos de processos auto regressivos com média móvel (“Autore-

gressive Moving Average”→ ARMA). Se a forma esperada para o espectro do processo

for com presença de muitos cumes afinados e sem distribuição em faixas de freqüências

(montanhas com bases largas), então o modelo AR é o mais apropriado. Caso contrário,

havendo presença de faixas de freqüências distribúıdas sem a presença de muitos cumes

afinados, então o modelo MA é mais apropriado. O modelo ARMA pode representar,

em geral, ambos tipos de extremos. Quando a forma de determinado espectro é ra-

zoavelmente modelada por dois ou mais dos três modelos aqui propostos, então o modelo

que resultar no menor número de parâmetros deve ser o selecionado. Esse é o prinćıpio

da passimônia promovido por (Box, 1970). A argumentação para esse prinćıpio é que

melhores estimações estat́ısticas são posśıveis se o número de parâmetros estimados é

minimizado. O peso computacional para estimativa de parâmetros em um modelo AR é

freqüentemente e significativamente menor que o requerido para estimar parâmetros dos

modelos MA ou ARMA. Sendo assim, uma série temporal AR será, em muitas ocasiões, o

modelo escolhido, embora nem sempre seja o modelo com menor número de parâmetros.

A questão de como selecionar o número de parâmetros é tratada na seção 7.2.

• Como segundo passo, faz-se uma estimativa dos parâmetros do modelo.

• Como terceiro passo, insere-se a estimativa dos parâmetros na expressão teórica do PSD

apropriado ao modelo.
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Rotinas para aplicação dos algoŕıtimos

B.1 Sub-rotina PRONY (MATLAB)

function [f,alfa,A,psi]= PRONY(x,Fs,n,Normaliza)

%.....................................................................%

% %

% Funç~ao de implementaç~ao do algoritmo de Identificacao AR Prony %

% A(q-1)x(k) = 0 %

% com: %

% A(q-1) = 1+a1*q-1+a2*q-2+...+an*q-n %

% x(k) = -a1_x(k-1)-a2_x(k-2)-...-an_x(k-n) %

% T_p(k).teta = e(k) %

% %

%.....................................................................%

%..........Definicoes do Estimador Minimos Quadrados para AR..........%

% %

% N = numero de amostras %

% n = ordem do polinomio A(q-1) %

% %

%.....................................................................%

%............Definiç~ao das caracteristicas das amostras...............%

% %
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Apêndice B. Rotinas para aplicação dos algoŕıtimos 95

% Fs = Taxa de amostragem em Hz %

% Normaliza = Indica se o sinal sera normalizado antes da execucao %

% da rotina. Opçoes( "s" ou "n". %

% %

%.....................................................................%

%.....................................................................%

% INICIALIZAÇ~AO DAS VARIÁVEIS

e_min = 1e-200;

if upper(Normaliza) == ’S’

x=x./max(x);

end

N = length(x);

T = 1/Fs;

Z=zeros(N,n);

T_p=zeros(N-n,n+1);

%......................................................................

% MONTAGEM DA MATRIZ TOEPLITZ

for m = 0:n

T_p(1:N-n,m+1) = x((n+1-m):N-m);

end

%......................................................................

% ESTIMATIVA DO VETOR DE PARÂMETROS (a)

teta = inv(conj(T_p’)*T_p)*[e_min;zeros(1,n)’];

teta = teta/teta(1);

%......................................................................

% e = x(n+1:N)-T_p*teta(2:n+1);

% e = norm(e)

a_prony = [teta]’;

%......................................................................
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% CALCULO DAS RAÍZES DO POLINÔMIO FORMADO PELO VETOR DE PARÂMETROS

z=roots(a_prony);

figure(20);

compass(z,’b’);

hold on;

%......................................................................

% MONTAGEM DA MATRIZ DE EXPONENCIAIS DAS RAÍZES

Z(1,:)=repmat(1,[1 n 1]);

for i=1:n

Z(2,i)=z(i);

end

for i=3:N;

Z(i,:)=Z(2,:).^(i-1);

end

%......................................................................

% MONTAGEM DA MATRIZ Z_p

Z_p = [x Z];

%......................................................................

% ESTIMATIVA DO VETOR DE PARAMETROS (h)

teta = inv(conj(Z_p’)*Z_p)*[e_min;zeros(1,n)’];

teta = teta/teta(1);

h = teta(2:n+1);

figure(21)

compass(h,’b’);

hold on;

%......................................................................

% RODA ROTINA DE ESTIMATIVA DE PARAMETROS

[f,alfa,A,psi]= EXPARAMS(z,h,Fs,T);

figure(2);

hold on; stem(f,A,’b’);

grid on;
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B.2 Sub-rotina EXPARAMS (MATLAB)

function [f,alfa,A,psi]= EXPARAMS(z,h,Fs,T)

%......................................................................

% CALCULO DAS FREQÜÊNCIAS E AMORTECIMENTO

f = (angle(z).*(Fs/(2*pi)))’;

alfa = (log(abs(z))./T)’;

%......................................................................

% CALCULO DAS AMPLITUDES E FASES

A = abs(h)’;

psi = (angle(h))’.*360/(2*pi);
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